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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE 


Das vorliegende Lehrbuch ist in erster Linie für Studenten geschrieben, die 
das Studium der theoretischen Physik im Rahmen einer zweisemestrigen Vor- 
lesung über die Mechanik beginnen. Dementsprechend geht sein Bestreben vor 
allem dahin, durch eine klare und exakte Darlegung der Grundbegriffe und der 
wichtigsten Sätze der Mechanik eine sichere Grundlage für die weiteren Studien 
zu geben und durch Lösung einfacherer Probleme dem Lernenden zu zeigen, wie 
sich die Methoden der Mechanik in verschiedenen Gebieten anwenden lassen. 
Das andere Hauptziel des Buches ist, auch den fortgeschrittenen Studenten und 
den im Beruf arbeitenden Physikern behilflich zu sein, wenn sie sich über das 
Gesamtgebiet der theoretischen Mechanik einen nicht oberflächlichen Über- 
blick zu verschaffen oder sich um einschlägige, nicht zu spezielle Fragen zu 
orientieren wünschen. | 

In Anbetracht dieser Zielsetzungen hat der Verfasser bei der Auswahl und 
dem Umfang des Stoffes einen Mittelweg zu finden versucht, desgleichen bei der 
Darstellung, die weder zu knapp noch zu ausführlich sein sollte. Beim ersten 
Studium oder für den weniger anspruchsvollen Leser können die durch einen 
Stern gekennzeichneten Paragraphen und die in Kleindruck gesetzten Teile — 
in welchen letzteren manches nur kurz angedeutet ist — überschlagen werden. 
Um den Aufbau der Mechanik klarer hervortreten zu lassen, werden in der 
Dynamik des Massenpunktes, der Punktsysteme, des starren Körpers und teils 
auch in der Mechanik der deformierbaren Körper die allgemeinen Sätze (und 
die zur Erläuterung dienenden einfachen Beispiele) getrennt von den speziel- 
len Problemen behandelt. Die letzteren, die der Anfänger zweckmäßig parallel 
mit den entsprechenden allgemeinen Kapiteln studieren möge, können zum 
Teil als Übungsaufgaben dienen. Von der ursprünglich geplanten Einfügung 
besonderer Übungsaufgaben konnte mit Rücksicht auf die in dieser Reihe er- 
schienene Aufgabensammlung von MESTSCHERSKI abgesehen werden. 

Bezüglich der mathematischen Vorkenntnisse des Lesers werden kaum mehr 
als die Elemente der analytischen Geometrie sowie der Differential- und Inte- 
gralrechnung vorausgesetzt; den größten Teil der gebrauchten weiteren Hilfs- 
mittel (Vektoralgebra, Vektoranalysis, einiges über Potentialtheorie und Ten- 
soren) kann der Leser, für den dies zum Verständnis der betreffenden Stellen 
notwendig ist, dem Anhang entnehmen. Es sei hier bemerkt, daß die mathe- 
matische Exaktheit der Darstellung, obwohl sie als wichtig angesehen wird, aus 
didaktischen Gründen nicht immer den in der reinen Mathematik verlangten 


Grad erreicht, es wird z.B. nicht jedesmal besonders betont, daß die auftreten- 
den Funktionen, Kurven und Flächen - selbst wenn sie als ‚‚beliebig‘“ bezeich- 
net werden — bestimmte Stetigkeitseigenschaften besitzen sollen. 

Teils mit dem Gegenstand selbst, teils mit dem Zweck des Buches hängt es 
zusammen, daß in sachlicher Hinsicht nicht Originalität angestrebt wurde und 
daß auch hinsichtlich der Darstellung viele ausgezeichnete Lehr- und Hand- 
bücher zu Rate gezogen werden konnten; von diesen sollen besonders die Werke 
von HAMEL, J00S, PLANCK, SCHÄFER, SOMMERFELD, WEIZEL, WHITTAKER und 
die entsprechenden Artikel aus dem Handbuch der Physik erwähnt werden. 

Die Grundlage des vorliegenden Werkes bildet mein in ungarischer Sprache 
erschienenes Lehrbuch ‚Mechanika‘ (2. Auflage, Budapest 1953) bzw. eine 
Übersetzung desselben, die auf Anregung des Verlags, eine deutsche Ausgabe 
erscheinen zu lassen, von Frl. CH. HALTENBERGER vorgenommen wurde. Der 
Verfasser hat die Übersetzung gründlich umgearbeitet und den Inhalt erheblich 
vermehrt, in der Hoffnung, daß das Werk dadurch auch den Ansprüchen eines 
größeren Leserkreises besser entsprechen wird. 

Herrn Dr. T.MATRAT sei für seine Hilfe bei der Herstellung der Abbildungen 
und beim Korrekturlesen, dem Verlag für sein verständnisvolles Eingehen auf 
die Wünsche des Verfassers und für die schöne Ausstattung des Werkes auf- 
richtig gedankt. 


Szeged, im Dezember 1956 A.Bupo 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE 


Durch die Neuauflage bot sich die Gelegenheit, einen Paragraphen über Ra- 
keten und künstliche Himmelskörper ($45) sowie einige kürzere Zusätze ein- 
zufügen. Außerdem wurden bemerkte Druckfehler und kleinere Versehen 
beseitigt, mehrere Abbildungen durch neue ersetzt, ferner ist auch ein aus- 
führlicheres Namen- und Sachregister hinzugekommen. (Dieses und auch 
manche Berichtigungen waren schon vor dem Abschluß der Korrekturarbeit 
der ersten Auflage fertiggestellt worden, konnten jedoch beim Druck damals 
nicht mehr berücksichtigt werden.) | 

Ich möchte wieder dem Verlag für die sorgfältige Ausstattung des Buches 
herzlich danken. 


Szeged, im März 1962 A. Bupö 
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EINLEITUNG 


8 1. Die Aufgabe, die Gültigkeitsgrenze und die Einteilung 
der klassischen Mechanik 


1. Die Mechanik ist der Teil der Physik, der sich mit der Bewegung materiel- 
ler Körper befaßt. Ihre Aufgabe ist die Bestimmung der Bewegungsgesetze (und 
der Bedingungen der Ruhe). Wie bei jeder Naturwissenschaft beruhen auch die 
Gesetze der Mechanik letzten Endes auf der Erfahrung, dem Experiment, und 
müssen durch Messungen zu kontrollieren sein. Dies bedeutet jedoch nicht, daß 
die Mechanik ihre Aufgaben hauptsächlich auf experimentellem Wege, d.h. 
durch eine induktive Methode, löst. Im Gegenteil, in der Mechanik- steht seit 
langem die theoretische Methode, die mathematische Deduktion im Vorder- 
grund. Das liegt zum großen Teil daran, daß die Mechanik jener Teil der Physik 
ist, in dem es zuerst und im relativ größten Maße gelang, die Zielsetzung der 
theoretischen Physik zu verwirklichen, d.h., es gelang durch Verallgemeinerung 
von Erfahrungen einige allgemeine Grundsätze — Axiome — aufzustellen, aus 
denen die speziellen Gesetze der einzelnen Erscheinungen auf mathematischem 
Wege ableitbar sind. 

Infolge der glänzenden Erfolge, die die Mechanik auf diesem Wege ‚erreicht 
hat, wurde es bis Ende des 19. Jahrhunderts angenommen, daß jede physika- 
lische Erscheinung auf eine mechanische zurückgeführt werden könne. Obgleich 
diese Annahme eines sogenannten mechanischen Weltbildes nach unseren heuti- 
gen Kenntnissen nicht vertretbar ist, stellt die Mechanik doch die allgemeine 
Grundlage der Physik dar. Die in der Mechanik entwickelten Grundbegriffe 
(Masse, Kraft, Impuls, Arbeit, Energie usw.), die Prinzipien und Methoden der 
Mechanik sind auch in den anderen Teilgebieten der Physik so bedeutsam; daß 
außer historischen und didaktischen Gesichtspunkten schwerwiegende ob- 
jektive Gründe dafür sprechen, daß wir unsere theoretisch-physikalischen 
Studien mit der Mechanik beginnen. 


2. Die vorliegende Darstellung ist der klassischen Mechanik gewidmet. Ihre 
eigentliche Grundlegung ist NEWTON zu verdanken, der die großen Leistungen 
von GALILEI, KEPLER, DEscArRTEs, HuyGEns und anderen mit seinen eigenen 
Ideen zu einem einheitlichen System zusammenzufassen vermochte (1687). Die 
Newronsche Mechanik wurde von den Mathematikern und Physikern der 


1 Budö, Mechanik 


2 Einleitung 


folgenden zwei Jahrhunderte auf einen recht hohen Entwicklungsstand gebracht, 
sie wurde als Vorbild für jede Wissenschaft angesehen. Seit dem Beginn des 
20. Jahrhunderts hat man aber mit Hilfe sehr verfeinerter Beobachtungsmittel 
erkannt, daß die Gesetze der klassischen Mechanik (wie auch andere Natur- 
gesetze) nicht uneingeschränkt gültig sind, sondern in bestimmten Fällen er- 
weitert werden müssen. Einerseits führte die Deutung der Erscheinungen, die 
bei sehr schnell bewegten Körpern (bei Elektronen von sehr großer, mit der 
Lichtgeschwindigkeit vergleichbarer Geschwindigkeit) beobachtet wurden, so- 
wie die Deutung weiterer Erfahrungen zu der Relativitätstheorie bzw. in mecha- 
nischer Hinsicht zu der Relativitätsmechanik, in deren Rahmen auch die her- 
kömmlichen Newroxschen Begriffe des „absoluten Raumes‘ und der „absolu- 
ten Zeit‘‘ modifiziert werden mußten. Andererseits zeigten sich bei sehr kleinen, 
atomaren Körpern (wie es sich u.a. in Verbindung mit der Wärmestrahlung, 
der Lichtelektrizität und den Spektren herausstellte) ebenfalls Erscheinun- 
gen, die für die klassische Physik vollkommen unverständlich sind. Diese 
atomaren Vorgänge können durch eine andere große Theorie, die Quanten- 
mechanik, erklärt werden (die. jedoch zu einer befriedigenden Deutung der Eigen- 
schaften der Atomkerne und Elementarteilchen noch nicht ausreicht.) Es ist 
nachweisbar, daß die Relativitätsmechanik bei gegenüber der Lichtgeschwin- 
digkeit kleinen Geschwindigkeiten praktisch zu dem gleichen Resultat führt 
wie die klassische Mechanik; entsprechend geht auch die Quantenmechanik im 
Falle von Körpern, die gegenüber atomaren Dimensionen groß sind, in die 
klassische Mechanik über. Die Relativitäts- und die Quantenmechanik stoßen 
also die klassische Mechanik nicht um und machen diese nicht überflüssig, son- 
dern. setzen deren Bedeutung und Gültigkeitskreis ins richtige Licht. Die klas- 
sische Mechanik ist eine Annäherung, die jedoch bei Körpern gewöhnlicher Di- 
mensionen und Geschwindigkeiten jeder praktischen Anforderung vollkommen 
genügt. Man würde also Probleme makroskopischer Natur ganz unnötig kom- 
plizieren, wenn man auf sie anstatt der klassischen Mechanik entweder die re- 
lativistische oder die Quantenmechanik anwenden würde. 


3. Da sich die Bewegungen, die den Gegenstand der Mechanik bilden, in 
Raum und Zeit abspielen, so bedarf man zu ihrer quantitativen Charakterisie- 
rung der Längen-, Winkel- und Zeitmessungen. Bei diesen Messungen treten tiefe 
prinzipielle Probleme auf, auf die wir jedoch im Rahmen der klassischen Mecha- 
nik nicht einzugelien brauchen, da hier die Messungen auf wohlbekanntem 
Wege durchführbar sind. Als Längeneinheit wird gewöhnlich die Länge des 
Pariser Urmeters, das Meter (m), bzw. dessen Hundertstel, das Zentimeter (cm), 
gewählt (das nach einer die Unveränderlichkeit besser garantierenden Defini- 
tion das15531,6413fache derWellenlänge derroten Kadmiumlinie beträgt). Die 
Größe eines Winkels » drückt man meist statt in Graden durch einereine Zahl, 
nämlich durch das Verhältnis 9 = s/r aus, wobei s die Länge des um den Scheitel 
beschriebenen Kreisbogens vom Radius r ist. Die (dimensionslose) Einheit des 
Winkels in diesem „Bogenmaß“ heißt 1 Radiant (rad); da dem Vollwinkel 360° 
3r rad entspricht, ist 1 rad = 360° /2rr = 57° 17’45’’. Die Einheit der Zeit ist 
die Sekunde (s), die dem 86400sten Teil eines mittleren Sonnentages entspricht. 
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4. Eine Einteilung der Mechanik ist von mehreren Gesichtspunkten aus mög- 
lich; einer davon kann der sich bewegende materielle Körper sein. (Das Wort 
„materiell‘‘ weist darauf hin, daß es sich nicht etwa um die Bewegung von 
Schatten handelt.) Die Bewegung eines Körpers ist dann vollständig beschrie- 
ben, wenn die Bewegung aller seiner Teile angegeben werden kann, was aber im 
allgemeinen eine recht verwickelte Aufgabe ist. Der einfachste Fall liegt vor, 
wenn die Abmessungen des Körpers sehr klein gegen die bei seiner Bewegung 
zurückgelegten Entfernungen sind, so daß man sich auf die Betrachtung der 
Bewegung eines einzigen Punktes des Körpers beschränken kann. In diesem 
Falle idealisiert man den Körper (nach DEscArTESs) durch einen sogenannten 
materiellen Punkt oder Massenpunkt, der keine räumliche Ausdehnung hat und 
den man mit der „Masse“ des Körpers ($ 6,2) behaftet denkt. 

Ob ein Körper als Massenpunkt angesehen werden kann oder nicht, hängt 
nach dem Gesagten auch von der betrachteten Bewegung ab. Man kann z.B. 
die Erde bei ihrem Umlauf um die Sonne als Massenpunkt behandeln, nicht 
aber bei ihrer Drehung um die eigene Achse. Der Massenpunkt ist, wie erwähnt, 
ein idealisierter Körper, ein ‚Modell‘, durch das die wirklichen Körper hin- 
sichtlich der Bewegung in vielen Fällen ersetzt werden können. Da bei ihm von 
der räumlichen Ausdehnung des Körpers abstrahiert wird, ist seine Bewegung 
relativ am einfachsten zu behandeln, so kann z.B. keine Rotationsbewegung in 
Betracht kommen. Daher beschäftigen wir uns zuerst mit der Mechanik des 
Massenpunktes und wollen inihrdie mechanischen Grundbegriffe kennen lernen. 
Daran schließt sich die Mechanik eines Systems von (diskreten) Massenpunk- 
ten, die Mechanik der Punktsystene, deren sehr allgemeine Sätze auch die Lö- 
sung soleher Probleme ermöglichen, bei denen von der Ausdehnung der Körper 
nicht abgesehen werden kann. Im besonderen kann man bei einem festen Kör- 
per seine Formänderungen oft außer acht lassen und ihn als einen starren Kör- 
per idealisieren, der in allen seinen Teilen von absolut unveränderlicher Gestalt 
ist; er kann als ein System von Massenpunkten angesehen werden, deren gegen- 
seitige Abstände sich nicht verändern. Ein vollkommen starrer Körper kommt in 
der Natur nicht vor, er istähnlich wie der Massenpunkt nur ein überaus nützliches 
Modell. Die Mechanik des starren Körpers sowie die aus solchen Körpern be- 
stehender ‚starrer Systeme“ ist besonders bei den technischen Anwendungen 
von ausschlaggebender Bedeutung. Die Formänderungen, die elastischen 
Eigenschaften der festen Körper und die Bewegungen der Flüssigkeiten und 
Gase gehören dem umfangreichen Gebiet der Mechanik der deformierbaren Kör- 
per an, das selbst in mehrere große Abschnitte geteilt werden kann und im 
wesentlichen auch die Akustik umfaßt. Die Mechanik des Massenpunktes, der 
Punktsysteme und der starren Körper wird oft unter dem Namen allgemeine 
Mechanik zusammengefaßt. 

Die Mechanik kann auch von anderen Gesichtspunkten eingeteilt werden. 
Der Zweig, der die Bewegungen an sich, ohne Rücksicht auf ihre Entstehung 
untersucht, ist die Kinematik (reine oder geometrische Bewegungslehre, auch 
Phoronomie genannt). Im Gegensatz dazu zieht die Dynamik (Kinetik, Lehre 
von der Bewegung unter Einwirkung von Kräften) auch die Ursachen der Be- 
wegung in Betracht. Der Sonderfall der Dynamik ist die Statik (Gleichgewichts- 
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lehre), welche die Bedingungen des Ruhezustandes, des Gleichgewichtes unter- 
sucht; sie hatte schon im Altertum - insbesondere bei ARCHIMEDES - einen 
hohen Stand erreicht. So kann auf Grund obiger Einteilung von der Kinematik, 
‚Statik und Dynamik des Massenpunktes, des Punktsystems, der starren und 
deformierbaren Körper gesprochen werden. Das Rückgrat und der eigentliche 
physikalische Teil der Mechanik ist die Dynamik; deshalb befassen wir uns im 
allgemeinen mit der Kinematik nur insofern — obgleich auch diese ein umfang- 
reiches Gebiet ist -, als es für die Dynamik nötig ist. Wir bemerken noch, daß der 
auf dem Begriff des Massenpunktes beruhende Aufbau unserer Darstellung die 
Gesichtspunkte der theoretischen Physik vor Augen hält; in der technischen 
‚Mechanik geht man gewöhnlich von der Statik des starren Körpers aus. 


I. TEIL 


MECHANIK DES MASSENPUNKTES 


A. Kinematik eines Massenpunktes 


8 2. Grundbegriffe der Kinematik. Geschwindigkeit und Beschleunigung 


1. Die kinematische Beschreibung der Bewegung eines (materiellen) Punktes 
bedeutet, daß wir die Lage des Punktes relativ zu einem anderen Körper in 
jedem Augenblick angeben können. Dieser andere Körper, der „Bezugskörper“ 
oder das Bezugssystem, ist unerläßlich: im leeren Raum könnte die Lage des 


Punktes nicht festgestellt werden. Um 
die Lage eines Punktes P zu bestimmen, 
wählen wir in dem Bezugskörper (z.B. 
der Erde, einem Saal, oder einem belie- 
bigen, als starr angenommenen Körper) 
einen Anfangspunkt O, durch welchen 
wir drei zueinander senkrechte Gerade 
legen, die wir als Achsen eines rechtwink- 
ligen (kartesischen) Koordinatensystems 
ansehen. Wir vereinbaren,daß wirimmer 
ein rechtshändiges Koordinatensystem 
wählen, dessen Achsen X, Y, Z die 
gleiche Reihenfolge haben wie der Dau- 
men, Zeige- und Mittelfinger der rechten 


Abb. 1 


Hand. Die Lage des Punktes P kann nun vollständig bestimmt werden, wenn 
seine Koordinaten x, y, z angegeben sind (Abb. 1). Man kann auch sagen, daß 


die Lage des Punktes durch den Ortsvektor oder Radiusvektor OP —=r be- 
stimmt wird!), dessen rechtwinklige Komponenten gerade x, y, z sind. Wie wir 


1) Die Elemente der Vektorrechnung werden im Anhang angegeben. Zum Verständnis 
der Teile I bis III des Lehrbuches reicht im allgemeinen die Kenntnis der in $ 95 zusammen- 
gefaßten Vektoralgebra aus; es bilden Ausnahmen die $ 8 und $ 9, für die das Studium von 


$ 96, 1 bis 4 zu empfehlen ist. 
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später sehen werden, ist es zur Angabe der Lage eines Punktes oft zweck- 
mäßiger, an Stelle rechtwinkliger Koordinaten andere, z.B. Kugel- oder Zylin- 
derkoordinaten zu verwenden. 

Die Bewegung des Punktes ist vom kinematischen Standpunkt aus bestimmt, 
wenn wir den Ortsvektor r als Funktion der Zeit t kennen: 


t= ri), (l) 
oder, in analytischer Schreibweise, wenn die Funktionen 
=xÄl), y=yl(), z=2Ä() (2) 


gegeben sind. Es wird angenommen, daß diese Funktionen eindeutig und stetig 
und außerdem - in Hinsicht auf dasfolgende - mindestens zweimal stetig diffe- 
renzierbar sind. Die „kinematischen Bewegungsgleichungen‘“‘ (2) bestimmen 
natürlich auch die durch den Punkt beschriebene Kurve, d.h. die Bahn des 
Punktes, sie sind ja die Gleichungen der Bahn in Parameterdarstellung. Hat 
der materielle Punkt P von Punkt A seiner Bahn den Punkt B in der Zeit t 


erreicht, so ist die Bogenlänge AB=s-tfalls keine Umkehrpunkte vorliegen - 


der in der Zeit i zurückgelegte Weg, und der Vektor AB ist die in der Zeit 
erfolgte Verschiebung (Verrückung). 

2. Der materielle Punkt befinde sich zur Zeit tin dem durch den Ortsvektor r 
gekennzeichneten Punkt P, und nach. der Zeitspanne At in dem durch den 
Vektor t + Ar bestimmten Punkt P' 
der Bahn.(Abb. 2). Die Verrückung des 
materiellen Punktes in der Zeit At be- 


— 
zZ trägt PP’= At; die auf die Zeiteinheit 
bezogene (mittlere) Verrückung ist also 
R rt. ’ R 
n p’ Tr . Dieser Vektor At ist nicht nur eine 
+4JAr - 
= Funktion der Zeit t, sondern auch der 
Abb. 2 gewählten Zeitspanne At (wie dies un- 


mittelbar aus der Konstruktion oder 
| aus Ar = r(#t + At) — r{t) hervorgeht). 
Er istnurdannzur Kennzeichnungder wirklichen Bewegung geeignet, wenn das 
Zeitintervall At genügend klein gewählt wird (d.h. so klein, daß die Differenzen 
zwischen 77 und denjenigen Quotienten . die aus noch kleineren Zeit- 


4t 
spannen At berechnet sind, vernachlässigt werden können). Auf Grund der 
obigen Überlegung wird der Geschwindigkeitsvektor, kurz die Geschwindigkeit v, 


definiert als der Grenzwert von 2 für At = 0, d.h. als der Vektor u Die 


Geschwindigkeit ist der zeitliche Differentialguotient des Ortsvektors: 
d 
= n oder!) v=t; (3) 


1) Wir kennzeichnen hier wie oft auch im folgenden die Differentiation einer Größe nach 
der Zeit mit einem Punkt über der Größe selbst. 


$ 2. Grundbegriffe der Kinematik. Geschwindigkeit und Beschleunigung T 


im allgemeinen ist d eine Funktion der Zeit: im Zeitpunkt t beträgt die Geschwin- 
digkeit des Massenpunktes v = v(t) („Momentangeschwindigkeit‘‘). 


Ar. 
Aus der Konstruktion ist klar ersichtlich, daß die Richtung von er im 


Grenzfall die (mit der momentanen Bewegungsrichtung übereinstimmende) 
Richtung der Bahntangente im Punkte. P ist und die Größe von Ar bei ab- 


nehmendem At der Wegstrecke PP’ =Asimmer näher kommt. Demnach ist die 
Richtung der Geschwindigkeit immer die Rıich- 
tung der Bahntangente, ihr Betrag ist ds/dt, 
d.h. die Ableitung des Weges nach der Zeit (..die 
Änderung des Weges pro Zeiteinheit“ oder 
„der in der Zeiteinheit zurückgelegte Weg“). 


3. Die zeitliche Änderung der Geschwindig- 
keit wird durch den Beschleunigungsvektor — 
kürzer: die Beschleunigung — charakterisiert 
(GALILEI, in seinem „Discorsi“, 1638). Auf 
Grund der vorherigen ähnlichen Erwägungen 
definiert man die Beschleunigung a als die zeit- 
liche Ableitung der Geschwindigkeit, d.h. die 


zweite zeitliche Ableitung des Ortsvektors: 201 [29 
db dr 
= —=-— ode na=d=i; 4 40 
ut "” (* r7, 
a ist im allgemeinen eine Funktion der Zeit: zur Abb. 3 


Zeit t beträgt die Beschleunigung des Massen- 
punktes a = aft). 

So wie die Geschwindigkeit d-= t anschaulich aus der Bahnkurve r = (ft) ab- 
geleitet wurde, kann ebenso auch die Beschleunigung a = d aus der Kurve 
b = dit) konstruiert werden. Diese Kurve — Hodograph von HAMILTON — kann 
folgendermaßen hergestellt werden: Wir tragen von einem Anfangspunkt O’ die 
verschiedenen Zeitpunkten entsprechenden Geschwindigkeitsvektoren auf, die 
schon aus der Bahnkurve bekannt sind (siehe Abb. 3 oben), und verbinden ihre 
Endpunkte (siehe Abb. 3 unten; wir haben nur die Vektoren v und v + Abd 


dargestellt). Aus der Konstruktion von = folgt sofort, daß die Beschleunigung 


immer in der Schmiegungsebene der Bahnkurve liegt und nach der konkaven Seite 
der Bahnkurve zeigt (im Falle einer geradlinigen Bahn liegt a in der Geraden). 
Die Schmiegungsebene der Bahnkurve im Punkt P ist nämlich durch zwei „be- 
nachbarte‘“‘ Tangenten bestimmt, d.h. durch die Vektoren vo und vo + Av im 
Grenzfall P'’— P; der Differenzvektor aber liegt ebenfalls in der durch v und 


b + Ab bestimmten Ebene, mithin liegt auch ar in derselben. Genauer werden 


‚wir Richtung und Betrag der Beschleunigung in $ 3 kennenlernen. 
Zur Charakterisierung der zeitlichen Änderung der Beschleunigung könnte 
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der Vektor ä = eingeführt werden, und so könnten wir fortfahren. Während 
jedoch - wie aus der Dynamik ersichtlich wird — der Begriff der Beschleunigung 
von zentraler ist, spielen die erwähnten „Beschleunigungen höherer 
Ordnung“ ä ... kaum eine Rolle. 


4. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung sind von Länge und Zeit ab- 
geleitete Größen; genauer: die „Dimension“ der Geschwindigkeit ist der Quo- 
tient aus der Längen- und der Zeitdimension und wird folgendermaßen bezeich- 
net: [vo] = [1/[t] = [lt ""]. Die Einheit der Geschwindigkeit kann z.B. lcems’!, 
die Einheit der Beschleunigung 1 cm s”? sein. Diese Einheiten zeigen zugleich 
auch die Dimensionen. 


5. Anmerkung zum Begriff des Differentials. In der Physik ist es oft bequem und ge- 
dt = 

bräuchlich, die Ableitung Frög oder z.B. die Ableitung —7 — f’(t) der skalaren Funktion 

x = fit) - an Stelle eines Grenzwertes als einen a zweier Größen anzusehen. Das 


ist mathematisch korrekt möglich, wenn man = nicht nur als Symbol für lim ar auffaßt, 
41>0 
sondern den Begriff des Differentials wie folgt definiert. Wir bezeichnen die Größe At, die 


beliebige von Null verschiedene Werte bedeuten kann, mit h (um hervorzuheben, daß sie 
von t gänzlich unabhängig ist): At = h. Dann wird das Produkt 


dz=f(Üh, (6) 


welches also eine Funktion von t und # ist, das Difjerential [dx oder df(t)] der Funktion 
x = f(t) genannt. Aus dieser Definition folgt speziell für die Funktion f(t) = t: 


dti=(t\h=h. (6) 
Wir können daher h anstatt dt schreiben: k = At = dt; es folgt dann aus Gl. (5): 


Ax dz 
dz=ff(t\dt od 't()=lim — = —, 
e=rndt oder F=lm 7-7 m 


d.h., die Ableitung (der Differentialquotient) ist tatsächlich den Quotienten der oben defi- 
nierten Differentiale dx und di gleich (siehe Abb. 4). 

Verwendet man statt der exakten Limesformel 
(7) die Näherungsformel 


ara für kleine dt = 4t, (8) 


so folgt dx 2 Ax um so genauer, je kleiner At 
und somit Az ist. Man kann also das Differen- 
tial der unabhängigen Veränderlichen dt genau 
und das Differential der abhängigen Veränder- 
lichen dx angenähert durch kleine Änderungen 
der Veränderlichen (At und Ax) ersetzen. Nach 
diesen Bemerkungen werden im folgenden unter 
den Differentialen dt, dx, dr usw. hinreichend 
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kleine, jedoch endliche Größen (Änderungen) verstanden, und wir müssen auch die in 
der physikalischen Literatur oft vorkommenden „unendlich kleinen‘ oder „infinitesi- 
malen Größen‘‘ im obigen Sinn verstehen. Unter Verwendung der Differentiale lassen 
sich viele Beziehungen anschaulicher ausdrücken, so kann man z.B. sagen, daß die 
Geschwindigkeit eines Massenpunktes, d = dt/di, die auf die Zeiteinheit "bezogene 
Änderung von rist, oder daß die Verschiebung des Punktes in der Zeit dt dr = bdt ist; 
außerdem darf man mit den Differentialen wie mit kleinen Größen rechnen, was oft be- 
quem ist. Bei den Gleichungen, in denen Differentiale vorkommen, muß man aber das 
unter Gl. (8) Gesagte beachten: z.B. bedeutet dt = vdt, daß das Produkt ddt die tat- 
sächliche Verschiebung At mit um so besserer Näherung angibt, je kleiner die Zeit- 
spanne dt gewählt wird. 


$ 3. Zerlegung der Geschwindigkeit und der Beschleunigung 
nach verschiedenen Koordinaten 


Bei tatsächlichen Berechnungen von mechanischen Problemen wird im all- 
gemeinen mit Koordinaten und Vektorkomponenten. gearbeitet. Die Lösung 
vieler Aufgaben wird bedeutend vereinfacht, wenn die Koordinaten und die 
Zerlegung der Vektoren in Komponenten entsprechend der Natur des Proble- 
mes gewählt werden. Im folgenden betrachten wir die wichtigeren Zerlegungen 
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung, damit wir unsere späteren Über- 
legungen nicht wegen dieser Berechnungen abbrechen müssen. (Diese Zer- 
legungen stammen im wesentlichen von EULER, um 1740.) 


1. In rechtwinkligen Koordinaten haben wir, wenn die Einheitsvektoren des 
raumfesten Koordinatensystems i, j, £sind [vgl. Anhang, GI. (95, 4)]: 


t=ri+yji-+el (1) 
Differenziert nach der Zeit, ergibt sich 
dei=-ti+yijtsh a=ei=iit+tijjtöt (La) 


Die Koeffizienten voni, j, sind die rechtwinkligen Komponenten der Geschwindig- 
keit und der Beschleunigung: 


=T; vu, =%, = (2) 
di, a, =Ü, a,=2. (3) 


Aus diesen können der Betrag und die Richtung der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigung auf Grund der Vektoralgebra auf folgende Weise erhalten 


werden: 
v=yJ®? +? +2, a= Y®+9°+2, (4) 


& 
cos (d, x) = Zee cos(a,r) = ee (5) 
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2. Tangential- und Normalkomponenten. Im Punkt P der Bahn sei der in der 
Richtung der Tangente liegende Einheitsvektor t, der zu t senkrechte und in der 
Schmiegungsebene nach der konkaven Seite zei- 
gende Einheitsvektor der Hauptnormale sei n. Der zu 
t und n senkrechte Einheitsvektor, die Binormale b, 
möge so gerichtet sein, daß t, nund b ein rechts- 
händiges System bilden (Abb. 5). Dies (d. h. das be- 
gleitende Dreikant der Bahnkurve) ist das sogenannte 
natürliche Koordinatensystem der Bahn, welches im 
allgemeinen von Punkt zu Punkt seine Orientierung 
ändert, dessen Gebrauch jedoch oft zweckmäßig ist. 
A Die Geschwindigkeit zeigt, wie bereits erwähnt, in 
die Richtung des Tangenteneinheitsvektors t, und 


Abb. 5 ds ; 
ihre Größe ist v = Ir Es möge wiederholt werden, 


daß sich dies aus der Definition der Geschwindigkeit folgendermaßen ergibt: 
dr = dıds 
di dsd 
da - eben der Einheitsvektor t ist ($ 2,2). Demnach gilt für die Komponenten 


1 — tv, (6) 


der Geschwindigkeit nach den Richtungen t, n, b: 
verer- u =eI; 9=N. (7) 


Die Tangentialkomponente », = v,d. h. der Betrag der Geschwindigkeit, wird 
auch Bahngeschwindigkeit genannt. | 
Die Beschleunigung lautet: 
5 = Il) =öt+ot 8 
n=D= dt =D vl. ( ) 
Es ist nun bekannt [s. Abb. 6 und Gi. (95, 35)], daß der Differentialquotient 
eines Einheitsvektors e(t) senkrecht zu e steht und sein 


—_ |} Betrag + ist. Speziell tliegt also in der durch die Vektoren 
dv : 
dp > tund t + dt bestimmten Ebene, d.h. in der Schmiegungs- 
ebene der Bahnkurve, daher ist 
Abb. 6 : 


Der Winkel do ist zugleich der durch die benachbarten Normalen n und n’ ge- 
bildete Winkel, und der Schnittpunkt C ist der Mittelpunkt des zu P gehörigen 
Krümmungskreises (Abb. 5). Daher läßt sich dp mit dem Krümmungsradius 


CP = Rund der Bogenlänge PP — ds folgendermaßen ausdrücken: 


do = —. - (10) 
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Setzen wir dies in Gleichung (9) ein, so erhalten wir 


. 1 ds. 0) 
Daher folgt aus Gleichung (8) 
v2 
—;ö = 2 
a=öt+ a" (12) 


d. h., die Beschleunigung hat nach den Richtungen t, n, b die Komponenten 


v2 
ad, Wen: a,=d,; (13) 
und ihr Betrag ist 
a= \/ # + . (14) 


Der Vektor a, = öt bzw. oft auch die Komponente a, = ö wird Toangential- oder 
Bahnbeschleunigung genannt; sie hängt nur von der Größenänderung der Ge- 
schwindigkeit ab, die Gestalt der Bahn ist für sie belanglos. Die Normal- oder 


Zentripetalbeschleunigung a, = = nbzw.a, = z (Hvyeens, um 1670) wird da- 


gegen durch den Betrag der Geschwindigkeit und die Gestalt der Bahn (nämlich 
durch die längs der Kurve im allgemeinen veränderliche Krümmung 1/R) be- 
stimmt. 


3. Zerlegung in ebenen Polarkoordinaten. Die Lage des Punktes P, welcher 


22 
sich in einer Ebene bewegt, kann durch den Betrag r des Radiusvektors OP = ı 
und den Winkel @, den er mit einer festen Geraden bildet, beschrieben werden. 
Wenn alsfeste Gerade die X-Achse 
und als Ebene die X Y-Ebene ge- 
wählt wird, dann bestehen zwi- 
schen den rechtwinkligen x, yund 
den ebenen Polarkoordinaten r, 
die Beziehungen 


x=1rc089, y=rsing. (15) 


Die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigung werden in je zwei 
Komponenten zerlegt: nach der 
Richtung des jeweiligen Radius- 
vektors r und nach der zu dieser 
senkrechten Richtung. Unser Ziel 
ist, diese Komponenten durch r, o und deren zeitliche Ableitungen auszudrük- 
ken. Wir führen deshalb die Einheitsvektoren e, und e, ein; e, liege in Rich- 
tung von t, e, stehe senkrecht darauf, und zwar so, daß e, durch eine Drehung 
von e, um 90° in Richtung wachsender @ hervorgehe (Abb. 7). Die Geschwin- 


Abb. 7 
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digkeit und die Beschleunigung erhält man durch Differentiation der Glei- 
chung | z 
tr= re, (16) 
Da die Ableitung eines Einheitsvektors senkrecht zu dem Einheitsvektor steht 
und ihre Größe r — 6 ist, so gilt 
a (17) 
Unter Verwendung der ersten Gleichung wird (16) differenziert: 
v=ti=fe +ro%- (18) 


Der Koeffizient von e, bzw. e, ist die Radial- bzw. Transversalkomponente der 
Geschwindigkeit: 


v=h wW=rTö. (19) 
Der Betrag der Geschwindigkeit ist 
v— Yr® + r2Q2. (20) 
Wir erhalten die Beschleunigung durch Differentiation der Gleichung (18): 
a=i=j, +, + +rö)e + roß,, (21) 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (17) 
a= (ride, + rd + 2ro)e,. (22) 


‘Der Koeffizient von e, bzw. e, ist die Radial- bzw. Transversalkomponente der 
Beschleunigung: 


ld 
a.=r— ro, Y=TrO-+ 270 E en. (23) 


Der Betrag der Beschleunigung ist 


a— Va; + ao. (23a) 


4. Zerlegung in Zylinderkoordinaten. Die Lage des Punktes Pim Raum kann 
auch durch die Zylinderkoordinaten o, o, z charakterisiert werden. o und o sind 
die ebenen Polarkoordinaten der Projektion von P auf die Ebene X Y, 2 ist der 
Abstand zwischen P und dieser Ebene. (Wir haben anstatt des vorerwähnten r 
hier o geschrieben, so daß wir auch jetzt die übliche Bezeichnung OP =r 
aufrechterhalten können.) Der Zusammenhang zwischen rechtwinkligen und 
Zylinderkoordinaten hat die Form (Abb. 8) 


x =00089%, y=osing 2=2. (24) 


Die Geschwindigkeit und Beschleunigung werden nun außer den obenerwähnten 
Komponenten aus Gleichung (19) bzw. (23) auch in der 2-Richtung Kompo- 


$3. Zerlegung der Geschwindigkeit und der Beschleunigung nach Koordinaten 13 


nenten besitzen, nämlich 2 und 2. So lauten die Komponenten der Geschwin- 
digkeit und der Beschleunigung in Zylinderkoordinaten: 


v=6b; W=00, w=2; (25) 
% = 6 — 08, 
ee ze 
.=06 + 260 Fa (26) 
a,=2. 


Für den Betrag der Geschwindigkeit 
und Beschleunigung gilt 


2 2 2 
"=, +%W+% 


und a — a, + a, + a. (26a) 


5. Die Zerlegung der Geschwindigkeit in sphärischen Polarkoordinaten. Die 
räumlichen oder die sphärischen Polarkoordinaten des Punktes P sind: der 
Abstand OP =[r, der ‚„Polarwinkel‘ 9, welchen OP und die Z-Achse bilden, 
und der „Azimut‘ o, der Win- 
kel zwischen der Projektion 
OP’und der X-Achse (Abb.9. 
— Der Kreis M M wird Meri- 
diankreis, der Kreis BB Brei- 
tenkreis genannt). Zwischen 
den rechtwinkligen und den 
sphärischen Koordinaten be- 
stehen nach Abb. 9 die Be- 
ziehungen 


x=rsindcosp, (27) 
y=rsindsinpg, 2=rcosd 
(sd sn), Osp<2n). 


Abb. 10 
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Zur Zerlegung der Geschwindigkeit betrachten wir eine sehr kleine Verrückung 
dı des Punktes P, nach der seine Koordinatenr + dr,d® + dd, op + desind. dr 
kann aus den drei aufeinander senkrechten kleinen Verrückungen zusammen- 
gesetzt werden (s: Abb. 10): aus der radialen Verrückung dr, aus den Ver- 
rückungen längs des Meridiankreises, rd®, und längs des Breitenkreises, odp 
— r sinddo. Durch die Division mit der entsprechenden sehr kleinen Zeit dt 
erhalten wir die Komponenten der Geschwindigkeit in sphärischen Koordinaten: 


=, y=rd, w=rsindo. (28) 


Der Betrag v der Geschwindigkeit ist dann gegeben durch 


v= YrR + 17292 + 7? sin?d@2. (29) 


$ 4. Einige einfache kinematische Aufgaben (Bewegungen mit konstanter 
Geschwindigkeit und Beschleunigung; Wurf, freier Fall, Kreisbewegung) 


Im folgenden wollen wir die wichtigsten Typen der in der Kinematik vor- 
kommenden Aufgaben überblicken und als Beispiel einige einfache Bewegungen 
behandeln. 


1. In einem Teil der Aufgaben ist die Bewegung des Punktes bekannt, und es 
werden seine Geschwindigkeit und seine Beschleunigung gesucht. Mathematisch 
bedeutet dies: Es sollen aus der gegebenen Vektorfunktion r(t) die Größen v 
und a bestimmt werden, oder analytisch - z. B. in rechtwinkligen Koordinaten -: 
aus den gegebenen Funktionen x({t), y(t) und z(t) sollen die rechtwinkligen 
Komponenten der Geschwindigkeit und der Beschleunigung bestimmt werden. 
Diese Aufgabe kann einfach durch Differentiation gelöst werden. Beispiel: 

Die gleichförmige Kreisbewegung, d.h. die Bewegung des Punktes P mit 
konstantem Betrag v der Geschwindigkeit auf einem Kreis vom Radius r, kann 
auch folgendermaßen charakterisiert werden: Der während der Zeit i beschrie- 
bene Winkel @ ist der Zeit proportional: $ = wi 
oder, anders gesagt, die Winkelgeschwindigkeit d = w 
ist konstant. (Allgemeiner wäre @ = wi + &, wo- 
bei jedoch «, d. h. der dem Zeitpunkt t=0 ent- 
sprechende Winkel, durch geeignete Verschiebung 
des Anfanges der Winkel- oder Zeitmessung zu Null 
gewählt werden kann.) Liegt der Kreis in der XY- 
Ebene und wird der Winkel = wt nach Abb. 11 
von der X-Achse aus gerechnet, so wird die Bewe- 
gung in rechtwinkligen Koordinaten dargestellt durch 


Abb. 11 


x =rcoswti, y=rsinwt. (1) 
Die Komponenten der Geschwindigkeit sind dann 


= —-wrsinot, J = wrcoswt. (2) 
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Der Betrag der Geschwindigkeit ist 


v= yY®+j=ro, (3) 


und ihre Richtungskosinusse haben die Form 


cos(vd, X) = — — —sinwt = cos (ai 4 =) i 


(4) 
cos(vd, Y) = — cost = sin (ot + 3) 


Der Vergleich dieser Gleichungen mit den Komponenten des Vektors r [s. 
Gl. (1)] zeigt, daß der Winkel zwischen dem Geschwindigkeitsvektor v und der 


X-Achse um 5 größer ist als der Winkel des Radiusvektors r mit der X-Achse, 


also zeigt v in die Richtung der Tangente im Sinne der Abbildung. 
Die Komponenten der Beschleunigung lauten 


= —wircosot= — ws, = —-w?rsinwi = —wy. (5) 


Wie aus der vektoriellen Schreibweise 
a= — wr (6) 


der Gleichung (5) ersichtlich ist, zeigt die Beschleunigung nach dem Kreis- 
zentrum und hat den Betrag 
v2 
re: 
zz (7) 


womit wir die Aufgabe vollständig gelöst haben. 

Wir gelangen schneller zum Ziel, wenn wir ebene Polarkoordinatien verwenden. 
Bei gleichförmiger Kreisbewegung ist r = const, © = = const, und daher 
folgt aus den Gleichungen (3, 19) und (3, 23) für die Radial- und Transversal- 
komponenten der Geschwindigkeit und der Beschleunigung: 

=r=0, .=- 1 =r0= 9; (8) 
vo 
a a „=Trd + 270 = 0, (9) 


wie bei den obigen Resultaten. Wir erhalten diese noch einfacher im natürlichen 
Koordinatensystem der Kreisbahn, durch eine Zerlegung in Tangential- und 
Normalkomponenten [s. Gl. (3,7) und (3,13)]: 


v=v, =0; w=Ü:=0, =-—. (10) 


N 


Bei gleichförmiger Kreisbewegung besteht offenbar zwischen der Winkel- 
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geschwindigkeit w, der Umlaufzeit T (d. h. der Zeit einer Winkelverschiebung 


um 2) und der Drehzahl oder Frequenz v = 7 der folgende Zusammenhang: 


2 
T 


w = = Ivy. (11) 


Die Winkelgeschwindigkeit » wird - als das 2r-fache der Frequenz — auch Kreis- 
frequenz genannt. 

Bei der gleichförmigen Kreisbewegung weist die Benennung ‚‚gleichförmig‘“ auf 
die Größe der Geschwindigkeit oder auf die Winkelgeschwindigkeit 9 = w 
— die konstant sind — hin. Die Geschwindigkeit selbst als Vektor ändert sich, und 
die Bewegung ist daher eine beschleunigte. 

Eine beliebige Kreisbewegung kann - z. B. in Polarkoordinaten - in der Form 


r=const, = ofi) (12) 


beschrieben werden, wobei o(t) eine gegebene Funktion der Zeit ist. Ist z. B. 
eine quadratische Funktion der Zeit, d. h. die Winkelbeschleunigung & konstant, 
so wird von gleichförmig beschleunigter Kreisbewegung gesprochen. 


2. Bei einem anderen Teil der Aufgaben ist (z. B. auf Grund von Messungen 
oder theoretischen Betrachtungen) die Geschwindigkeit des Punktes als Funktion 
des Ortes und der Zeit bekannt, und es wird die Bewegung gesucht. Mathematisch 
ausgedrückt: es soll aus der gegebenen Vektorfunktion v(t, t) der Radius- 
vektor rt = r(f) bestimmt werden, oder in analytischer Form (z. B. in recht- 
winkligen Koordinaten) : aus den gegebenen Funktionen v, (z, y, 2, t),.... sind die 
Koordinaten x = x{t),.... zu bestimmen. Das ist wieder eine mathematische 
Aufgabe, d.h., es soll die vektorielle Differentialgleichung 


t=d(td), (13) 
oder analytisch, das System von drei Differentialgleichungen erster Ordnung: 
t=v,(r. y2%,0), Yavm ya), 2=v,m, y 2, |) (14) 


gelöst werden. Die allgemeine Lösung enthält — wie aus der Mathematik bekannt 
ist — drei willkürliche Integrationskonstanten. Diese sind durch die Anfangs- 
lage des beweglichen Punktes bestimmt, d.h., wenn man für die erhaltenen 
Funktionen r(t) bzw. x(t), ... die folgenden Anfangsbedingungen vorschreibt: 
es sei . 
für i=0 ı=n bw zen Y=%: ?2=%- (15) 


Das einfachste Beispiel ist: 

Die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit. Die gegebene konstante Ge- 
schwindigkeit sei d = c. Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung ti = 
lautet: r = ct + d, wobei d ein beliebiger konstanter Vektor ist. Diese Lösung 
enthält alle Bewegungen. deren Geschwindigkeit c ist. Speziell, wenn sich der 
Punkt zur Zeit = 0 an dem durch den Radiusvektor r, gegebenen Ort be- 
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findet, ergibt die Anfangsbedingung r (0) = d = r,. Somit lautet die Lösung der 
Aufgabe: 
tr=c( +1. (16) 


Dies bedeutet, daß sich der Punkt auf der Geraden, die aus dem Endpunkt 
von r„parallel zu c gezeichnet ist, so bewegt, daß sich die Größe der Geschwindig- 
keit nicht ändert (Abb. 12). Die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit 
oder, anders gesagt, die gleichförmig geradlinige - 

Bewegung ist die allereinfachste: die Beschleu- 
nigung ist hier - und nur hier - Null. Die ana- 
Iytische Behandlung dieser Bewegung ent- 
sprichtder Komponentendarstellung derVek- 
torgleichung (16). Als Gerade die X-Achse 
wählend, erhält manz = ct + ©. 


3. Bei der dritten Gruppe der Aufgaben ist Abb. 12 

die Beschleunigung des Punktes als Funktion 

des Ortes, der Geschwindigkeit und der Zeit bekannt, und man sucht die Bewegung 
des Punktes. Diese Aufgabe, die man aus später ersichtlichen Gründen auch 
als eine Aufgabe der Dynamik ansehen kann (s. $6 und $ 7), ist die häufigste 
und die wichtigste. Ihre mathematische Fassung lautet: Es soll aus der ge- 
gebenen Vektorfunktion a(t, v, t) der Radiusvektor r = r(f) bestimmt wer- 
den, oder in analytischer Form (z. B. in rechtwinkligen Koordinaten): aus 
den gegebenen Funktionen a,(x, y, 2, v,, %y; dt), ... sind die Koordinaten 
x = exit), ... zu bestimmen. Dieses Problem ist wieder eine mathematische 
Aufgabe, nämlich die Lösung folgender vektorieller Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 


t=alut; dd), (17) 


oder analytisch, die Lösung des folgenden Systems von drei Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung: 


=, y,%,9,230, =a,l...), ®=a,(...). (18) 


Das allgemeine Integral oder die allgemeine Lösung des Systems enthält, wie aus 
der Mathematik bekannt ist, sechs willkürliche Konstanten, entsprechend der 
Tatsache, daß wir jetzt die dem Zeitpunkt ? = 0 entsprechende Lage und Ge- 
schwindigkeit des Punktes — also gerade sechs Angaben - nach Belieben vor- 
schreiben können (denken wir z.B. an einen Wurf). Die zur Bestimmung der 
sechs Integrationskonstanten dienenden Anfangsbedingungen seien also die fol- 
genden: 


frteo wer, Geh, (19) 
bzw. 
für t=0 = Y-yı ?=%9: = Y— ip: 2 =%,- (20) 


Das einfachste Beispiel (ungeachtet der bereits erwähnten Bewegung mit 
der Beschleunigung Null, d. h. der gleichförmigen geradlinigen Bewegung) ist: 


2 Bud6, Mechanik 
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Die Bewegung mit konstanter Beschleunigung. Die gegebene konstante Be- 
schleunigung sei b. Aus der Differentialgleichung i = b erhalten wir nach ein- 
maliger men t=bt-+ c. Noch einmal integriert, lautet die allgemeine 


Lösung: r = nr; ++ ct +Dd, wobei c ind d beliebige konstante Vektoren sind. 


Der Punkt P Binde sich zur Zeit t= 0 am Ort ı,, seine Geschwindigkeit sei 
du. Diese Anfangsbedingungen ergeben: ı(0) =d = r, und i(0) = c = p,. Die 
Lösung der Aufgabe lautet also: 


1 


Demgemäß ist der Vektor v— r, - d.h. der aus dem Endpunkt von ı, ge- 
1 
messene Ortsvektor — die Resultante der Vektoren > bf? und v,t, und er liegt 


somit in der durch die Vektoren b und p, bestimmten festen Ebene: die Bewe- 
gung ist eine ebene Bewegung. Wählen wir in dieser Ebene die Y-Achse des 
X, Y-Koordinatensystems in Richtung der Beschleunigung b, dann lauten die 
X, Y-Komponenten von b: 0, b; die Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit 
b, seien mit v,,, dg, bezeichnet. Die Lösung wird also in analytischer Form ge- 
geben sein zu 


1 
u ER RZ y-y-zbitiyt. (22) 


Dıe betrachtete Bewegung setzt sich demnach aus einer gleichförmigen gerad- 
linigen Bewegung und einer geradlinigen gleichförmig beschleunigten Bewegung 
zusammen. Wir erhalten die Bahngleichung aus den obigen Gleichungen (22) 
nach Eliminatioiü der Zeit t: 


b Coy 

=, (+ Br 23 
Y Yo 202, (x 2)” + vg. (X %)- ( ) 
Die Bahn ist also eine Parabel, deren Achse zur Y-Achse, d.h. zur Beschleuni- 
gungsrichtung, parallel ist. In dem speziellen Fall, wenn die Anfangsgeschwin- 
digkeit Null ist oder in die Richtung der Beschleunigung fällt (v,, = 0), ist die 


1 
Bewegung eine geradlinige gleichförmig beschleunigte: y= — bE? +9,,:+%- 


Das bekannteste Beispiel einer konstant beschleunigten Bewegung ist der 
Wurf und der freie Fall (im luftleeren Raum). Seit GALILEIS Experimenten 
(1590) ist es bekannt, daß die Beschleunigung jedes herabfallenden oder ge- 
worfenen Körpers vertikal nach unten gerichtet und ihre Größe 9 = 981 cm 
s”2 ist. (Genaueres über diese Fall- oder Erdbeschleunigung s. in $6, 2d und 
$ 24,1.) Demgemäß können die Gleichungen des Wurfes aus den obigen all- 
gemeinen Gleichungen (22), (23) gewonnen werden. Wird die Y-Achse vertikal 
nach oben gerichtet, so muß —g anstatt 5 geschrieben werden; die Kompo- 
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uenten v,, und v,,, Können durch die Größe v, der Anfangsgeschwindigkeit und 
durch ihren mit der Horizontalen gebildeten Winkel x ausgedrückt werden: 
%z = UyCOSA, %y = % Sina. Schließlich ist es bequem, den Anfangspunkt des 
Koordinatensystems in die Anfangslage des geworfenen Körpers zu legen: 
% = % = 0 (Abb. 13). Die Gesetze des (schrägen) Wurfes lauten also: 


x = ıv,tcose, 


1 24 
y=ytsin« — 29° (4) 


v„= 1608, dv, = vysina — gt, (25) 


und die Gleichung der Wurfparabel ist 
—g 

— ae IB 26 

y=xtana SuF cos 2 (26) 


Nach dem Gesagten können die auftretenden einfachen Fragen leicht beant- 
wortet werden. Zum Beispiel wird die Steigzeit i, aus der Tatsache festgestellt, 
daß die vertikale Komponente der Geschwindigkeit im Zeitpunkt t, gleich Null 
ist. Aus der Gleichung v, (t,) = 0 folgt für die Steigzeit 


v, sin 
g 


,= 


(27) 


Die Zeit t,, nach der der Körper in die durch den Anfangspunkt gelegte hori- 
zontale Ebene zurückkehrt, heißt Wurfdauer ; sie ergibt sich aus y(t,) = 0 zu 
29, sin & 
I og 


Wir haben ferner für die der Zeit i, entsprechende Höhe, die Wurfhöhe: 


= 24,. (28) 


v3 sin? « 


yit,) = ge (29) 


und für den der Zeit i, entsprechenden Abstand, die Wurfweite: 


2v2sinxcos« v;sin2« 
ee a een 2 
g 9 


(30) 


Dementsprechend nimmt die Wurfweite bei gegebenem v, den größten Wert, 
2 
nämlich ” für & = 45° an. Jede kleinere Wurfweite kann man durch zwei 


Winkel («x und 90° — «) erzielen (Steilwurf und Flachwurf). 
In unseren Gleichungen sind natürlich auch die Gesetze des horizontalen 
(x = 0) und des vertikalen Wurfes (« = + 90°) sowie die des freien Falles (für 
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& = — W° und v, = 0) enthalten. Hier ist [nach Gl. (24), (25)] der in der Zeitt 
zurückgelegte Weg 
1 
ini 


und die Geschwindigkeit hat zur Zeit i den Betrag 
v= gl. (32) 


$ 5. Harmonische Schwingungen. Zusammensetzung und Zerlegung 
von Schwingungen 


Oft begegnen wir Bewegungen, deren einzelne Phasen sich in regelmäßigen 
Zeitabständen wiederholen. Im folgenden werden wir für die einfacheren von 
diesen periodischen Bewegungen einige Sätze aufstellen. Es muß bemerkt wer- 
den, daß diese Sätze, eben wegen ihrer rein mathematischen Natur; nicht nur 
auf Bewegungen eines Massenpunktes, sondern mit weit größerer Allgemeinheit 
auch für beliebige, in der Zeit periodische Vorgänge — für Schwingungen — gül- 
tig und daher in der ganzen Physik von großer Bedeutung sind. 


1. Die harmonische Schwingung. Unter den möglichen periodischen Bewegun- 
gen eines materiellen Punktes ist offenbar jene am einfachsten zu beschreiben, 
bei welcher sich der Punkt auf einer Geraden so bewegt, daß sein von einem 
Punkt O der Geraden (von der Ruhelage) gerechneter Abstand x (die Aus- 
lenkung oder Elongation) eine Sinus- oder Kosinusfunktion der Zeit ist: 


z=asin(wt +0) oder z=acos(wi + a). (1) 


Wir nennen diese Bewegung lineare harmonische Schwingungsbewegung. So be- 
wegt sich z.B. die Projektion des eine gleichförmige Kreisbewegung vollführen- 
den Punktes auf einer in der Ebene des Kreises liegenden Geraden ($ 4). Die Be- 
deutung der Konstanten a, w, « ist aus der Kreisbewegung bekannt, sie kann 
aber auch unmittelbar aus der Definition (1) festgestellt werden. Die Größe a 
ist die maximale Auslenkung, die Amplitude (Schwingungsweite, Scheitelwert 
oder auch Ausschlag). Da die Periode der sin-Funktion 2x ist, wird die Aus- 


lenkung x nach den Zeitabständen T = EB wieder dieselbe sein: 7 heißt 
die (volle) Schwingungsdauer engine oder Periode). Die Anzahl der 
Schwingungen pro Zeiteinheit beträgt Fr =»; visit dieSchwingungszahl oderdie 
Frequenz [ihre Einheit ist z.B. 1s"! = 1 Hertz (Hz)]. Somit gibt die Größe 


2 
u ee 2 
er Iny (2) 
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die Anzahl der Schwingungen in-2 7. Zeiteinheiten an und wird Kreisfrequenz 
(mitunter auch einfach Frequenz) genannt. Das Argument wt + « der sin- oder 
cos-Funktion ist die Phase (Phasenwinkel) der Schwingung. Die Phasenkonstante 


(Anfangsphase) & hängt von dem Beginn der Zeitmessung ab. Wenn wir diesen 
so verschieben, daß anstatti it + ni tritt, soändertsich x um Z und dadurch 
w 


geht in Gl. (1) die sin-Form in die cos-Form über. Beide Formen sind also zur 
Beschreibung der Bewegung in gleicher Weise verwendbar. Wählt man den 
Anfangspunkt der Zeitmessung so, daß zur Zeit = 0 der Massenpunkt seine 
Ruhelage x = 0 in der positiven x-Richtung durchläuft, so wird 


= asinot. 
Die Geschwindigkeit beträgt 
27 


= WA cos EL 7 (4 
= (0 wi = T 7 ) 


sie nimmt also den größten Wert in den Zeitpunkten der Durchgänge durch 


die Ruhelage an |t=0, . T. N und ist Null in den Umkehrpunkten 
_ T37T 
— 4’ 4’ ... . 


Die Beschleunigung wird 
= — w’asinwt= — w’z, (5) 


sie ist also der Elongation proportional und hat dieser entgegengesetzte Richtung, 
d.h., sie zeigt immer nach dem Ruhepunkt. 

Ist umgekehrt die Beschleunigung des materiellen Punktes eine solche, daß 
die Gleichung 


gilt, dann führt der Punkt harmonische Schwingungen aus. Zum Beweis dieser 
Behauptung muß gezeigt werden, daß jede Lösung der obigen Differential- 
gleichung in der Form (1) geschrieben werden kann. Der Beweis beruht auf dem 
bekannten Satz, daß die allgemeine Lösung einer linearen homogenen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung die Linearkombination von zwei unabhängigen 
vartikulären Lösungen ist. Zwei unabhängige partikuläre Lösungen von Gl. (6) 
sind, wie sofort ersichtlich, sin wi und cos wt, und die allgemeine Lösung lautet 
also c,sinwt + c,coswt. An Stelle der willkürlichen Konstanten c, und c,kann 
man zwei andere, a und «, durch die Gleichungen c|, = acos«a, c, = asin« 
einführen, wodurch die allgemeine Lösung von Gl. (6) die Form 


x = acosasinwi + asina coswt = asin(wi +) (7) 


annimmt. Dies ist gerade die Gl. (1), bedeutet also tatsächlich eine harmonische 
Schwingungsbewegung, deren Amplitude a und Phasenkonstante & durch die 
Anfangsbedingungen bestimmt werden. 
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Man spricht in jedem solchen Fall - in weit allgemeinerem Sinne als bei der 
harmonischen Schwingungsbewegung eines Massenpunktes — von einer harmo- 
nischen Schwingung (Sinusschwingung), wenn für die zeitliche Änderung irgend- 
einer Größe x die obigen Gleichungen gültig sind. (x kann also z.B. einen Win- 
kel, eine elektrische Stromstärke, eine Feldstärke usw. bedeuten.) So werden 
wir uns oft darauf beziehen, daß die Differentialgleichung 


&=—w’r ode äÄ=—yıx („>0) (8) 


- die die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung genannt wird - eine 
harmonische Schwingung mit der Periode 


2n 1 
ee fin 9 
T= az 2a) (9) 
beschreibt. 


2. Zusammensetzung harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und 
gleicher Frequenz. Es kann vorkommen, daß der materielle Punkt gleichzeitig 
zwei oder mehrere harmonische Schwingungen vollführt. Üben die Schwingun- 
gen aufeinander keinen Einfluß aus, dann wird die tatsächliche Bewegung des 
Punktes durch die Resultante der Radiusvektoren der einzelnen Schwingungen 
bestimmt. In diesem Fall spricht man von einer ungestörten Überlagerung oder 
Superposition der Schwingungen. Es genügt, die Zusammensetzung von Schwin- 
gungen gleicher Richtung und von aufeinander senk- 
rechten Schwingungen zu besprechen, da andere Fälle 
auf diese zurückgeführt werden können. Solche Zu- 
sammensetzungen treten nicht nur bei mechanischen, 
sondern auch bei vielen anderen Schwingungen auf. 


Ein sehr einfaches Beispiel zur Demonstration der einander 
nicht störenden und aufeinander senkrechten Schwingungen 
ist das in Abb. 14 angegebene, aus vier Fäden und einer Stange S 
bestehende Doppelpendel. Die Stange kann nur in der Zeichen- 
ebene, der mit Sand gefüllte Trichter 7 nur senkrecht zu dieser 
Ebene schwingen; die Frequenz kann mit den Längen der 
Pendel geändert werden. 


Haben die zwei gegebenen Schwingungen die gleiche 
Richtung und die gleiche Frequenz, d.h. 


= a,sin(wE +0) % = %sin(wt + %), (10) 


dann ist die Resultante nach einfacher trigonometrischer Umformung von der 
Form 


= % + % = (a, 605%, + Ag C0S%,) sin wi + (a, sin; + @sina,) coswt. (11) 
Wir bestimmen nun zwei Konstanten a und « so, daß 


A, C0S&, + Gy C0S%, = 0 COS, a,sina; + %sinuo=asine. (12) 
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Das ist möglich, da man durch Quadrieren und Addieren bzw. durch Divi- 
dieren der Gleichungen (12) erhält: 


a, sin&; + a, sin& 
a— Y& + a2 + 2a,a, cos(a, — a), tana = ——— (13) 
A, C0S&, —+ Qg C0Sag 


Mit a und « kann Gl. (11) folgendermaßen geschrieben werden: 
x = asin(wi +a), (14) 


d.h., die Resultante zweier harmonischer Schwingungen gleicher Richtung und 
gleicher Frequenz ist wieder eine harmonische Schwingung derselben Richtung und 
Frequenz, deren Amplitude und Phasenkonstante durch die Amplituden und 
Phasenkonstanten der zwei gegebenen Schwingungen nach den Gl. (13) fest- 
gelegt sind. | 

Die Amplitude a der resultierenden Schwingung hängt nach Gl. (13) bei ge- 
gebenen a, und a, von der Phasendifferenz (Phasenverschiebung) 6 = % — @ı 
der zwei Teilschwingungen ab. Speziell nimmt a den größten Wert 


a=a+a, an, wenn 6=0, +27, +4n, .... (15) 
ist, und den kleinsten Wert 
a=|,—@| wenn ö=H+xr. +3. +52, .... (16) 


Wenn im letzteren Fall a, = a,, dann ist die Amplitude der resultierenden 
Schwingung Null: die zwei Schwingungen ‚löschen sich gegenseitig aus‘. Diese 
Beziehungen spielen bei den Interferenzerscheinungen eine besonders wichtige 
Rolle. 


3. Komplexe Darstellung harmonischer Schwingungen. Die bei der obigen Zu- 
sammensetzung auftretenden Gleichungen (12) können in einer aus komplexen 
Zahlen bestehenden Gleichung 


a, (cos, + ?sina,) + Qu(C0Sa, + isina,) = a(cos& + i sine) (17) 
zusammengefaßt werden, die sich auf Grund der EuLErschen Formel 
ei® = cosa + i;sin« (18) 


auch in der Form 
a,eı + el — ae‘? (19) 


schreiben läßt. Es ist also zweckmäßig, die komplexe Konstante 
A=ae®, (20) 


die sogenannte komplexe Amplitude, einzuführen, denn dann können wir die 
Gl. (19) [oder (12) und deren Resultat (13)] einfach so interpretieren: Bei der 
Zusammensetzung von Schwingungen gleicher Richtung und Frequenz summieren 
sich die komplexen Amplituden, der absolute Betrag «a und das Argument « der 
als Summe erhaltenen komplexen Amplitude ist die Amplitude. bzw. die 
Phasenkonstante der resultierenden Schwingung. 
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Dieses Resultat ist gleichwertig — nach der bekannten Darstellung der kom- 
plexen Zahlen in der komplexen Zahlenebene OX Y — mit der folgenden geo- 
metrischen Konstruktion: Wir tragen die gegebenen Amplituden a, und a,, vom 
Punkt O ausgehend, als Vektoren auf, die mit der 
Geraden OX die Winkel «,, & bilden, und konstru- 
ieren ihre Resultante (Abb. 15). Die Größe der Resul- 
tante. gibt die Amplitude a, ihr mit OX gebildeter 
Winkel die Phasenkonstante & an. Das konstruierte 
Parallelogramm selbst bestimmt nicht diese Phasen- 
konstante, sondern die Phasendifferenzen &, — &, 
und & — a,. Dies entspricht der Tatsache, daß die 
Phasenkonstante einer der beiden. Schwingungen 
(z.B. «&,) willkürlich gewählt werden kann. Diese 
geometrische Zusammensetzung wird in der Tech- 
nik, und besonders in der Elektrotechnik, sehr oft 
verwendet und Zeigerdiagramm — fälschlich auch 
Vektordiagramm — genannt. (Die in der Konstruktion auftretenden komplexen 
Zahlen aei* können — obwohl diese sich wie die Vektoren addieren — nicht im 
physikalischen Sinne als Vektoren betrachtet werden, da letztere nicht durch 
zwei, sondern durch drei Daten bestimmt werden.) 

Für die Schwingung selbst kann die symbolische oder komplexe Darstellung 


z=aeWwtte) oder x = Aec®! (mit A= aei®) (21) 


verwendet werden. Dies ist eine komplexe Zahl, deren Bildpunkt in der kom- 
plexen Zahlenebene auf dem Kreis mit dem Radius a mit der Winkelgeschwin- 
digkeit w umläuft. Wie der reelle, so repräsentiert auch der imaginäre Teil 
eine harmonische Schwingung: 


Re(x) = acos(wt +«), Im(z) =asin(wt + eo). (22) 


Es kann jedoch vereinbart werden, daß auch die komplexe Form (21) unmittel- 
bar eine harmonische Schwingung mit der Amplitude a, der Kreisfrequenz 
und der Phasenkonstante & bedeuten soll. Der Vorteil der komplexen Schreib- 
weise besteht z.B. bei der Zusammensetzung der Schwingungen gleicher Fre- 
quenz darin, daß in der die Zusammensetzung ausdrückenden Gleichurg 


Ayeet + Ayelet = (A, + A,)e'®t (23) 


alles Wesentliche enthalten ist: Der Faktor e‘®! auf der rechten Seite zeigt, 
daß die Resultante gleichfalls eine harmonische Schwingung der Kreisfrequenz w 
ist, deren Amplitude und Phasenkonstante auf dem schon bekannten Wege 
durch Addition der komplexen Amplituden A, und A, erhalten werden. 

Ein weiterer Vorteil der komplexen Schreibweise besteht darin, daß es im 
allgemeinen einfacher ist, mit exponentiellen als mit sin- oder cos-Funktionen 
zu rechnen. So ist z. B. die Ableitung von Gl. (21) nach der Zeit 


" nz 
(ot + +2) 


& = iwaellw!+%) — wae (24) 
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und bedeutet eine Schwingung, deren Amplitude wa lautet und die der Schwin- 
gung x in Phase um 90° voreilt. Durch Differentiation der Gl. (24) folgt, daß x 
auch in komplexer Form die Differentialgleichung der harmonischen Schwin- 
gung befriedigt: 

ä+o?r—0. (25) 


Das Rechnen mit komplexen Zahlen erweist sich auch in anderen Gebieten 
der Physik als vorteilhaft bzw. notwendig. Die Ergebnisse der Rechnungen 
müssen natürlich Beziehungen zwischen reellen Größen ausdrücken. Diese Be- 
ziehungen ergeben sich einfach daraus, daß jede zwischen komplexen Zahlen 
bestehende Gleichung zwei reelle Gleichungen bedeutet. (Auf beiden Seiten der 
komplexen Gleichung müssen sowohl die reellen wie auch die imaginären Teile 
oder sowohl die Beträge wie auch die Argumente - bei Schwingungen die Am- 
plituden und Phasen - gleich sein.) 


4. Zusammensetzung harmonischer Schwingungen von gleicher Richtung und 
verschiedenen Frequenzen. Die Resultante zweier solcher Schwingungen lautet 


x = a,coswt + A, Ccos(wat + Ö). (26) 


(Wir haben hier zur Darstellung der Schwingungen an Stelle der sin-Funktion 
die gebräuchlichere cos-Funktion verwendet und die eine Phasenkonstante 
gleich Null gesetzt, so daß ö die Phasendifferenz bedeutet.) Die Resultante kann 
nicht in die Form acos(wt + «) gebracht werden, sie bedeutet also keine 
harmonische Schwingung, sondern einen komplizierteren Vorgang. Darüber 
läßt sich im allgemeinen Fall kaum Näheres sagen, gegebenenfalls kann er gra- 
phisch dargestellt werden. Man kann jedoch folgendes zeigen: Ist das Frequenz- 
verhältnis w,/w, eine rationale Zahl, so ist die Resultante ein periodischer Vor- 
gang, d.h. eine Schwingung mit einer Kreisfrequenz w, die der größte gemein- 
same Teiler von w, und o, ist. 
Dann ist , = mo, &, = no 
(wobei m und n teilerfremde 
ganze Zahlen sind), und der 
Wert der Funktion 


x = a, cosm wi 


+ a,cos(nwt +6) (27) 


x 


wiederholt sich in den Zeitab- 


2 
ständen T = —; die Periode t 


beträgt also T. Ein Beispiel für 
die Zusammensetzung zeigt Abb. 16 
Äbb. 16 für den Fall w,: & 
= 7:2,6=0. Sind w, und w, inkommensurabel (z. B. ist ihr Verhältnis Y2). so 
ist der resultierende Vorgang nicht mehr periodisch. 

Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn sich die Frequenzen der zwei harmoni- 
schen Schwingungen nur wenig voneinander unterscheiden und die Amplituden 


26 I. A. Kinematik eines Massenpunktes 


übereinstimmen (a, = a, = a). In diesem Fall schreiben wir Gl. (26) in der 
Form 
x = a[cosw,t + cos(wst + Ö)] 


- 200 AZ Az). 


Sind @, und w, annähernd gleich, d. h.. gilt | o, — |< w, + wo, dann ändert 
sich der erste cos-Faktor auf der rechten Seite relativ zu dem zweiten nur sehr 
langsam. Wir können daher (den ersten cos-Faktor in die Amplitude ein- 
schließend) den Vorgang 
als eine Schwingung an- 
sehen, deren Kereisfre- 


w + @ 
2 


quenz ist und 


deren Amplitude perio- 
disch zwischen den abso- 
luten Beträgen 2a und 0 
Abb. 17 schwankt (Abb. 17). Die- 

ser Vorgang heißt eine 

(reine) Schwebung. Unter 

der Schwebungsdauer T, versteht man die Zeit, die zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Amplitudenmaxima vergeht (s. Abb. 17). Diese Zeit ist offenbar die 
Hälfte der vollen Periodendauer des ersten cos-Faktors auf der rechten Seite 
von (28), d.h. 7, = a Daher ist die Kreisfrequenz der Schwebung 

— 0 

2n/T,= w — ®. Mit anderen Worten: die Schwebungsfrequenz ist die Diffe- 
renz der Frequenzen der zwei Schwingungen, v, = v; — V,. Sind die Amplituden 
der zwei Einzelschwingungen nicht gleich, dann ist diese (‚unreine‘“‘) Schwe- 


bung weniger ausgeprägt: ihre Amplitude sinkt nicht auf Null ab. Die Schwe- 
bungen sind in der Akustik am bekanntesten: Wenn z.B. zwei Stimmgabeln mit 
den Schwingungszahlen 440 und 446 Hz gleichzeitig angeschlagen werden, so 
hört man in jeder Sekunde sechsmal das Anschwellen und das Abnehmen des 
Tones, d.h. sechs Schwebungen. 
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Die Arbeitsweise von ‚„Super‘“-Rundfunkgeräten beruht ebenfalls zum Teil 
auf Schwebungen. 


Allgemeiner als die Schwebungen sind die harmonisch modulierten Schwingungen, deren 
Amplitude sich gleichfalls sinusförmig ändert, doch nicht auf Null absinkt. Abb.18 zeigt 
eine solche („amplitudenmodulierte‘) Schwingung, die durch Modulation der Schwingung 
a cosw,t mit einer Schwingung 5 coswt (b < a, w & w,) entsteht und deren Amplitude 
daher zwischen a — bunda + bschwankt. Die mathematische Darstellung dieser Schwin- 
gung — abgesehen von den Phasenkonstanten - lautet offenbar 


x = (a + bcoswt) coswt bzsa,w<w,)- (29) 


Dies kann auf Grund der Beziehung 2 cosa cosß = cos(a + ß) + cos(a — ß) auch in der 
folgenden Form geschrieben werden: 


b b 
2 =acoswt-t 2 ol + ot 5 cos (wm, — w)t. (30) 


Wir können also die harmonisch modulierte Schwingung auch als Superposition harmoni- 
scher Schwingungen mit den Kreisfrequenzen w,, &, + w und w, — w auffassen. 

Bei den modulierten Schwingungen der Rundfunksender bedeutet w,/2 = », die Fre- 
quenz der elektrischen Schwingung (die sogenannte Trägerfrequenz, z.B 10° Hz bei einer 
Wellenlänge von 300 m), w/2 a = v die Frequenz der Schallschwingung (Modulierfrequenz, 
obere Grenze etwa 10° Hz); die beiden Frequenzgebiete zwischen », und », + v werden 
Seitenbänder, das Verhältnis b/a Modulationsgrad genännt. Die obige Schwingungszerlegung 
(30) hat u.a. zur Folge, daß die Trägerfrequenzen zweier Sender einen Frequenz- 
abstand von 2» — 20000 Hz haben müssen, damit sie einander auch beim Empfang der 
höchsten Töne nicht stören. 


5. Zusammensetzung zweier aufeinander senkrechter harmonischer Schwin- 
gungen gleicher Frequenz. Die zwei Schwingungen beschreibenden Gleichungen 


z=acoswt, y=bcos(wi + 6) (31) 


sind die Gleichungen einer Kurve in der X Y-Ebene in Parameterdarstellung. 
Zur leichteren Diskussion bringen wir die Gleichung der Kurve in die Ge 
stalt f(x, y) = 0; zu diesem Zweck eliminieren wir t: 


Y j ; % 2°. | 
— = c08wt cos6 — sinwtsinö = -—- cosö — Y1l — — sinö (32) 
b a a” 


2 2 
(4 u & cos) — ( — =) sin?d. 


Umgeformt lautet dies: 


oder 


2 yo 2uy 
ı I» ab 


cosö = sin?ö. (33) 


Dies ist die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung, und zwar einer Ellipse, da 
die Koordinaten x, y [wie aus der Parameterform (31) sofort ersichtlich ist] nur 
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endliche Werte, höchstens a und b, annehmen können. Es gilt also: Die Resul- 
tante zweier aufeinander senkrechter harmonischer Schwingungen gleicher Fre- 
guenz ist eine elliptische (oder „elliptisch polarisierte‘) Schwingung. Die Ellipse 
liegt in dem Rechteck mit den Seitenlängen 
2a und 2b, ihr Zentrum liegt im Anfangs- 
punkt O (Abb. 19), ihre Hauptachse und ihre 
Lage können mit den Methoden der analyti- 
schen Geometrie aus den Amplituden a, bund 
aus der Phasendifferenz ö der zwei Teilschwin- 
gungen bestimmt werden. 

Wir betrachten einige Sonderfälle. 

a) Ist ö = 0 oder z, so nimmt Gl. (33) die 
Form 


Abb. 19 x y\2 
4r5) =0 (84) 


an, d. h., die Ellipse geht 


für ö = O in die Gerade y = on, 
(85) 


für ö = rin die Gerade y = == 


über; wir haben eine lineare („linear polarisierte‘‘) Schwingung mit der Am- 
plitude Ya? + b2. 
b) Wenn ö = = oder = ist, dann ist nach (33) 


22 Yy° 


d. h., die Hauptachsen der Ellipse sind die Koordinatenachsen, und die halben 
Hauptachsenlängen sind die Amplituden a, b der beiden Einzelschwingungen. 

c) Wenn ö = 5 oder En und daneben a = b, dann ist die Bahn der Kreis 
z?+y° = a, d.h., wir haben eine zirkulare („zirkular polarisierte‘‘) Schwingung. 
In diesem Fall lauten die Gleichungen (31) 


x=0c08w0tl, y=7T asinwot, (37) 


und diese besagen, daß der die Schwingung repräsentierende Punkt (x, y) die 
Kreisbewegung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit & ausführt. 

Die dem Vorzeichen 7 entsprechenden zwei zirkularen Schwingungen 
unterscheiden sich in der Umlaufsrichtung. Im Falle des negativen Vorzeichens 


RE | " 2 2 
also für ö = > nimmt x, wenn t von O an wächst, von aab, ynimmt vonOin 


negativer Richtung zu: die Umlaufsrichtung ist dieselbe wie die eines Uhrzeigers. 
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3 
lm Gegensatz zu dieser rechtszirkularen Schwingung bedeutet ö = u. eine 


linkszirkulare. Ähnlich unterscheidet man rechts- und linkselliptische Schwin- 
gungen. 

Die Zusammensetzung der Schwingungen in Abhängigkeit von der Phasen- 
differenz ö läßt sich auf Grund der Abb. 20 (wo b > a gewählt ist) überblicken. 


A BOY\A99 / 


Abb. 20 


Die obigen Fälle können durch die komplexe Form der Schwingungen sehr einfach 
charakterisiert werden. Je nachdem das „Verhältnis“ der Schwingungen y = bei(et +) 


b 
und x = aei®t, d.h. die Größe n eiö, reell (6 = 0, x), komplex oder + i ist, wird die resul- 
tierende Schwingung linear, elliptisch oder zirkular polarisiert. 


Schließlich bemerken wir noch, daß die Resultante zweier zirkularer Schwin- 
gungen von gleicher Frequenz und: gleicher Amplitude a, jedoch entgegengesetzter 
Umlaufsrichtung, eine lineare Schwingung mit derselben Frequenz und. der Am- 
plitude 2a ist. Dies ist am einfachsten durch Auftragen der 
beiden umlaufenden Zeiger der Länge a einzusehen 
(Abb. 21). Wenn diese für t= 0 miteinander den Win- J5, 
kel ö bilden - d. h., wenn die Phasendifferenz zwischen den 
zirkularen Schwingungen Ö beträgt -, dann liegt die Re- N, 
sultante in jedem Augenblick auf der Winkelhalbierenden, \5/ 


und ihr maximaler Wert ist 2a. 
Die obigen Ergebnisse sind u.a. bei polarisiertem Licht 


wichtig. 
6. Zusammensetzung zweier aufeinander senkrechlter har- 
monischer Schwingungen von verschiedenen Frequenzen. Bei Abb. 21 
Schwingungen mit wenig verschiedenen Frequenzen, 
z=accswt. Yy=bcos(wi +6) =bceos(wt tet +6), (38) 


ist e= w, — @, sehr klein gegen w,. Wir können daher diese als solche Schwin- 
gungen gleicher Frequenzen ansehen, deren Phasendifferenz et + ö sich mit 
der Zeit langsam ändert. So beschreibt nach dem Vorigen der die resultierende 
Schwingung repräsentierende Punkt näherungsweise Ellipsen von zeitlich ver- 
änderlicher Lage (Abb. 22). 

Die Bewegung ist nur dann periodisch und die Bahnkurve nur dann eine ge- 
schlossene, wenn das Frequenzverhältnis w,/w, rational ist. In diesem Fall ist 
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2 i i 
die Periode T = ‚ wobei den größten gemeinsamen Teiler von w, und o, 
00 


bedeutet. Der Beweis ist der gleiche wie in Absatz 4. Sind da gegen w, und @, 
inkommensurabel, dann kehrt der Punkt, strenggenommen, nie in seine An- 
fangslage zurück. Es kann jedoch bewiesen werden, daß er im Laufe seiner 
Bewegung jedem Punkte des Rechtecks mit den Seitenlängen 2a, 2b beliebig 
nahe kommt. (‚Bedingt periodische Bewegung“, s. auch $ 43, 2.) 


EEE | 


Abh. 22 Abb. 23 


Ein einfaches Beispiel für den Fall sehr verschiedener Frequenzen mit rationa- 
lem Verhältnis lautet 


x=0acoswt, y=bcos?2 wi. (39) 
Es gilt 
y = b(cos?wi — sin?wt) = b(2 cos®wt — ]) (40) 
oder 
222 
we ( = 1). (41) 


Dies ist die Gleichung einer Parabel. Da die größten Werte von x und y eben a 
und 5 sind, muß sich der Punkt immer auf dem gezeichneten Teil der Parabel 
(Abb. 23) bewegen, die Bewegung ist periodisch. 

Die bei der Zusammensetzung zweier aufeinander senkrechter harmonischer 
Schwingungen von verschiedenen Frequenzen erhaltenen Kurven werden 
LissaJous- Figuren genannt. Sie lassen sich außer der in Abb. 14 gezeigten Form 
auch auf viele andere Weisen demonstrieren. 


7. Zerlegung von Schwingungen in die Summe harmonischer Schwingungen; der Satz von 
FOURIER. Die Zusammensetzung harmonischer Schwingungen (gleicher Richtung), deren 
Kreisfrequenzen ganze Vielfache einer Kreisfrequenz w sind, ergibt nach Absatz 4 immer 
einen periodischen Vorgang, d.h. eine Schwingung (jedoch keine harmonische Schwin- 
gung). Oft ist das umgekehrte Problem von Bedeutung: Ist eine gegebene (beliebige) 
Schwingung ineine Summe harmonischer Schwingungen zerlegbar, d.h.,kanneine gegebene 
periodische Funktion als Summe von sin- oder cos-Funktionen dargestellt werden? Dieses 
mathematische Problem wird durch den (hier nur ohne Beweis erwähnten) FOURIER- 
schen Satz beantwortet. 

Es sei die gegebene Funktion f(t) von der Periode 7, also f(t + T) = fit). Wenn f{t) 
bestimmte Bedingungen befriedigt (die bei den inden Anwendungen vorkommenden Funk- 


$ 6. Die Newronschen Axiome. Kraft und Masse al 


tionen fast in jedem Falle erfüllt sind), dann kann f(t) auf eine und nur eine Weise durch 

eine Summe von sin- und cos-Funktionen dargestellt werden, und zwar ist mit der Ab- 
, 27 

kürzung w= 7 


I) = > +a,c0swt + a,cos2wi +. +b,sinwti + b,sin2wi-+ (42) 
Oucı 


I) = eo + I (a, cosnwt + b,sinnwt), (43) 
n=1 


wobei die Koeffizienten a,, b,, durch die folgenden Integrale bestimmt werden: 


2 f 2 
0, = Fr] it) cosnwtidt, bu = T [ro sinnwidt (n — 0, 1, Das) (44) 
" ö 


Man nennt die Darstellung (43) die FOURIER- Reihe (FOURTER-Entwicklung, auch har- 
monische Analyse) von f{(t), die Schwingung a,coswt + b,sinwt ist die Grundschwingung, 
die Schwingungen mit den Kreisfrequenzen 2w, 3w usw. sind die („zur Grundschwingung 
harmonischen“) Oberschwingungen. In vielen praktischen Fällen nähern die ersten Glieder 
der Reihe die Funktion {(t) bereits gut an. Auf einige wichtige Anwendungen der FOURIER- 
Reihen kommen wir später zurück (vgl. insbesondere $ 75). 


B. Die allgemeinen Sätze der Dynamik des Massenpunktes 


8 6. Die Newronschen Axiome. Kraft und Masse 


Die Grundgesetze bzw. Grundvoraussetzungen, auf welchen die weiteren Sätze 
der Mechanik aufgebaut werden, sind im wesentlichen in den NEewroxschen 
Axiomen enthalten. Im Zusammenhang mit diesen kommen in unserer Dar- 
stellung auch die grundlegenden Begriffe der Kraft und der Masse zum ersten- 
mal vor. Die Axiome sind — entsprechend dem Sinne des Wortes — keine 
mathematisch beweisbaren Sätze; sie sind dann als richtig anzusehen, wenn 
alle ihre Folgerungen durch die Erfahrung bestätigt werden. Bei ihrer Auf- 
stellung werden wir uns auf einfache Erfahrungstatsachen stützen. 


1. Das erste Axtiom: Das Trägheitsgesetz. Wir haben in der Kinematik ge- 
sehen, daß die am einfachsten zu beschreibende Bewegung eines materiellen 
Punktes seine gleichförmig geradlinige Bewegung ist. Es ist eine naheliegende 
Frage, unter welchen Umständen eine solche Bewegung existiert. Wie die Er- 
fahrung zeigt, bewegt sich z. B. eine mit einer bestimmten Geschwindigkeit ab- 
gestoßene Kugel auf einer horizontalen Unterlage um so weiter und ihre Bewe- 
gung ähnelt der gleichförmig geradlinigen Bewegung um so mehr, je glatter die 
Unterlage ist. Daraus ist zu folgern, daß die Geschwindigkeitsabnahme der 
Kugel die Folge von äußeren Einflüssen, d.h. von Wechselwirkungen mit 
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anderen Körpern ist. Würde es gelingen, diese zu beseitigen - so wie der Ein- 
fluß der Erde durch die horizontale Unterlage beseitigt wurde -, so würde die 
Kugel ihre Geschwindigkeit unverändert beibehalten. Diese Erkenntnis (GALI- 
LEI, DESCARTES, um 1640) wurde von NEwWToN in einer allgemeinen Formu- 
lierung als erstes Axiom an die Spitze seines mechanischen Systems gestellt!): 
„Jeder Körper beharrtin seinem Zustand der Ruhe oder der gleichförmigen ge- 
radlinigen Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kräfte gezwungen wird, 
jenen Zustand zu ändern.“ (Das hier gebrauchte Wort ‚Kraft‘ vertritt den 
„äußeren Einfluß“, d. h. die Wirkung anderer Körper; die genauere Erklärung 
ihrer Bedeutung kann auf später verschoben werden.) Die Eigenschaft der Kör- 
per, ihre Geschwindigkeit bzw. ihren Ruhezustand unverändert beizubehalten, 
sofern sie nicht unter der Einwirkung anderer Körper stehen, wird Beharrungs- 
vermögen oder Trägheit, das Axiom auch Trägheitsgesetz genannt. Die gleich- 
förmig geradlinige Bewegung ist daher auch vom dynamischen Standpunkt aus 
die einfachste: sie ist gewissermaßen der natürliche Bewegungszustand des Kör- 
pers, zu dessen Aufrechterhaltung keine äußere Einwirkung nötig ist. 


Das Axiom ist nicht etwas Selbstverständliches, sondern stellt eine Extra- 
polation vieler Erfahrungen für einen idealen Grenzfall dar. Es kann nicht Ge- 
genstand einer unmittelbaren experimentellen Überprüfung sein, da ein Körper 
nicht vollständig jeder Einwirkung anderer Körper entzogen werden kann. 


Das Axiom hat aber nur dann einen bestimmten Sinn, wenn das Bezugs- 
system, in dem die Bewegung beschrieben wird, angegeben ist (s. $2). Ruht 
nämlich der Körper in einem in der Erde fest verankerten Bezugssystem, so hat 
er eine Beschleunigung z. B. in dem im Fixsternhimmel befestigten System: 
wenn das Axiom in dem einen System gültig ist, so gilt es in dem anderen 
nicht. NEwWToN sprach das Axiom bezüglich des ‚im absoluten Raum“ ruhen- 
den Systems aus; ein solches System kann jedoch nicht durch Experimente 
festgelegt werden. Demgemäß kann vom theoretischen Standpunkt aus als 
einzig positiver Inhalt des Axioms nur das Postulat betrachtet werden, daß 
überhaupt ein Bezugssystem, in dem das Trägheitsgesetz gültig ist, existiert. 
Ein solches System wird Inertialsystem oder Fundamentalsystem genannt. 


Die Frage, welches Bezugssystem ein Inertialsystem sei, kann nur auf Grund 
von Beobachtungen beantwortet werden. Wir geraten mit keiner bisher be- 
kannten Erfahrung in Widerspruch, wenn wir als Inertialsystem das im Fixstern- 
himmel befestigte System wählen, d. h. ein solches Koordinatensystem, dessen 
Anfangspunkt im „Massenmittelpunkt‘‘ des Sonnensystems (angenähert im 
Mittelpunkt der Sonne) liegt und dessen Achsen nach bestimmten Fixsternen 
weisen. (Wie wir es später sehen werden, ist jedes System, das sich relativ zum 
Inertialsystem gleichförmig geradlinig bewegt, ebenfalls ein Inertialsystem. Vom 
praktischen Standpunkt aus kann auch ein in der Erde verankertes System in 
vielen Fällen als Inertialsystem gelten, besonders bei der Beschreibung von Be- 
wegungen kurzer Zeitdauer.) 


1) Inseinem berühmten Werk „Philosophiae Naturalis Prineipia Mathematica“ (London, 
1687). 
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Der Sinn des ersten Axioms kann also folgendermaßen zusammengefaßt 
werden: 

Es existiert ein solches Bezugssystem, in dem sich ein völlig sich selbst über- 
lassener (‚‚kräftefreier‘‘) Körper im Zustand der Ruhe oder der gleichförmig 
geradlinigen Bewegung befindet. Ein solches System wird Inertialsystem genannt, 
und die weiteren Gesetze der Mechanik werden auf dieses bezogen. Nach unseren 
bisherigen Erfahrungen kann ein im Fixsternhimmel befestigtes System als Inertial- 
system angesehen werden. 


3. Das zweite Axiom: Die Grundgleichung der Dynamik. Kraft und Masse. 
a) Nach dem ersten Axiom muß eine im Inertialsystem auftretende Beschleuni- 
gung eines Körpers (Massenpunktes) der Einwirkung anderer Körper zu- 
geschrieben werden. In dem speziellen Fall, wo wir die Beschleunigung durch 
unsere Muskeln hervorbringen - z. B. eine Kugel auf einer horizontalen Ebene 
abstoßen oder die Geschwindigkeit der sich in gleichförmig geradliniger Be- 
wegung befindlichen Kugel mit der Hand verändern -, fühlen wir eine gewisse 
Muskelanstrengung, und zwar eine um so größere, je größere Beschleunigung 
wir dem Körper erteilen. Auf Grund dieser Sinnesempfindung sehen wir die un- 
mittelbare Ursache der Beschleunigung in der „Kraft‘‘ die wir auf die Kugel 
ausgeübt haben. 

Wir können diesen primitiven, auf unserer Muskelempfindung beruhenden 
Kraftbegriff verallgemeinern bzw. ihn auch auf den allgemeinen Fall über- 
tragen, in dem die Beschleunigung nicht durch unsere Muskeln, sondern durch 
irgendwelche anderen Körper hervorgebracht wird. Die erwähnte Verallgemeine- 
rung besteht in folgendem. Wenn ein Körper (Massenpunkt) in dem Inertial- 
system eine Beschleunigung besitzt, so wird das immer dem Umstand zu- 
geschrieben, daß auf diesen Körper andere Körper eine Kraft ausüben oder 
— kürzer gesagt — daß am Körper eine Kraft angreift. Von der Größe der Kraft 
können wir prinzipiell eine anschauliche Vorstellung gewinnen, indem wir die 
beobachtete Beschleunigung des Körpers durch unsere Muskeln hervorrufen. 
In diesem Sinne kann die unmittelbare Ursache der Beschleunigung eines Kör- 
pers Kraft genannt werden, man muß jedoch beachten, daß die Aussage ‚‚die 
Kraft ist die Ursache der Beschleunigung“ nur eine formale ist (außerdem ist 
sie als Definition zu weit). Die wahren Ursachen der Beschleunigung eines Kör- 
pers sind in den geometrischen und physikalischen Eigenschaften der ihn um- 
gebenden Körperwelt zu sehen, deren Ergründung - d.h. die des Ursprunges 
und der Natur der verschiedenen Kräfte — die Aufgabe weiterer Forschungen 
ist. Diese letztere Aufgabe wird aber den anderen Teilgebieten der Physik 
(Gravitation, Elektrizitätslehre, Atomphysik usw.) überlassen, in der Mechanik 
werden die Kräfte im allgemeinen als gegeben betrachtet, es wird nicht ihr 
Ursprung, sondern ihre Wirkung erforscht. 

Durch die Einführung des Begriffes Kraft werden demnach die sehr viel- 
fältigen wahren Ursachen von Beschleunigungen (z. B. die Anwesenheit von 
elastischen, elektrisch geladenen, stromführenden oder magnetischen Körpern 
in der Umgebung des betrachteten Körpers) unter einem einheitlichen Begriff 
zusammengefaßt. Erst dieser große Gedanke ermöglicht es, die Bewegungs- 
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vorgänge von eigentlich sehr verschiedener Herkunft einheitlich behandeln, 
d.h. eine einheitliche Dynamik aufbauen zu können, die aus den jetzt an- 
geführten Gründen (innerhalb der in $ 1 erwähnten Gültigkeitsgrenzen) in allen 
Gebieten der Physik anwendbar ist. 

Die Kräfte - wie auch andere physikalische Größen — müssen meßbare, durch 
Zahlen charakterisierbare Größen sein, die gerade durch die für sie festgesetzten 
Meßverfahren definiert sind; die reinen Wortdefinitionen sind vom physika- 
lischen Standpunkt aus inhaltsleer. Von einer Kraft können wir nun —- zumin- 
dest vorläufig — nur durch die von ihr erzeugte Beschleunigung Kenntnis neh- 
men, der quantitative Zusammenhang zwischen Kraft und Beschleunigung 
kann jedoch nicht festgestellt werden (selbst in dem Fall nicht, daß die Be- 
schleunigung durch unsere Muskelkraft hervorgerufen wird). Deshalb bedienen 
wir uns —- um ein Maß für die Kraft zu finden - einer Definition: Wir setzen die 
Kraft dem Betrage nach der durch sie bewirkten Beschleunigung proportional und 
schreiben ihr die Richtung der Beschleunigung zu. Dies ist im wesentlichen das 
zweite Axiom. | 

Es wäre am einfachsten, die Kraft der Beschleunigung nicht nur proportional, 
sondern gleich zu setzen. Dies würde bedeuten, daß dieselbe Kraft jedem Kör- 
per die gleiche Beschleunigung erteilt. Das ist aber auch schon auf Grund unserer 
Muskelempfindung nicht der Fall: Zum Hervorbringen einer bestimmten Be- 
schleunigung bedürfen wir z.B. bei einer Eisenkugel einer größeren Kraft als 
bei einer etwa ebenso großen Holzkugel; die Eisenkugel ist „träger“, wie dies 
im Sinne des ersten Axioms ausgedrückt werden kann. Dementsprechend muß 
in der Beziehung zwischen Kraft und Beschleunigung eine positive, für den 
Körper charakteristische Größe als Proportionalitätsfaktor mitwirken, die die 
Masse des Körpers — genauer seine „träge Masse‘ — genannt wird. Wenn die 
Masse mit m, die Kraft mit % bezeichnet wird, so lautet das zweite Axiom 


$- ma, M 


die auf den Körper (Massenpunkt) wirkende Kraft ist dem Produkt der Masse 
und der Beschleunigung des Körpers gleich. In dieser Form wird das Axiom auch 
Newronsches Beschleunigungsgesetz genannt. 

b) NEwTon selbst sprach das zweite Axiom in einer anderen Form aus: „Die 
Änderung der Bewegung ist der einwirkenden bewegenden Kraft proportional 
und geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, in der jene Kraft 
wirkt.“ Wie aus den Definitionen NEwTons ersichtlich ist,. wird hier unter 
„Bewegung“ die Bewegungsgröße oder (mit ihrem neueren Namen) der Impuls 
&— mb, d. h. das Produkt aus der Masse und der Geschwindigkeit des Körpers 
verstanden, während die „Änderung“ die Änderung in der Zeiteinheit, d. h. die 
Ableitung nach der Zeit bedeutet. In der ursprünglichen Formulierung lautet 
also das zweite Axiom 


=-% oder =, (2) 


das man in dieser Form auch /mpulssatz nennt. (Beim Aufstellen der Gl. (2) 
konnte der Proportionalitätsfaktor gleich 1 genommen werden, da die Ein- 
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heiten der Masse und der Kraft noch nicht festgelegt wurden.) Diese 
Form (2) ist mit der vorigen Gl. (1) identisch, wenn die Masse m des Körpers 
während der Bewegung konstant ist (Gl. (2) geht dann in % = mdp/dt = ma 
über). Die Konstanz der Masse bildet eine stillschweigende Grundannahme der 
klassischen Mechanik. Bei sehr großen, mit der Lichtgeschwindigkeit vergleich- 
baren Geschwindigkeiten erwies sich jedoch die Masse nicht als konstant, wie es 
auch nach der Relativitätstheorie nicht der Fall ist. (In der Relativitätsmechanik 
ist in Gl. (2) 


My 


en a 
® 
Yı-5 


zu setzen, wobei m, die Ruhmasse — d.h. die Masse des Körpers für die Ge- 
schwindigkeit v = 0 - und c die Lichtgeschwindigkeit in Vakuum bedeuten.) 
Auch in der klassischen Mechanik gibt es Probleme, bei denen m eine nicht 
konstante Größe bedeuten kann, wie z. B. bei der Bewegung einer Rakete. In 
diesen Fällen — bei veränderlichen Massen - hat sich an Stelle von GI. (1) die 
ursprüngliche NewTonsche Fassung (2) bewährt. 

Nach Gl. (2) ist die Änderung des Impulses in einer Zeitspanne t, — t, gleich 


dem Zeitintegral der Kraft: 


& — 6, = | Bat. (3) 
ı 
Diese Bedeutung des Impulses ist besonders bei Kraftwirkungen von kurzer 
Zeitdauer wichtig, s. $ 44,1. 
c) Die dynamische Kraft- und Massenmessung. Wir wollen zwei verschiedenen 
Körpern mit derselben Kraft % je eine Beschleunigung erteilen. Wir nehmen 
.2. B. die oben erwähnten Kugeln und setzen von ihnen erst eine, dann die andere 
anstatt mit unserer Hand mit einer Feder in Bewegung, die in beiden Fällen in 
genau demselben Grad gedehnt ist. Es ist zwar eine neue Annahme, daß die 
Kraft in beiden Fällen von gleicher Größe ist, dies ist jedoch kaum abzuweisen. 
Dann ist = z 
MC = Med, oder mr — = 
d. h., das Verhältnis der Massen der zwei Körper läßt sich aus der Messung der 
Beschleunigungen bestimmen. (Bei Anwendung einer anderen Kraft X’ werden 
zwar die Beschleunigungen andere Werte haben, das Experiment ergibt jedoch, 
daß ihr Verhältnis und damit das Verhältnis der Massen dasselbe ist wie im 
vorigen Fall. Dies bedeutet, daß m,/m, von der Kraft unabhängig, d. h. nur für 
diese zwei Körper charakteristisch ist. Wir können mit der Feder auch die 
Additivität der Massen beweisen: Wenn wir die Körper mit der Masse m, und m, 
zusammen beschleunigen, so müssen wir — wie die Messung zeigt - dem so ver- 
einigten Körper den Faktor m, + m, zuordnen.) Wenn wir also die Masse m, 
eines vereinbarten Körpers als Einheit wählen, so kann die Masse jedes Körpers 
eindeutig bestimmt werden. Die Masseneinheit in der Physik ist die Masse des Pa- 
riser Urkilogramms, das Kilogramm (kg), bzw. dessen Tausendstel: dasGramm (g). 
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Mit der Masseneinheit wurde wegen Gl.(1) auch die Krafteinheit festgelegt: 
Im Zentimeter-Gramm-Sekunde-Maßsystem, kurz im (GS-System, ist die Kraft- 
einheit 1 g cm s”"? und wird dyn genannt; 1 dyn ist die Kraft, die einem Körper 
der Masse 1 geine Beschleunigung von 1 cm s”2 erteilt. In dem sich immer mehr 
verbreitenden MKS-System oder GıoRGIschen System, dem als Einheiten das 
Meter, das Kilogramm und die Sekunde zugrunde liegen, ist die K-afteinheit 
1kgms”? = 10° dyn, ihr Name 1 Newton. 

Wenn wir der bekannten Masse m mit einer in verschiedenem Grad gedehnten 
oder zusammengedrückten Feder meßbare Beschleunigungen a erteilen, dann 
können wir wegen F = ma die entsprechenden Kräfte bestimmen und in dieser 
Weise einen z.B. in dyn geeichten Kraftmesser, ein Federdynamometer (Feder- 
waage), anfertigen. 

d) Das Gewicht. Die statische Kraft- und Massenmessung. Die Erde zieht jeden 
Körper mit einer gewissen Kraft an, die Schwerkraft oder Gewicht - Gewicht des 
Körpers — genannt wird; oft wird unter Gewicht nur die Größe dieser Kraft 
verstanden. Es ist anzunehmen, daß die Schwerkraft in gleicher Weise auf den 
Körper wirkt, ob sich der Körper in Ruhe befindet (z.B. auf einer horizontalen 
Ebene), oder ob er - eben unter der Wirkung dieser Kraft - frei fällt. (Diese An- 
nahme beruht auf dem 4. Axiom, s. im folgenden.) Den schon erwähnten Erfah- 
rungen gemäß ist nun die Fallbeschleunigung für jeden Körper an demselben Ort 
der Erde die gleiche (an verschiedenen Orten ist g etwas verschieden: am Äqua- 
tor beträgt sie 978, an den Polen 983,2 cm s”?, s. $ 24,1). Somit ist nach dem 
zweiten Axiom das Gewicht des Körpers von der Masse m 


Q= mg. (4) 


Demgemäß ändert sich das Gewicht des Körpers - im Gegensatz zu der Masse - 
mit dem Ort (das Gewicht eines Körpers der Masse 1 g beträgt am Äquator 978, 
an den Polen 383,2 dyn), ist jedoch an dem gleichen Ort der Masse propor- 
tional. Das Gewicht des Normalkilogramms an dem Ort, wo g = 981 cm s”? ist, 
wählt man als praktische Krafteinheit; diese ist 1 Kilopond = 9,81 - 10° dyn 
= 9,81 Newton. 

Die praktische Kraftmessung beruht auf dem Gewicht. Die unbekannte Kraft 
der Größe F wird mit einem bekannten Gewicht Q in wohlbekannter Weise 
kompensiert, z.B. mit Hilfe eines über eine feste Rolle geführten Fadens. Die 
Kraft kann auch durch die Dehnung einer Feder, d.h. mit einer Federwaage 
gemessen werden, wenn'ihre Skala mit bekannten Gewichten geeicht wird. Diese 
Art der Kraftmessung wird durch die von dem zweiten Axiom unabhängige Er- 
fahrung ermöglicht, daß der Massenpunkt unter der Wirkung zweier gleichgro- 
Ber, aber in entgegengesetzten Richtungen wirkender Kräfte im Ruhezustand, 
im Gleichgewicht steht (siehe das vierte Axiom). Daher wird diese Methode stati- 
sche Kraftmessung genannt, sie ist in gewöhnlichen Fällen viel bequemer und 
genauer als die dynamische. Dem Obigen entsprechend ist es üblich, außer von 
der die Körper beschleunigenden dynamischen Wirkung der Kraft auch von ihrer 
in der Deformation der Körper sich äußernden statischen Wirkung zu sprechen. 

Wenn wir mit einer statischen Kraftmessung - im wesentlichen also mit einer 
beliebigen Waage - feststellen, daß die Gewichte zweier Körper an derselben 
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Stelle gleich groß sind: m,9 = m,g, so sind auch die Massen der beiden Körper 
gleich. Es soll jedoch beachtet werden, daß bei dieser Massenbestimmung mit 
der Waage die Trägheit der Körper keine Rolle spielt — da sich die Körper bei 
dieser Messung im Ruhezustand befinden -, sondern die „Schwere“. Demnach 
kann im Gegensatz zu der durch die dynamische Massenmessung (F = ma) de- 
finierten und bereits erwähnten ‚irägen Masse“ (m,) die durch Messung auf der 
Waage bzw. durch die Gewichtsmessung (m}g = m,g oder Q = mg) definierte 
Masse ‚schwere Masse‘ (m,) genannt werden. 

Der Umstand, daß die beiden verschiedenen Arten der Massenbestimmung 
dasselbe Resultat ergeben (d. h. wenn m, = m,,, dann ist m, = m,, und somit 
m, /m;, = m,,[m,,) oder, mit anderen Worten, daß die träge Masse proportional 
bzw. in dem schon erwählten Maßsystem gleich der schweren Masse ist, ist durch- 
aus nicht selbstverständlich, sondern beruht auf der Erfahrungstatsache, daß 
die Fallbeschleunigung g für jeden Körper die gleiche ist. Lassen wir nämlich 
einen Körper mit dem Gewicht Q = m,g fallen, so wird er unter der Wirkung 
der Kraft Q eine solche Beschleunigung a erhalten, daß Q = m,a; daher ist 
m,g9 = m,a, und da nach Erfahrung stets a = g, so ist m, = m,. Die Gleichheit 
von m, und m, wird nach dem Obigen durch die experimentellen Bestimmungen 
von g unterstützt. Diese aus Fallversuchen oder aus Pendelschwingungen er- 
haltenen Resultate sind jedoch nur von relativ kleiner Genauigkeit. Die über- 
zeugendste experimentelle Bestätigung der Gleichheit bzw. der Identität der 
schweren und der trägen Masse — die auch für die allgemeine Relativitätstheorie 
besonders wichtig ist — ist das Verdienst von Eötvös (1894). Der Grundgedanke 
seiner Methode sei hier erwähnt, obgleich er erst auf später zu besprechenden 
Begriffen beruht. Das Gewicht eines Körpers ist die Resultante der dem m, pro- 
portionalen Newronschen Gravitationskraft und der dem m, proportionalen 
Zentrifugalkraft, s. $24,1. Wenn daher die Quotienten my, /my, und m,,/m,, 
für zwei Körper - die sich an den beiden Stangenenden einer Drehwaage be- 
finden - nicht gleich wären, so wären auch die Richtungen der auf die beiden 
Körper wirkenden resultierenden Kräfte verschieden, was mit der außer- 
ordentlich empfindlichen Drehwaage von Eötvös — nach geeigneter Ver- 
tauschung der Lage der beiden Körper — nachgewiesen werden könnte. 

e) Zusammenfassend kann von dem zweiten Axiom festgestellt werden, daß 
dieses Axiom in unserer Darstellung die auf Meßverfahren beruhende Definition 
des Kraft- und Massenbegriffes ermöglichte: Mit Hilfe der geschilderten dynami- 
schen Messungen kann die Kraft- und Massenmessung auf Beschleunigungs-, 
d. h. auf Längen- und Zeitmessungen, zurückgeführt werden. Im weiteren hat 
aber das Axiom eine andere, und zwar eine doppelte Bedeutung, mit seiner Hilfe 
können zwei. Arten von Aufgaben gelöst werden. Man kann einerseits von den 
beobachteten Bewegungen eines Massenpunktes, also bei bekanntem r = r({f), 
durch einen Differentiationsprozeß auf die am Punkt angreifende Kraft % 
(= mi) schließen. Dadurch kann man häufig — gegebenenfalls unter Zuhilfe- 
nahme von statischen Massen- und Kraftmessungen — den mathematischen Aus- 
druck von %, das sogenannte Kraftgesetz, für verschiedene Klassen von Bewe- 
gungen finden. [Auf diesem Wege ergab sich z. B. für die Klasse der Fall- und 
Wurfbewegungen das Kraftgesetz % = mg, wobei g der Vektor der Fall- 
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beschleunigung ist. Ebenfalls auf diesem Wege, nämlich von den empirischen 
Kerrerschen Gesetzen, konnte NewToN für die Klasse der Planetenbewegun- 
Mm 
y2 
wobei die Gravitationskonstante y aus den CAvEnpisuschen Messungen mit 
der Drehwaage - also aus statischen Kraftmessungen - gewonnen wurde.] Diese 
Aufgabe, d. h. das Aufsuchen des Kraftgesetzes, fällt mehr der experimentellen 
Mechanik zu. In der theoretischen und in der technischen Mechanik befaßt man 
sich im allgemeinen mit der umgekehrten, bei dem heutigen Stand der Mechanik 
viel häufigeren und wichtigeren Aufgabe, d.h., man sucht bei gegebenen Kraft- 
gesetzen (Kräften) die entsprechenden Bewegungen zu finden. Im Besitz der 
verschiedenen Kraftgesetze wird das ursprünglich als Definition dienende zweite 
Axiom die Grundgleichung der Dynamik: Wenn die auf den Punkt mit der ge- 
gebenen Masse m wirkende Kraft % bekannt ist, so bestimmt die Gleichung 


gen auf das Kraftgesetz % = —y — (Gravitationsgesetz, s. $9,5) schließen, 


ma=% ode mi=-% 


die Beschleunigung des Massenpunktes, womit die Bestimmung der Bewegung auf 
ein mathematisches Problem zurückgeführt ist (s. $4 und 7). 


3. Das dritte Axiom: Das Wechselwirkungsgesetz2. Es wurde schon erwähnt, daß 
die auf den Körper (Massenpunkt) wirkende Kraft nicht aus dem Körper selbst 
stammt, sondern es muß mindestens noch ein anderer Körper vorhanden sein, 
von dem die Kraftwirkung ‚ausgeht‘. Erfahrungsgemäß übt dann auch der 
erste Körper eine Kraft auf den zweiten Körper aus, die Kraftwirkungen sind 
immer gegenseitig. Auf diese gegenseitige Kraftwirkung bezieht sich das dritte 
Axiom: TER 

Die von dem Körper I auf den Körper 2 ausgeübte Kraft ist gleich groß und ent- 
gegengesetzt der Kraft, die 2 auf 1 ausübt, d.h. 


Fa = — Baı- (5) 


In Newronscher Fassung: „Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich, 
oder die Wirkungen zweier Körper aufeinander sind stets gleich und von ent- 
gegengesetzter Richtung‘. Das Axiom wird das Gesetz der Gleichheit von Wir- 
kung und Gegenwirkung (‚‚Aktion“ und ‚„Reaktion‘) oder kurz Wechselwirkungs- 
gesetz, auch Gegenwirkungs- oder Reaktionsprinzip genannt. 

Für die Gültigkeit des Reaktionsprinzip ließen sich aus dem Alltag und aus 
der Experimentalphysik viele Beispiele erwähnen; das einfache Beispiel des an 
je einem Korkstück befestigten, auf der Wasserfläche gegeneinander schwimmen- 
den Eisens und Magneten stammt von Nzwrox. Scheinbär widerspricht dem 
‚Prinzip beispielsweise, daß wir einen Wagen durch Ziehen fortbewegen können 
oder daß der stärkere Seilzieher den schwächeren fortziehen kann. Hier spielen 
aber nicht nur die von zwei Körpern gegenseitig aufeinander ausgeübten Kraft- 
wirkungen eine Rolle, sondern übt auch die Unterlage eine Kraft auf die beiden 
Körper aus; z. B. auf dem sehr glatten Eis, wo diese letzteren Kräfte fehlen, ist 
ein Fortziehen unmöglich. Beim Fallen eines Steines mit der Masse m bewegt 
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sich die Erde mit der Masse M in dem Inertialsystem gegen den Stein mit einer 
Beschleunigung a, für die mg = Ma gilt. 

Wie auch aus den Beispielen ersichtlich, ist das dritte Axiom nicht so sehr 
in der Mechanik des einzelnen Massenpunktes, als vielmehr bei den zusammen- 
gesetzten Systemen von fundamentaler Bedeutung. 


4. Das vierte Axiom: Das Superpositionsprinzip der Kraftwirkungen. Als vier- 
tes Axiom nennen viele den unter dem Namen ‚,Parallelogramm der Kräfte‘ be- 
kannten (auf Stevın, 1605, zurückgehenden) Satz, nach dem sich die auf den 
Massenpunkt wirkenden Kräfte vektoriell addieren: 

Wird ein Massenpunkt gleichzeitig von mehreren Kräften (, I...) an- 
gegriffen, so ist ihre Gesamtwirkung völlig gleichwertig der Wirkung ihrer vektoriel- 
len Resultante, d.h., die Kräfte können durch die Einzelkraft = I + Te +" 
ersetzt werden. Speziell bezüglich des zweiten Axioms gilt also 


mm=-ı+%et-- (6) 


Dieser Satz ist ein Erfahrungssatz; er folgt nicht aus dem zweiten Axiom, wie 
man es auf Grund der Addition der Gleichungen ma, = %, und ma, = %, denken 
könnte. Die Addition enthält nämlich die Annahme, daß jede Kraft ihre eigene 
Wirkung auch in Gegenwart anderer Kräfte ausübt, d.h., daß die Kräfte von- 
einander unabhängig sind, sich gegenseitig nicht beeinflussen. [Wenn z. B. die 
ursprünglich vorhandene Kraft 5, durch die Gegenwart der Kraft %, zu 5%] ver- 
ändert würde, so wäre die Beschleunigung des Punktes nicht a wie in Gl. (6), 
sondern (3 + 3)/m.] Aus diesem Grunde wird das vierte Axiom das Unab- 
hängigkeitsprinzip oder auch Superpositionsprinzip der Kraftwirkungen genannt. 


5. Bemerkungen. a) Bei der Einführung der Axiome hatten wir die Einfachheit und die 
ursprüngliche Reihenfolge im Auge. In Anbetracht der logischen Reihenfolge nehmen viele 
nach dem ersten Ax!om das folgende, dem dritten Axiom entsprechende verallgemeinerte 
Erfahrungsgesetz als Grundlage an: Wenn von denKörpern 1, 2, 3, ... zwei beliebige wegen 
einer Wechselwirkung einander eine Beschleunigung erteilen und wir diese Beschleunigung 
messen (bei der Wechselwirkung der Körper ? und k allein sollen die Beschleunigungen q, .. 
und 4,, sein), dann können wir den obigen Körpern 1, 2, 3,.... der Reihe nach die positiven 
Zahlen m,, M,, M;, ... so zuordnen, daß 


MA, TFT TI ME IKG OU 947 (7) 


[Z.B. im Falle dreier Körper gelten für die bei den Wechselwirkungen (1,2), (1,3), (2,3) ge- 
messenen Beschleunigungen: 


Mt = — Mel: MA: >= — Mfg; Mylgz = — Mylgp- (8) 


Es ist selbstverständlich und ohne Bedeutung, daß wir z.B. beiden ersten zwei Gleichungen 
entsprechende Faktoren, m,, M,, m,, finden; der Erfahrungssatz besteht darin, daß die 
dritte Gleichung eben mit den früher schon bestimmten Faktoren m, und m, befriedigt 
wird.] Eine der Größen m, kann frei gewählt werden; wenn z.B. m, = 1 gesetzt wird, 
ist für jeden Körper die für ihn charakteristische physikalische Konstante m;, die die 
Masse des betreffenden Körpers genannt wird, eindeutig festgelegt. Nachdem wir so den 
Massenbegriff und die Massenmessung definiert haben, können wir auch die Vektorgröße 
mM; ü;, messen, die wir Kraft (nämlich von dem Körper k auf den Körper ; ausgeübte 
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Kraft %,,) nennen. Diese Definition der Kraft ist zugleich das zweite Axiom. Demnach kann 
Gl. (7) folgendermaßen geschrieben werden: 3%, = — Sg, und dies ist die gebräuchliche 
Form des dritten Axioms. 

Der Aufbau der gesamten Mechanik auf Grund der modernen, die Standpunkte der 
reinen Logik streng berücksichtigenden axiomatischen Methode, die in der Geometrie von 
HiLBERT begründet wurde, wird in unserem Jahrhundert durchgeführt. 

b) Die Newronschen Axiome bzw. die in ihnen enthaltenen Grundbegriffe bedeuten 
eine ausreichende Grundlage für die Mechanik makroskopischer Körper, ihre Bedeutung 
ist sogar noch allgemeiner. „NEwTrox formte mit Hilfe seiner Gesetze und des Kraft- und 
Massenbegriffes als erster das alte mechanische Bild zu einem physikalischen um, das auch 
eine quantitative Darstellung ermöglicht. New'rons Theorie hat in mancher Hinsicht auch 
in solchen Zweigen der modernen Physik ihre Bedeutsamkeit behalten, die sich vom alten 
klassischen Aufbau schon weit entfernten, so z.B. bei der Lösung der Probleme der Kern- 
physik“ (WAwıLow). 

Wenn wir jedoch die Grundbegriffe der Nzwronschen Mechanik vom philosophischen 
Standpunkt aus betrachten, so sind diese in mehreren Beziehungen unzulänglich und 
bieten Gelegenheit zur Verbreitung unrichtiger metaphysischer Anschauungen. So sind die 
Newronschen, von der Materie und den äußeren Umständen abstrahierten Begriffe des 
„absoluten Raumes“ und der „absoluten Zeit‘ auch vom philosophischen Gesichtspunkt aus 
unerlaubte Fiktionen. „Indem NewTon das objektive Vorhandensein des Raumes und der 
Zeit anerkennt, nimmt er einen materialistischen Standpunkt ein; jedoch dadurch, daß cr 
den absoluten Raum und die absolute Zeit von den reellen Dingen und Vorgängen trennt, 
gibt er diesen Kategorien einen metaphysischen Charakter“ (KUDRJAwZEw). Der Raum 
und die Zeit sind jedoch in Wahrheit untrennbar mit der Bewegung der Materie verbunden, 
wie es die Relativitätstheorie in physikalischer Hinsicht nachgewiesen hat, und besitzen 
neben den geometrischen auch physikalische Eigenschaften. : 

Schwierigkeiten ergaben sich auch beim Massenbegriff und besonders beim Kraftbegrif. 
Zur weiteren Klärung ihrer Rolle und zugleich der Newronschen Methode zitieren wir 
WıawıLow: „Die Masse wurde von DEMORRIT bis DESCARTES als träge angesehen, es wurde 
ihr höchstens die beim Zusammenstoß der Körper auftretende elastische Kraft zugeschrie- 
ben. NEwTON versah die Körper durch einen genialen Gedanken mit solchen Kräften, die 
fernwirkend sind, und ermöglichte dadurch die Lösung vieler schwierigen Probleme, den Auf- 
bau der Himmelsmechanik usw. Die Newronsche dynamische Methode kann aber nur 
als eine formale betrachtet werden und, wie bekannt, legte ihr auch NEwTOoN selber keine 
andere Bedeutung bei, zumindest, solange er auf dem Boden der Physik blieb.‘ Im Gegen- 
satz zu den „nahewirkenden Kräften“ führten die mit dem hier erwähnten „fernwirkenden 
Kräften“ verbundenen Schwierigkeiten zu den Begriffen „Äther“ (der die Kraftwirkungen 
vermitteln sollte) und „Kraftfeld‘“, die uns später öfters begegnen werden. Aus der bereits 
betonten formalen Rolle der Kraft folgt, daß die idealistische und metaphysische Auf- 
fassung, die die Kraft als letzte Ursache jeder Erscheinung oder als ein übermaterielles 
Prinzip betrachtet, unrichtig ist und die weiteren wissenschaftlichen Forschungen hindert. 

Der Umstand, daß die überwiegend auf mechanischen Begriffen und Modellen auf- 
gebaute klassische Physik nicht imstande war, die am Ennde des vorigen und am Anfang die- 
ses Jahrhunderts entdeckten überraschenden physikalischen Resultate zu erklären, be- 
deutete einerseits den Untergang des mechanischen (metaphysischen) Materialismus, führte 
aber andererseits zur Entstehung des physikalischen Idealismus. Der Standpunkt des 
ersteren ist einseitig, da er an der bei den gewöhnlichen Erscheinungen üblichen mechani- 
schen Deutung stets festhält und „unveränderliche Elemente‘ anerkennt. Unrichtig ist 
jedoch auch die Auffassung des anderen, die das Dasein der von unserem Bewußtsein un- 
abhängigen und von ihm widergespiegelten objektiven Realität, einen Grundsatz. des 
dialektischen Materialismus, leugnet oder zumindest bezweifelt. 
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Bezüglich der tieferen Analyse der hier nur kurz berührten erkenntnistheoretischen 
Fragen, die im allgemeinen schon eine eingehendere Kenntnis der Mechanik und der Physik 
voraussetzt, müssen wir auf das einschlägige Schrifttum verweisen.!) 


8 7. Die Bewegungsgleichungen eines freien Massenpunktes 


Auf Grund der Axiome (s. insbesondere die Absätze 2e und 4 von $ 6) ist das 
Problem der Bewegung eines im Raum frei beweglichen Massenpunktes folgendes: 
Die Masse m des Punktes und die auf ihn wirkende resultierende Kraft oder 
Gesamtkraft % — die im allgemeinen Fall eine Funktion des Ortes und der Ge- 
schwindigkeit des Punktes sowie der Zeit ist — sind bekannt, d.h., die Vektor- 


funktion 
G=Shwhh (1) 


(das sogenannte Kraftgesetz) ist gegeben. Als Bezugssystem wird ein Inertial- 
system gewählt. Wir suchen den Ort des Punktes als Funktion. der Zeit, d.h. 
den Ortsvektor r = r(f). Die Lösung des Problems wird durch die dynamische 
Grundgleichung me (2) 
ermöglicht: die Aufgabe ist die Integration dieser vektoriellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Dazu muß die Gleichung meist in Komponenten 
zerlegt werden. Die so erhaltenen drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
werden (dynamische) Bewegungsgleichungen des Massenpunktes genannt. Wenn 
z. B. die rechtwinkligen Komponenten von % wie üblich mit X, Y, Z bezeichnet 
werden, so lauten die Bewegungsgleichungen des freien Massenpunktes in recht- 
winkligen Koordinaten 


mi=X, mj=Y, mi=2Z (3) 


(EuLER, 1765), wobei, entsprechend Gl. (1, X = X(z, y,2,3,9%, 3, t),... ge- 
gebene Funktionen bedeuten. Die obigen Gleichungen kamen in der Kinematik 
in der Form (4,18) vor; wir fassen das dort Erwähnte kurz zusammen. 

Die allgemeine, sechs willkürliche Integrationskonstanten enthaltende Lö- 
sung der Bewegungsgleichungen umfaßt alle die Bewegungen, die das gegebene 
Kraftgesetz (1) gestattet. Die Bewegung wird: eindeutig dadurch bestimmt, daß 
die Integrationskonstanten durch gewisse Bedingungen festgelegt werden. Am 
häufigsten gibt man die Anfangsbedingungen an: den Ort rund die Geschwindig- 
keit t des Punktes zur Zeitt =. 

Ein wichtiges Beispiel: Falls auf den Massenpunkt nur die Schwerkraft wirkt 
und die Z-Achse des Koordinatensystems vertikal nach oben gerichtet ist, hat 
man die Bewegungsgieichungen 


mä=0(0, mj=0, mi= —mg. (4) 
2) Eine klare Übersicht über die wichtigsten Probleme dieser Art bietet D.I. BLocain- 


zEw: Grundlagen der Quantenmechanik, Kap. XXIV, $ 129. Deutscher Verlag der Wissen- 
schaften, Berlin 1961 (Übers. a. d. Russ.). 
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Das Herausfallen von m bedeutet, daß die Bewegung unabhängig von der Masse 
des Körpers ist. Auf ein genügend kleines Raumstück beschränkt, kann die 
Erdbeschleunigung g als konstant angesehen werden. Die in diesem Fall sehr 
einfache Integration und ihre Resultate, die „Wurf- und Fallgesetze“‘, haben wir 
bereits in der Kinematik behandelt. 

Das Beispiel des Wurfes und noch viele andere, später folgende Beispiele zei- 
gen, daß die als Ausgangspunkt dienende Differentialgleichung mi = 5% von 
viel einfacherer Struktur ist als die als Lösung erhaltenen Gleichungen. Dies 
hat seinen Grund darin, daß für Beziehungen, die zwischen zeitlich und räum- 
lich unmittelbar benachbarten Zuständen bestehen — mit anderen Worten: für 
sehr kleine Änderungen - im allgemeinen einfachere Gesetze gültig sind als 
für den ganzen Ablauf der Erscheinungen. Deshalb kommt ein recht großer Teil 
der allgemeinen. Naturgesetze in Form von Differentialgleichungen zum Ausdruck. 

Die erwähnte Tatsache, daß bei bekanntem Kraftgesetz und bekanntem An- 
fangszustand (Ort und Geschwindigkeit) der Ablauf der Bewegung des Massen- 
punktes eindeutig bestimmt ist, liefert ein charakteristisches Beispiel für die 
Determiniertheit des Künftigen durch das Gegenwärtige; diese Determiniertheit 
ist als gleichbedeutend mit der Kausalität im mechanischen Geschehen anzu- 
sehen. 

Nach dem Obigen besteht die Bestimmung der Bewegung des Massenpunktes 

bei gegebenen’ Kräften in der Integration der Bewegungsgleichungen. Diese 
Aufgabe ist mit Hilfe geeignet eingeführter Begriffe (Arbeit, Energie) oft erheb- 
lich zu erleichtern: Bei bestimmten Klassen der Kräfte können auf Grund der 
im folgenden darzustellenden Sätze ein oder mehrere sogenannte intermediäre 
oder erste Integrale der Bewegungsgleichungen unmittelbar angeschrieben wer- 
den; unter einem ersten Integral der Bewegungsgleichungen versteht man eine 
Differentialgleichung von nur erster Ordnung der Form f(x, y,2, £, 9, 2,t) =const. 
Aus den folgenden Sätzen kann man übrigens bezüglich der Bewegung oft auch 
ohne weitere Integration wichtige Folgerungen ziehen. 


$ 8. Arbeit. Kinetische Energie. Der Satz von der kinetischen Energie 


Aus der Grundgleichung mi =% können wir durch skalare Multiplikation 
mit reine einfache skalare Gleichung 


d/l dl | dı 
EEE a Yan I RE RER Dee ji 
mit=‘st oder Fir "r)=,5 mir) üer (1) 
erhalten. Durch Integration von t, bis t, folgt: 
143 2 
a/l dı 
Kreerg — 2 pe Teen . 
J ie mv )at [s£« (2) 


Bezeichnen wir den Ort des Massenpunktes zur Zeit t, bzw. ti, mit rt, und r,, den 
Betrag seiner Geschwindigkeit mit v, bzw. v, und führen auf der rechten Seite 
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. 


formal anstatt t die Variable r ein (auf die Berechnung des Integrals kommen 
wir später zurück), so ist 
tz 
1 1 
— mv? — — mV = | zar. (3) 
Zee): 


T, 


Durch beide Seiten der Gleichung werden neue Größen definiert. Das Inte- 
gral auf der rechten Seite wird Arbeit genannt. Ausführlicher: die Kraft leistet 
Arbeit, wenn sie den Massenpunkt verschiebt, und man versteht zunächst 
unter der infinitesimalen oder elementaren Arbeit dA, 
welche die Kraft % bei der Verschiebung: des Massen- 
punktes um dr leistet, das skalare Produkt %dr. Da 
nach der Definition des skalaren Produktes. (s.$ 95, 4 
und Abb. 24) | 


dA = Sdı = F|dr|cos« = Fds cosa.= F,ds (4) 


gilt, ist die Elementararbeit auch gleich. dem Produkt 

aus der Kraftkomponente F, in Richtung des Weges 

und dem Wegelement ds. Sie ist positiv, negativ oder 

Null, je nachdem, ob die Kraft mit der Verschiebung 

einen spitzen, stumpfen oder rechten Winkel bildet. 
Wird nun der Massenpunkt von der Kraft aus dem Abb. 24 

Punkt / einer Kurve C in den Punkt 2 bewegt, so ver- 

steht man unter der gesamten Arbeit der Kraft die Summe der Elementar- 

arbeiten. Somit kommt man zu folgender allgemeiner Definition: Die Arbeit 

ist das Linienintegral der Kraft: 


2 2 
A = 84 mas, (5) 


die natürlich im allgemeinen außer der Lage der Grenzpunkte I-und 2 auch 
von der Wahl der dieselben verbindenden Kurve C (kurz: vom Wege) abhängt. 


Der analytische Ausdruck für die Arbeit lautet: 


2 
ww 


4= [ixan 4 vayızan (xdi 4 ri +Z ze (6) 


1 8 


Die letztere Form wird bei praktischen Berechnungen, bei denen die Koordinaten 
als Funktionen der Bogenlänge s gegeben sind, angewandt. (Daß die Arbeit 
außer der Lage der Grenzpunkte im allgemeinen auch von dem Wege abhängt, 
bedeutet analytisch, daß die infinitesimale Arbeit Xd2e + Ydy-+ Zdz im 
allgemeinen kein „vollständiges Differential“ ist; deshalb wird sie oft anstatt 
mit dA z.B. mit d’A bezeichnet. Der Begriff der Arbeit als physikalischer Größe 
wurde 1829 von CorIoLıs und PONcELET eingeführt.) 
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Die auf die Zeiteinheit bezogene Arbeit wird Leistung genannt. Die momen- 
tane Leistung einer Kraft % ist nach Gl.(4): dA/dt = S dı/dt=%p, d.h., sie 
ist gleich dem skalaren Produkt aus der Kraft und der Geschwindigkeit. 

Die CGS-Einheit der Arbeit (und der Energie, siehe unten) ist ldyn cm = 
1 g cm?s-2, ihr Name lerg. Von den vielen anderen Einheiten sind die MKS-Ein- 
heit 1 Newton m = 1 Joule (oder 1 Wattsekunde) = 10° erg; 1 Meterkilopond 
(mkg-Gewicht) = 9,81 - 107 erg; 1 Kilowattstunde (kWh) = 3,6 - 1013 erg zu 
nennen. Demgemäß sind die entsprechenden Leistungseinheiten der Reihe nach: 
1 Watt, 1 Meterkilopond s’!, 1 Kilowatt. | 

Die Definition der anderen neuen Größen lautet: Ein materieller Punkt mit 
der Masse m und der Geschwindigkeit v hat die Bewegungsenergie oder kinetische 
Energie 

i 


T=- me. (7) 


(Diese früher auch als ‚lebendige Kraft‘‘ bezeichnete Größe wurde - allerdings 
ohne den Faktor 1/2 - von LEIBN1z eingeführt, 1686.) 


Damit kann Gl. (3) folgendermaßen geschrieben werden: 
T, == T, = A. (8) 


Dies isi der Satz von der kinetischen Energie: Die Zunahme der kinetischen Energie 
des Massenpunktes ist gleich der Arbeit der Resultierenden aller auf den Punkt 
wirkenden Kräfte. Wir betonen, daß alle Kräfte in Betracht gezogen werden 
müssen, da in der Grundgleichung und in Gl. (3) % die Gesamtkraft bedeutet; 
sonst ist der Satz natürlich nicht gültig. (Ziehen wir z.B. einen sich reibenden 
Körper mit konstanter Geschwindigkeit, so leistet unsere Muskelkraft eine 
Arbeit, obwohl die kinetische Energie des Körpers unverändert bleibt. Nimmt 
man hingegen auch die Reibungskraft in Betracht, so verschwindet die Gesamt- 
kraft - da sich ja der Körper mit konstanter Geschwindigkeit bewegt — und 
daher, unserem Satze entsprechend, auch die Gesamtarbeit.) 

Einfache Beispiele. 1. Eine Kraft, die zur Bahn immer senkrecht steht - die 
also keine Arbeit leistet —, ändert den Betrag der Geschwindigkeit nicht. Aus 
A = 0 folgt nämlich T, = T, und hieraus v, = v,. Über die Richtung der 
Geschwindigkeit sagt der Satz nichts aus. 2. Ein mit der Geschwindigkeit », 
vertikal aufwärts geworfener Körper erreicht eine Höhe Ah, für die die Glei- 
chung 

2 
mO® — mo} = —mgh, dh. h= 0 (9) 
gilt. . 

Der Satz von der kinetischen. Energie spielt bei der Integration der Be- 
wegungsgleichungen im allgemeinen Fall (d.h. bei beliebigen Kräften) keine 
Rolle, er führt jedoch bei einer bald zu besprechenden großen Klasse der 
Kräfte zu einem wichtigen neuen Satz. 
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$ 9. Konservatives Kraftfeld. Potentielle Energie. Der Satz von der Erhaltung 
der mechanischen Energie 


1. Über die auf den Massenpunkt wirkende Kraft (genauer gesagt: über das 
Kraftgesetz, s. $6, 2e) wurde bis jetzt nichts Näheres angenommen, sie konnte 
ganz allgemein eine Funktion des Ortes und der Geschwindigkeit des Punktes 
sowie der Zeit sein: % = %(t, t, t). (Von der Beschleunigung und von den Be- 
schleunigungen höherer Ordnung soll % nicht abhängen.) In diesem allgemeinen 
‚Fall ist bezüglich der Integration der Bewegungsgleichungen kein Satz be- 
kannt. Bei bestimmten Arten von Kräften hingegen - zu denen eben die am 
meisten vorkommenden Kräfte gehören - kann ein solcher Satz leicht aufge- 
stellt werden. 

Ist die auf den Massenpunkt (mit gegebener Masse m) wirkende Kraft nur 
eine Funktion des Ortes und eventuell auch der Zeit:5 = Fu !)= Tlx, y 2 8), 
so daß zu jedem Punkt des Raumes oder eines Raumgebietes in einem bestimm- 
ten Zeitpunkt eine eindeutig bestimmte Kraft gehört, dann wird der mit dieser 
Eigenschaft versehene Raum Kraftfeld genannt (FArADAy, um 1840). Das 
Kraftfeld ist ein Beispiel für. den allgemeinen mathematischen Begriff des Vek- 
torfeldes; wenn hingegen jedem Punkt des Raumes eine skalare Größe zugeord- 
net ist, dann wird von einem Skalarfeld gesprochen. Im folgenden beschäftigen 
wir uns mit einem sehr wichtigen und relativ einfachen Kraftfeld, das aus 
einem Skalarfeld ableitbar ist. Dabei werden wir uns auf einige Sätze der Vek- 
toranalysis beziehen (vgl. $ 96, 1-4). 


2%. Konservatives Kraftfeld nennt man ein solches rein ortsabhängiges (zeitlich 
konstantes) Kraftfeld 5% = (tr), das sich als negativer Gradient einer eindeutigen 
Skalarfunktion V = V(t) = V(x, y, 2) - des „Potentials‘‘ oder der „potentiellen 
Energie‘) — darstellen läßt, d.h. 


5% = — grad’V, (la) 
oder analytisch: 
OoV oV oV 
An ur, Dr (1b) 


Aus dieser Definition und aus einern bekannten Grundsatz der Vektoranaly- 
sis (s. $ 96, 3 und 4; den dortigen Bezeichnungen vd und U entsprechen jetzt. 
% und -V) folgt sofort die Grundeigenschaft des konservativen Kraftfeldes: In 
einem konservativen Kraftfeld ist die längs irgendeiner geschlossenen Kurve ge- 
leistete Arbeit Null, oder was dasselbe bedeutet, die zwischen zwei Punkten I und 2 


1) Unter dem Potential wird häufig die potentielle Energie je Masseneinheit (U = V/m) 
verstanden. Die auf die Masseneinheit wirkende Kraft, d.h. der Quotient %/m, wird Feld- 
stärke genannt. Die Dimension der Feldstärke ist also Kraft/Masse, die des im obigen Sinne 
gebrauchten Potentials Arbeit/Masse. Die Funktion V (auch Potential- oder Kräftefunktion 
genannt) wurde durch LAGRAnGE 1773 eingeführt. 
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geleistete Arbeit hängt nur von der Lage des Anfangs- und Endpunktes ab - sie ist 
von dem Weg unabhängig — und der Differenz der Potentialwerte im Anfangs- 
und Endpunkt gleich: 


2 2 2 
A= | Sdı = —[gradVYdr = —- [AV=V,—V,. (2) 
i i i. 
Die hier verwendete und häufig auftretende Gleichung Sdr = — gradVdr 
"= — dV lautet in analytischer Form: 
| > oV oV ‚,oV 
Ada Ydy + 2dz = — (52 da +5 10 + 52a) = ar. (3) 


Dies bedeutet, daß in einem konservativen Kraftfeld die elementare Arbeit ein 
„vollständiges Differential“ ist, nämlich das vollständige Differential des negati- 
ven Potentials — V. 

Hier erhebt sich sofort die Frage, in welcher Weise von einem gegebenen 
Kraftfeld % = (X, Y, Z) entschieden werden könne, ob es ein Potential be- 
sitzt. Ist ein Potential vorhanden, d.h., existiert ein solches PY, das Gl. (1b) be- 
friedigt, so erhält man durch Differentiation der ersten Gleichung (1b) nach y 
und der zweiten nach x folgendes: 

0X 0°V oy 0°V 0X 0Y 


ou du: 98 Imdy' en Oy 9x 


Analog ergeben sich zwei andere Gleichungen. Wenn also ein Potential vor- 
handen ist, so gelten für die Kraftkomponenten die Gleichungen 


02 0Y 0X 02 0oY 0X 


Gun 7 a 9 da dy 


Es kann bewiesen werden, daß auch die Umkehrung dieses Satzes gültig 
ist: Werden die Gleichungen (4a) erfüllt, dann ist ein Potential vorhanden 
(s. $ 96, 4c). Somit kann man - in Hinsicht darauf, daß in den Gl. (4a) die 
Komponenten der ‚Rotation‘ der Kraft (d.h. des Vektors rot %) stehen - fol- 
gendes behaupten: Das Kraftfeld besitzt dann und nur dann ein Potential, wenn 
die Rotation der Kraft verschwindet, 


rot = 0, (4b) 


d.h., wenn das Kraftfeld ein wirbelfreies Feld ist. 

Auch ein zeitlich veränderliches Kraftfeld kann ein Potential besitzen [es 
ist dann $(1,) = — gradV (tr, t)]. Es kann ferner vorkommen (in einem soge- 
nannten mehrfach zusammenhängenden Gebiet, s. $ 96, 4c), daß ein Potential 
vorhanden ist, jedoch als mehrdeutige Funktion des Ortes. In all diesen Fällen 
ist das Kraftfeld, entsprechend unserer Definition, nicht konservativ. 


Ö. (4a) 


3. Die physikalische Bedeutung des Potentials. Die Bedeutung der Potential- 
differenz enthält der obige Satz (2). Das Potential selbst wird durch die Defini- 
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tion (1) nur bis auf eine beliebige additive Konstante bestimmt. Gelten nämlich 
für V die Bedingungen (1), so bestehen sie auch für V + const. Daher kann 
der Wert des Potentials in einem willkürlich gewählten „Nullpunkt“ P, gleich 
Null angenommen werden. .Nun sei dieser Nullpunkt der in der Gl. (2) vor- 
kommende Punkt /, der Punkt 2 hingegen möge mit P bezeichnet werden. 
Dann ist in Gl. (2) V,=0, V, = V(P), also 

P Pı 


V(P) = — | $dı — h dr. (5) 
P, P 


Demnach hat das Potential folgende Bedeutung: In einem Punkt P des Feldes 
ist der Wert des Potentials gleich der Arbeit, die [nach der zweiten Form von 
Gl. (5)] die Feldkräfte leisten, bis sie den Massenpunkt aus dem Punkt Pin den 
Nullpunkt verschieben; oder [laut der ersten, gebräuchlicheren Form von 
Gl. (5)]: V(r) ist gleich der Arbeit, die ‚gegen die Feldkräfte‘“ geleistet werden 
muß, bis der Massenpunkt aus dem Nullpunkt in den Punkt P übergeführt wird. 


4. Das konservative Kraftfeld kann nach Definition aus einem skalaren 
Feld, dem Potentialfeld, abgeleitet werden. Beide Felder — Potentialfeld und 
Kraftfeld - sind geometrisch darzustellen. Die Punkte, in denen das Potential 
denselben Wert — etwa c - hat, bilden eine durch die Gleichung 
V’(2,9,2)=c (6) 
bestimmte Fläche, die Aquipotentialfläche oder Niveaufläche genannt wird. 
Wird der Massenpunkt längs einer Äquipotentialfläche bewegt, so entsteht keine 
Potentialdifferenz, die Arbeit ist Null. Hieraus oder aus der Definition von 
grad V folgt sofort, daß die Kraft % = — gradV 
überall senkrecht zu der Niveaufläche steht. 


\ y 
Wir können nun das Potentialfeld so veran- — ö 
schaulichen, daß wir die den verschiedenen 
c-Werten entsprechenden Niveauflächen auf- N GW 
zeichnen, z.B. derart, daß das Potential in den 
Punkten der aufeinanderfolgenden Flächen V,, 
V,, Vz, ... immer um denselben Wert AV größer 
sei. Diese Zeichnung bestimmt auch das Kraft- 
feld: wenn wir die die Niveauflächen senkrecht Abb. 25 
durchschneidende Kurvenschar — die Ortho- 
gonaltrajektorien der Niveauflächen - einzeichnen, so ergeben ihre in Richtung 
abnehmenden Potentials zeigenden Tangenten die Richtung der Kıaft in den 
entsprechenden Punkten des Feldes. Der Betrag der Kraft ist, nach der Be- 


deutung von gradV, n (bzw. dessen Grenzwert), wobei Ar die Entfernung 


zwischen zwei benachbarten Niveauflächen bedeutet. Da AV in der Zeichnung 
als konstant angenommen wurde, ist der Betrag der Kraft der Entfernung zwi- 
schen den Niveauflächen umgekehrt proportional (z. B. in Abb. 25 an der Stelle B 
größer als an der Stelle A). Der Betrag der Kraft kann auch durch die Tra- 
jektorien charakterisiert werden, wenn diese so dicht gezogen werden, daß 
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die Flächeneinheit der Niveaufläche ebenso viele Linien durchschneiden, wie der 
Betrag der Kraft an jener Stelle ist. In diesem Falle werden die Trajektorien 
Kraftlinien genannt. 


5. Beispiele: Das Schwerefeld. der Erde und das Gravitationsfeld. 


a) Die irdische Schwerk.aft mg wird in einem Koordinatensystem, dessen 
z-Achse vertikal nach oben gerichtet ist, durch 


X=0, Y=0, Z=—mg (7) 


beschriehen. Kann die Fallbeschleunigung g in dem betrachteten Raumteil als 
konstant aı,,cnommer werden, so ist dort die Kraft überall die gleiche, das 
Kraftfeld ist also homogen. Wie man sofort sieht, sind die Bedingungen (4a) er- 
füllt, und der Massenpunkt hat in dem Schwerefeld der Erde die potentielle Energie 


V=mgz, (8) 


wenn man willkürlich V = 0 für z = 0 setzt. Die Äquipotentialflächen sind die 
horizontalen Ebenen 2 = const und die Kraftlinien die überall gleich dicht ge- 
zogenen vertikalen Geraden. | | 

- b)Nach dem NewTonschen Gravitationsgesetz (allgemeinen Massenanziehungs- 
geseiz, 1687; vgl. $ 6,2e) wirkt zwischen zwei punktförmigen Massen M und ml) 
in Richtung ihrer Verbindungslinie eine Anziehungskraft, deren Größe den bei- 
den Massen direkt und dem Quadrat ihrer Entfernung umgekehrt proportional 
ist. Bezeichnet man den von M nach m gezogenen Radiusvektor mit rt, so übt 
also die Masse M auf m die Gravitationskraft | 


M 
3=-1 - (9) 


r r 
aus; hierbei ist » die Gravitationskonstante, 
y = 6,67 - 10-® CGS-Einheiten (10) 


(die zuerst 1798 von CAVENDISH bestimmt wurde). 
Somit ist das Gravitationsfeld in rechtwinkligen Koordinaten gegeben durch 


ER BIST A VEREER N 
= ir “ ? r’ 2 a (11) 
mit «=yMm und r=(® +1 + 22) te, (12) 


Wie man durch Differentiation leicht bestätigt, hat die (punktförmige) Masse m 
im Gravitationsfeld der (punktförmigen) Masse M die potentielle Energie 


4 M m 


!) Den Ausdruck „Masse m“ oder nur m benützt man gelegentlich — zwar nicht korrekt, 
aber der Kürze halber - für „Körper mit der Masse m“. 
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wenn man willkürlich V=0 für r = © wählt. Es gilt nämlich 


oV OV Or & 


1 -4 “ % 
ae a an ge er I 2 2\ 2 a a 
ur a m 


X (4) 


und zwei analoge Gleichungen für die anderen zwei Komponenten. Die Äqui- 
potentialflächen sind durch die Gleichungen r = const bestimmt, d.h., sie sind 
um M gezeichnete konzentrische Kugeln, und die Kraftlinien stellen dienach M 
gerichteten Geraden dar. 


6. Der Energiesatz. Die Arbeit der Kraft wurde in Gl. (2) durch das Potential, 
im Satz (8,8) dagegen durch die kinetische Energie ausgedrückt. Aus der Kom- 
bination beider folgt: 


A = V, 2: V, = T, — T, oder T, + V, = T, + V,, (15) 


und dies bedeutet, daß während der Bewegung die Summe T + V konstant 
bleibt: | | 
T+YV= const. (16) 


Das ist der. Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie oder kurz der Energie- 
satz: Die Summe der kinetischen und der potentiellen Energie des Massenpunktes 
ist in einem konservativen Kraftfeld konstant. Die Summe T+-V=E wird 
(mechanische) Gesamtenergie genannt; auf ihrer Erhaltung ist die Bezeichnung 
„konservativ“ begründet. (Bei der Entwicklung des Energiesatzes waren vor 
allem die Arbeiten von GALILEI, HUYGENS, LEIBNIZ, J. BERNOULLI und EULER 
von Bedeutung.) 

Die ausführlichere, z.B. in rechtwinkligen Koordinaten geschriebene Form 
des Energiesatzes lautet 


1 | 
p2 m(&® + 9° +22) + V (x, y, 2) = const. (17) 


Dies ist nunmehr eine Differentialgleichung erster Ordnung, und so ergibt der 
Energiesatz ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen (vgl. $ 7). 

Wir werden später mehrere ‚Beispiele für den Energiesatz sehen, jetzt er- 
wähnen wir nur die folgende einfache Anwendung. Wird ein Körper mit einer 
Anfangsgeschwindigkeit vom Betrage v, unter einem beliebigen Winkel aus der 
Höhe z = 0 geworfen, so gilt nach dem Energiesatz 


at Ks 
7 mv + mgz = > mv, (18) 
oder 
= — 292. (19) 


Diese Gleichung zeigt, daß der Betrag der Geschwindigkeit nur von der Höhe z 
abhängt, er ist also speziell in den Punkten gleicher Höhe auf beiden Zweigen 
der Wurfparabel der gleiche. 


4 Bud6, Mechanik 
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7. Zu den nichtkonservativen oder dissipativen Kräften gehört nach der an- 
gegebenen Definition jede Kraft, die von der Zeit oder von der Geschwindigkeit 
des Massenpunktes abhängt, und unter den rein ortsabhängigen Kräften jene, 
für die rot % # 0, d. h. die Bedingungen (4) unerfüllt bleiben. In einem Kraft- 
feld z. B., dessen Kraftlinien konzentrische Kreise sind, kann offenbar die längs 
‘eines Kreises geleistete Arbeit nicht null sein (da die infinitesimale Arbeit $dr 
längs dem Kreise überall dasselbe Vorzeichen hat), und so ist das Kraftfeld nicht 
konservativ. Für nichtkonservative Kräfte gilt der Erhaltungssatz der mecha- 
nischen Energie nicht mehr. Bei den Erscheinungen, die mit solchen Kräften 
zusammenhängen, spielen nicht nur rein mechanische, sondern auch andere 
Energieformen, z. B. die Wärme, eine Rolle. 


Fällt z.B. der Massenpunkt in der Luft oder in einem anderen widerstehenden Mittel 
abwärts, so wirkt auf ihn außer der Schwerkraft — mg auch eine der Geschwindigkeit 
proportionale und entgegengesetzt gerichtete Kraft — k2 (Näheres hierüber siehe in $ 16), 
so daß die Bewegungsgleichungz lautet: 


mi=— mg — ki. (20) 


Durch Multiplikation mit 2 und durch Integration zwischen den Grenzen O und t ergibt sich 


t t t t 
3 d 1 Pad 
... er a en 2 rn . ie, 2? 
[mza: [z& mir) ai mazar / ki?dt, 
0 0 0 0 


t 


1 1 
> mv Z— zmu = — (mgz — mg2,) — x [ war. (21) 


d.I. 


0 
Demnach erhalten wir statt der für den freien Fall gültigen Gleichung  +V/ = T,+P;: 
2 
T+V=T,+/,- kfzdt. (22) 
0 


Die mechanische Energie nimmt also in der Zeit t um den Wert des rechtsseitigen Integrals 
ab, dagegen entwickelt sich nach den Messungen eine diesem äquivalente Wärmemenge. 


Die Erfahrung zeigt, daß stets ein allgemeiner Energiesatz existiert, der viel 
umfassender als der mechanische ist, und die Erhaltung der Summe aller 
Energiearten (neben der mechanischen auch die thermischen, elektrischen, 
chemischen und anderen Energiearten) ausdrückt. Dieses allgemeingültige 
Prinzip der Erhaltung der Energie — dessen Entdeckung und Formulierung vor 
allem RoBERT MAYER, JouULE und HELMHOLTZ zu verdanken ist (1842-47) — 
geht jedoch über den Rahmen der Mechanik hinaus. 
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$ 10. Zentralkräfte. Flächensatz. Das Moment der Kraft und des Impulses 
(Drehmoment und Drehimpuls) 


1. Die den Massenpunkt angreifende Kraft wird Zentralkraft genannt, wenn 
die Gerade des Kraftvektors immer durch einen bestimmten Punkt - durch das 
Zentrum — geht; sonst kann die (in weiterem Sinne genommene) Zentralkraft 
eine beliebige Funktion von t, t und t sei: % = $(% bt). Die Lage des Zen- 
trums O wird in dem Inertialsystem als konstant betrachtet und als Bezugs- 
punkt gewählt. Die Kraft ist also dann von gleicher oder von entgegengesetzter 
Richtung wie der Radiusvektor r, und dasselbe gilt auch für die Beschleuni- 
gung der entsprechenden Bewegung, der Zentralbewegung. Unter den in der 
Kinematik beschriebenen Bewegungen sind die gleichförmige Kreisbewegung 
und die elliptische (und speziell die zirkulare und lineare) Schwingung Zentral- 
bewegungen. Die diese Bewegungen zustandebringenden Kräfte sind also 
Zentralkräfte, und auch die Gravitationskraft ist eine solche ($ 9,5b). 

Zu einem für jede Zentralkraft gültigen Satz gelangt man, wenn man die 
Grundgleichung mi = 7 vektoriell mit r multipliziert: 


m[ti] = [1]. (1). 


Das Vektorprodukt (s. $ 95,5) auf der rechten Seite verschwindet, da die Zentral- 
kraft % nach der Definition parallel zu r ist; das Vektorprodukt auf der linken 
Seite kann auf Grund der Identität 


7, = fi) + [ei] = [ei] (2) 
umgeformt werden. Somit erhalten wir aus Gl. (1): 
d. 


und aus dieser Gleichung folgt der sogenannte Flächensatz 


[ri] = € (= konstanter Vektor). (4) [yysa 


Um den Inhalt dieses Satzes klarzu- 
stellen, betrachten wir den Ausdruck [ti] = 
[rdrj/dt. Der Betrag von [rdr] bedeutet 
nach der Definition des Vektorproduktes 
das Doppelte der durch rund dr bestimm- 
ten (inAbb. 26schraffierten) Dreiecksfläche 
df, und die Richtung von [tdr] steht senkrecht auf der Ebene des Dreiecks im 


Sinne der Abbildung. Die Größe df des so gerichteten Flächenstückes df ist 
die von dem Radiusvektor in der sehr kleinen Zeit di überstrichene Fläche. 
Deshalb kann der Vektor = 


Abb. 26 
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df Lk... 
a4 5 [ri] (5) 
Flächengeschwindigkeit genannt werden: sein Betrag gibt die vom Radiusvektor 
in der Zeiteinheit überstrichene Fläche an, seine Richtung bestimmt die Ebene 
des Flächenstückes und den Umlaufsinn. 

Demgemäß sagt Gl. (4) die Erhaltung des Flächengeschwindigkeitsvektors 
aus. Die Erhaltung der Richtung bedeutet, daß die Normale der Ebene der 
Vektoren t und dr immer dieselbe ist, d.h., die Bahn ist eine ebene Kurve. Aus 


der Erhaltung des Betrages, d.h. aus —= C, folgt durch Integration 
f = Ct, — t,): die von dem Radiusvektor von t, bist, überstrichene Fläche ist 
dem Zeitintervall t, — t, proportional. Der Flächensatz (4) besagt also: Unter der 
Wirkung jeder Zentralkraft ıst die Flächengeschwindigkeit des Massenpunktes 
konstant, d.h., die Bewegung ist eben und der Radiusvektor überstreicht in gleichen 
Zeiten gleiche Flächen. Dieser Satz ist im speziellen Fall der Planetenbewegung 
als das zweite KEPLERSsche Gesetz bekannt ($ 21). 

Der Flächensatz [tt] = c ist: im Gegensatz zu dem Energiesatz eine Vektor- 
gleichung und enthält dementsprechend (durch die vektorielle Konstante ec) 
drei Integrationskonstanten. Zwei von diesen bestimmen die Bahnebene, d. h. 
die Richtung der Normale, die dritte legt den Betrag der Flächengeschwindig- 
keit in der Bahnebene fest. Die Gleichung, die das letztere zum Ausdruck 
bringt, ergibt ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen. Dies ist z.B. in recht- 
winkligen Koordinaten, wenn die Bahnebene die xy-Ebene ist, das folgende 
[die 2-Komponente von Gl. (4)]: 


xy — y& = const; (6a) 

in Polarkoordinaten lautet dies (wegen x = r cosg, y = r sing, also £ = 7 cosp 
— TSIn9 PH, y=FfsSinp +rC0sp-H): 

ro = const. (6b) 


[Die letzte Gleichung läßt sich leicht auch unmittelbar erhalten: bei der sehr 
kleinen Winkeländerung dp kann r als konstant angesehen werden, und somit 
ist die durch den Radiusvektor in der Zeit dt überstrichene Fläche die Fläche 


1 | 
eines Kreisausschnittes, d.h. > r?dop; die doppelte Flächengeschwindigkeit be- 


trägt also r?dop/dt. — Die Gl. (6b) folgt auch direkt aus der kinematischen Zer- 
legung (3,23).) 


2. Unter Zentralkräften in engerem Sinne versteht man solche Zentralkräfte, 
deren Größe nur von dem Abstand r vom Zentrum abhängt: 


5-ins (X- nf...) ) 


wobei die Funktion f(r), abgesehen vom Vorzeichen, den Betrag der Kraft be- 
deutet. Ein solches „Zentralkraftfeld‘‘ besitzt ein Potential 
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= — [ftn)ar. (8) 
Ta 
Es gilt nämlich 


und entsprechend für die beiden anderen Komponenten. [Speziell bei der 


Gravitationskraft ist f(r) = 5 und somit, abgesehen von einer additiven 


Konstante, V = —, wie wir es auch in Gl. (9,13) gesehen haben. ] Daher sind 


die in engerem Sinne genommenen Zentralkräfte zugleich konservative Kräfte: 
außer dem Flächensatz gilt auch der Energiesatz. Da die Bahn eine ebene Kurve 
ist, ergibt der Flächen- und Energiesatz die beiden ersten Integrale der zwei 
Bewegungsgleichungen, so daß zur Bestimmung der Bewegung sofort von die- 
sen — also von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung - ausgegangen wer- 
den kann. ” 


3. Der Flächensatz kann auf „Azxialkräfte‘“ verallgemeinert werden: Wenn die 
Trägergerade der auf den Massenpunkt wirkenden Vektorkraft immer durch 
eine feste Gerade geht, dann gilt der Flächensatz auch für die Projektion der 
Bahn auf eine zu dieser Geraden senkrechten Ebene. Mit anderen Worten, wenn 
die Gerade die 2-Achse, die Ebene die xy-Ebene sind, dann ist 


zy — y& = const, (9a) 
oder in Zylinderkoordinaten ($ 3), ähnlich wie in Gl. (6b): 
09 = const. (9b) 


Zum Beweis genügt es zu bemerken, daß in der z-Komponente der als Aus- 
gangspunkt dienenden allgemeingültigen Vektorgleichung (1) nur die Koordina- 
ten &, y und die. Kraftkomponenten X, Y auftreten. Die letzteren bedeuten 
nach Voraussetzung in der xy- Ebene eine Zentralkraft, und somit ist die z--Kom- 
ponente der den Flächensatz ausdrückenden Gl. (4), d.h. (9a) oder (9b), un- 
verändert gültig. Im Falle von Axialkräften ist Gl. (9a) oder (9b) ein erstes 
Integral der Bewegungsgleichungen. 

4. Eine andere Form des Flächensatzes. Das Moment der Kraft und des Impulses 
(Drehmoment und Drehimpuls). Wir definieren einige Begriffe, mit deren Hilfe 
der Flächensatz auch in einer anderen Form ausgedrückt werden kann, und die 
sich im späteren als besonders wichtig erweisen werden. 

Ist X eine Vektorgröße mit dem Anfangs- oder „Angriffspunkt‘‘ P, dann ver- 
steht man unter dem Moment des Vektors X in bezug auf einen Punkt O das 


Vektorprodukt [t X], wobei r = OP. (Dagegen ist unter dem Moment von Y um 
eine Achse z —- die den Punkt O enthält - die 2-Komponente des obigen Moment- 


\ 
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vektors, d.h. die skalare Größe [tA],, zu verstehen.) Speziell ist das Moment 
der Kraft bzw. des Impulses © = mv das Kraftmoment oder Drehmoment!) 


M = [r3], (10) 
bzw. das Impulsmoment oder der Drehimpuls (Dralll)) 
N = [t, mv] = mlti], (11) 


und das Moment der Geschwindigkeit beträgt nach Gl. (5) das Doppelte der 
Flächengeschwindigkeit. Nach der Deutung des Vektorproduktes hat z. B. das 
Drehmoment den Betrag Fr sinx = Fl (Abb. 27) - d.h. das Produkt aus dem 
Betrag F und dem „Arm“ I der Kraft -, und es steht senkrecht auf rund % im 
Sinne von Gl. (10). (In Abb. 27 zeigt M senkrecht zur Zeichenebene nach 
hinten.) 

Aus der Grundgleichung mi = % folgt durch vektorielle Multiplikation mit r 
[oder unmittelbar aus Gl. (1) und (2)]: 


| d 
d.h. mit Gl. (10) und (11) ist 
NM. (13) 
Abb. 27 Die zeitliche Ableitung des Drehimpulses ist dem 


Drehmoment gleich. Das ist der Drehimpulssatz 
für den Massenpunkt; seine Ähnlichkeit mit dem Impulssatz © = 5 ($6, 2b) 
ist offensichtlich. Dieser mit dem Impulssatz, d. h. dem 2. Axiom, äquivalente 
Satz enthält als spezielle Fälle die für die Zentral- und Axialkräfte erhaltenen 
Flächensätze. Eine Zentralkraft bzw. eine Axialkraft läßt sich nämlich dadurch 
charakterisieren, daß ihr Moment um das Zentrum O bzw. um eine Gerade (die 
die z-Achse sein möge) verschwindet. Man hat somit 


für Zentralkräfte (M = 0): N = m[ti] = const, (14) 
für Axialkräfte (M,=0) N, = m[tt], = const. i (15) 


Gl. (14) ist der Erhaltungssatz des Drehimpulses, der inhaltlich mit dem Flächen- 
satz (4) gleichbedeutend ist, jedoch zur Verallgemeinerung eine geeignetere 
Form besitzt (vgl. $ 28). 


$ 11. Die eingeschränkte Bewegung eines Massenpunktes. Reibung 
1. Die Bewegungsgleichungen; Zwangskräfte. Die Bewegung eines Massen- 


punktes wird oft durch bestimmte geometrische Bedingungen eingeschränkt: 
man sprieht dann — im Gegensatz zu den bisher angenommenen freien Be- 


1) Die Bezeichnungen Drehmoment, Drehimpuls und Drall werden vielfach nur bei 
Systemen von mehreren Massenpunkten verwendet, vgl. $ 28,1. 
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wegungen — von eingeschränkten (unfreien oder gebundenen) Bewegungen. Die 
vorgeschriebenen Bedingungen (,„Zwangsbedingungen‘“‘) lassen sich in den 
häufigsten Fällen dadurch ausdrücken, daß der Massenpunkt andauernd auf 
einer gegebenen starren (ruhenden oder bewegten) Fläche oder Kurve - auf dem 
Schnitt zweier Flächen - bleiben muß. Dann müssen die (etwa rechtwinkligen) 
Koordinaten des Massenpunktes die Gleichung der Fläche 


fx. y,. 2,0) = (1) 
bzw. die Gleichungen der Kurve 
fi(& yv2.,)=0, h(&y2%1 =0 (2) 


in jedem Augenblick befriedigen. Im Falle ruhender Flächen oder Kurven tritt 
die Zeit tin den Gl. (1) und (2) nicht explizit auf. 


Es besteht die Frage, wie sich der den gegebenen Bedingungen unterworfene 
Massenpunkt bewegt, wenn an ihm eine gegebene Kraft % angreift. Da im 
Sinne des im $ 6 besprochenen Kraftbegriffes jeder Einfluß auf die Bewegung 
der Wirkung einer Kraft zuzuschreiben ist, kann der Einfluß der vorgeschrie- 
benen Bedingungen durch eine geeignete Kraft, dieZwangskraft (oder Reaktions- 
kraft) %', ersetzt werden, so daß, wenn diese Kraft % zu der auf den Punkt 
wirkenden gegebenen Kraft - der von außen her „eingeprägten Kraft“ % - 
addiert wird, der Massenpunkt sich als freier Punkt bewegt. Es gilt also die 
Gleichung 


mi=S+%: (3) 


in der aber die Zwangskraft % unbekannt ist, sie wird eben durch Gl. (3) er- 
klärt. Da jedoch die Zwangskraft nur das Hinaustreten des Massenpunktes aus 
der Fläche verhindern soll, kann (unter Vernachlässigung der Reibung) an- 
genommen werden, daß sie für die Bewegung längs der Fläche keine Rolle spielt: 
sie besitzt keine Tangentialkomponente. Mit anderen Worten: man kann an- 
nehmen, daß die Zwangskraft senkrecht zur (ruhenden oder bewegten) Fläche oder 
Kurve steht. So naheliegend dies auch ist, ist es eigentlich doch eine Annahme, 
die aus den Axiomen nicht folgt. 


Zu der gegebenen Fläche ft, £) = 0 oder f(x, y, 2, t) = 0 steht nun auch der 
Vektor grad f senkrecht, so daß die Zwangskraft von folgender Form ist: 


% = Agradf, (4) 


wobei A einen vorläufig unbestimmten Faktor bedeutet. In Gl. (3), die drei 
Gleichungen umfaßt, sind also vier Unbekannte enthalten: die drei Kom- 
ponenten des gesuchten Ortsvektors r und A. Die fehlende vierte Gleichung 
wird jedoch die Flächengleichung f = 0 liefern. Als Schlußergebnis lauten also 
die Bewegungsgleichungen eines an die Fläche f(t,t) = 0 gebundenen Massen- 
punktes: 


mi=%H+tAgradf und fvt)=0 (5a) 
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oder in rechtwinkligen Koordinaten: 


u fo ,_ ff ._ 
mi=X +), min, mi>=Z +) — 


!,y,2s,) =. 


Bei einer vorgeschriebenen Kurve mit den Gl. (2) kann jeder zur Kurve senk- 
rechte Vektor und damit auch die Zwangskraft %’ in der Form 


% = A,gradf, + A,gradf, (6) 


geschrieben werden. Es sind also die Bewegungsgleichungen eines an die Kurve 
fh = 0; fa = 0 gebundenen Massenpunktes: 


of 


02 
und (5b) 


| mi=%+ Agradf, +%grad, hi =0, h=0 (7a) 
oder. | 
1) Ö 
m&—-X + 152 nn .. h®&%23)=0, h&y2%0)=0, (7b) 


also fünf Gleichungen mit fünf Unbekannten. [Die Gl. (5b) und (7b) sind Spe- 
zialfälle der LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen 1. Art (vgl. $ 31).] 

Bei der Lösung der Gl. (5b) bzw. (7b) werden gewöhnlich zuerst die „LA- 
GRANGEschen Multiplikatoren“ A bzw. A, und A, bestimmt. Zu diesem Zweck 
wird - z.B im Fall einer ruhenden Fläche - die Flächengleichung f(x, y, 2) = 0 
zweimal nach der Zeit differenziert: 


a 9, , 9%, f, 
dt da” y’ sn 92 ” 
dt of, 9; ur 07: 
tt Tr mi 
(8) 
Setzt man in die letztere die aus den ersten drei Gleichungen (5b) folgenden 
Werte von ä, ö, 2 ein, so kann A aus der so erhaltenen Gleichung als Funktion 
von %, 9, 2,%, 9, 2 berechnet werden: A=A(z,..., 2). Dieser Ausdruck wird 
dann in die ersten drei Gleichungen (5b) eingesetzt, und damit wird das Pro- 
blem auf eine Integration der drei Bewegungsgleichungen zurückgeführt. 

Wurde A bestimmt, so wird die Zwangskraft %' aus @I. (4) bzw. '(6) erhalten. 
Nach dem Wechselwirkungsgesetz gibt dann — %’ die durch den Massenpunkt auf 
die Fläche bzw. Kurve ausgeübte Kraft an, deren Kenntnis bei vielen technischen 
Anwendungen besonders wichtig ist. 

Will man nur die Bewegung - nicht aber die Zwangskraft — bestimmen, so ist 
im Falle einer vorgeschriebenen Kurve oft vorteilhafter, anstatt der Gl. (7b) 
von der Tangentialkomponente der in (3) stehenden Vektorgleichung aus- 
zugehen. Der Ort des Massenpunktes an der Kurve kann durch eine einzige An- 
gabe, nämlich durch die Bogenlänge (den Weg) s charakterisiert werden. Die 
Tangentialkomponente von {ist (nach $4) 8, und in den Punkten der Kurve 


dry x Rn EFE 
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läßt sich die Tangentialkomponente F, der eingeprägten Krait — im all- 
gemeinsten Fall als Funktion von s, sund i- angeben. Somit und wegen F}, = 0 
hat man zur Berechnung der Bewegung auf der Kurve die Gleichung 


ms = F,(s, 8,1). (9) 


Das entsprechende Verfahren kann in einfachen Fällen auch bei der Bewegung 
auf einer Fläche angewendet werden. 


2. Beispiel: Bewegung auf der schiefen Ebene. Auf den Massenpunkt, der sich 
auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel « befindet, möge als ein- 
geprägte Kraft nur die Schwerkraft wirken. Bei dieser einfachen Aufgabe führt 
die bei Gl. (9) erwähnte Kräftezerlegung unmittelbar zum Ziel. Die tangentiale 


X(=X,) 


Jr 


Abb. 29 


Kraft 5, ist jetzt in jedem Punkt der schiefen Ebene dieselbe: sie zeigt längs 
der schiefen Ebene nach unten und hat den Betrag mgsin«. Demnach lauten 
in dem in der schiefen Ebene nach Abb. 28 liegenden x,, y)-Koordinatensystem 
die Bewegungsgleichungen: 


mä)=0, mi, = mgsine. (10) 


Die Bewegung ıst also die aus der Kinematik bekannte konstant beschleunigte 
Bewegung, die sich vom Wurf nur dadurch unterscheidet, daß die Beschleuni- 
gung entlang der schiefen Ebene nach unten gerichtet und ihr Betrag g sinx 
ist (GALILET). Wird der Körper bei ti = 0 einfach losgelassen, so gilt 


1 
u=®6d,; Y=7gsine- iM. (11) 


Bei anderen Anfangsbedingungen, im allgemeinen Fall, bewegt sich der Punkt. 
in der schiefen Ebene auf einer Parabelbahn. 

Zur Illustration des allgemeinen Verfahrens wollen wir die Bewegung auch 
auf Grund der Gl. (5b) darstellen. Im üblichen, nach Abb. 29 gewählten 
Koordinatensystem lautet die Gleichung der schiefen Ebene 


f&,y,2)=z2— ytanz =. (12) 


Dies ist die vierte Gleichung von (5b), nach der die ersten drei Gleichungen 
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mö=0, mj=—Atana, mi=mg +1 (13) 
sind. Gl. (12) ergibt mit m multipliziert und zweimal nach der Zeit differenziert 


mi — miüjtanz=(. 
Das geht wegen (13) in 
mg+i-+ tanz =mg EOE DERR 
cos? x 
über, woraus 
A=— mgcosa . (14) 


folgt. Somit erhalten die Bewegungsgleichungen (13) die folgende Form: 
&=0, j=gsinacosa, ä= gsin?e. (15) 


Ihre Lösung kann sofort angeschrieben werden und führt zu dem schon be- 
kannten Resultat. Zwischen den jetzigen und: den vorigen Koordinaten be- 
stehen nämlich nach den Abbildungen 28 und 29 die folgenden Zusammen- 
hänge: 

t=% Y=yc0osa, 2= y, sine, (16) 


und mit diesen folgen aus (15) die Gl. (10). - Die Komponenten der Zwangs- 
kraft 5% = Agradf sind auf Grund von Gl. (14) und (12) 


0) 
X = =0, Y’= mgsinz cosa, Z’ = — mg cos?«. (17) 
Diese bedeuten, wie es leicht festzustellen ist, eine zu der schiefen Ebene senk- 
recht nach außen gerichtete Kraft vom Betrag F’ = mg cosa. 


3. Im Falle einer ruhenden Fläche oder Kurve ist die Arbeit der Zwangskraft 
Null, da die Verrückung tangential gerichtet ist, d. h. senkrecht zur Zwangs- 
kraft steht. (Bewegt sich die Fläche oder die Kurve, so tritt zur tangentialen 
Verrückung des Massenpunktes noch die Verrückung der Fläche hinzu, so daß 
die resultierende Verrückung im allgemeinen auch eine zur Fläche senkrechte 
Komponente besitzt; in. diesem Fall ist der obige Satz nicht gültig.) Bei der 
Berechnung der Arbeit braucht man also — z. B. in dem Satz von der kine- 
tischen Energie — nur die eingeprägte Kraft in Betracht zu ziehen. Der mecho- 
nische Energiesatz gilt deshalb auch für die Bewegung auf ruhenden Flächen oder 
Kurven, wenn die eingeprägten Kräfte konservative Kräfte sind. Wird z.B. ein 
Massenpunkt aus der Höhe 2 entweder frei fallengelassen oder längs einer ruhen- 
den schiefen Ebene oder irgendeiner anderen Fläche oder Kurve losgelassen, 
so ergibt sich die Endgeschwindigkeit des Punktes in jedem Falle (reibungslose 


i 1 
Bewegung vorausgesetzt, aus der Energiegleichung > mv? +0 = 0 +mgz2): 
4. Die Bedingungsgleichungen hatten bisher die Form 
2,92.) =. (19) 
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Dieselbe Bedingung kann auch in differenzieller Form dargestellt werden: 


ö 
= z,de + 5,40 Sa: ae Ta=0; (20) 


durch ihre Integration würde man wieder Gl. (19) erhalten. Es kommen jedoch 


(eher allerdings bei zusammengesetzten Systemen) auch Bedingungsgleichun- 
gen von der Form 


ade +ady+a,sd2+a,d=0 [mita,=a;(z, y, 2 t)] (21) 


vor, die nicht integrierbar sind, d.h. die linke Seite von Gl. (21) keın voll- 
ständiges Differential ist. Die durch eine Gleichung vom Typ (19) oder (20) - 
also durch eine zwischen den Koordinaten selbst und eventuell der Zeit be- 
stehende Gleichung - ausdrückbare Bedingung wird holonome, die vom Typ (21), 
d. h. die nur durch die Differentiale der Koordinaten und eventuell der Zeit 
ausdrückbare Bedingung, hingegen nichtholonome (anholonome) Bedingung 
genannt. In beiden Gruppen wird eine die Zeit explizit nicht enthaltende Be- 
dingung als skleronom und eine auch die Zeit enthaltende Bedingung als rheo- 
nom bezeichnet. Nach diesen Benennungen bedeutet z. B. eine ruhende Fläche 
f(x, 9,2) = 0 eine holonom-skleronome, eine bewegte Fläche f(x, y, 2,1) = 0 
eine holonom-rheonome Bedingung. Es gibt auch Bedingungen, die durch 
Ungleichungen gegeben sind, z. B. ist bei einem Massenpunkt, der an einem 
undehnbaren Faden von der Länge /! aufgehängt ist — bei einem Fadenpendel -, 
die Bedingung genau genommen: r?< l?oder 2? + y? +2? <s !?. Jenachdem, ob 
Gleichungen oder Ungleichungen als Nebenbedingungen auftreten, spricht man 
von zweiseitigen oder einseitigen Bindungen. 

Die Anzahl unabhängiger Koordinaten, die zur Bestimmung der Lage eines 
Massenpunktes notwendig ist — mit anderen Worten: die Anzahl der Freiheits- 
grade —, wird durch jede holonome Bedingungsgleichung um eins vermindert. 
Der im Raum frei bewegliche Massenpunkt besitzt drei Freiheitsgrade, der an 
eine vorgeschriebene Fläche bzw. Kurve gebundene Massenpunkt hingegen 
zwei bzw. einen Freiheitsgrad. Durch eine weitere Bedingung wird die Lage 
.des Punktes vollkommen festgelegt. 


5; Die Reibung. Alle bisherigen Betrachtungen haben sich auf reibungsfreie 
oder ideale Systeme bezogen, mit denen sich die sogenannte reine Mechanik be- 
faßt. Das verwickelte Problem der Reibung gehört eigentlich nicht in den Kreis 
der Mechanik’des Massenpunktes, da aber der auf der Fläche eines festen Kör- 
pers gleitende (nicht rollende!) Festkörper bei vielen Aufgaben als Massenpunkt 
betrachtet werden kann, sei das auf die Gleitreibung bezogene CouLomBsche 
Reibungsgesetz hier erwähnt. Nach diesem empirischen Gesetz ist die Richtung 
der bei der Reibung auftretenden Reibungskraft # der Geschwindigkeit v des 
Körpers entgrgengesetzt, und ihr Betrag ist dem Betrag N der zur Fläche 
senkrechten Druckkraft („Normalkraft‘) proportional: 


R=uN, (22) 
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wobei der Proportionalitätsfaktor u der Koeffizient der Gleitreibung ist (z.B. 
zwischen Stahl und Stahl u = 0,03 — 0,09). Da nach dem über die Zwangskralt 
Gesagten [siehe Gl. (4) und (6)] 


N=|Agradf| (bzw. N=|A,grad fi + A, grad fs |) (23) 
und der der Geschwindigkeit entgegengesetzte Einheitsvektor — — ist, lautet 


der vektorielle Ausdruck für die Reibungskraft: 
1) 


Die Reibung kann also bei Bewegungen auf vorgeschriebenen Flächen bzw. 
Kurven in Betracht gezogen werden, ındem man ®R zu der in den Bewegungs- 
gleichungen auftretenden eingeprägten Kraft % 
addiert, wodurch natürlich das Problem ver- 
wickelter wird. 

Ein einfaches Beispiel: das Gleiten auf der schie- 
fen Ebene. Da hier N = mgcosa (Abb. 30), gilt bei 
einer Bewegung abwärts: 


ms = mg sin« — umg Cosa, 
also 


S=a= g(sin« — u cose). (25) 


Abb. 30 Der (mit einer gewissen Anfangsgeschwindigkeit 

abgestoßene) Körper würde sich ohne Beschleu- 

nigung auf einer schiefen Ebene von solchem Neigungswinkel g bewegen, für 
den die Gleichung sing — u cosp =), d.h. 

tano = u (26) 

besteht. Dieser Reibungswinkel p von sehr anschaulicher Bedeutung wird oft 

statt u zur Kennzeichnung von reibenden Stoffen benutzt (zwischen Stahl und 


Stahl z.B. ist 9 = 2° — 5°). Durch die Einführung von o kann Gl. (25) auch 
folgendermaßen geschrieben werden: 


sin(&. — @) 


28 coso 


(27) 
Bei einer Aufwärtsbewegung besitzt in Gl. (25) das Glied mit u entgegengesetztes 
Vorzeichen, so daß 

. sin(& + 9) 

= 0 —. 2 
nr (28) 
Von der gleitenden Reibung ist die Reibung der Ruhe oder Huftreibung zu 

unterscheiden: der auf einer ebenen Fläche ruhende Körper bleibt unter der 
Wirkung der ihn angreifenden tangentialen Zugkraft F', in Ruhe, solange 


F,<wN. (29) 
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ü,, der Koeffizient der Haftreibung, ist erfahrungsgemäß etwas größer als das 
obige u. Das durch tan, = u, definierte 9, ist der Neigungswinkel.der schiefen 
Ebene, bei dem das Gleiten gerade zustande kommt. 
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1. Unsere bisherigen dynamischen Ergebnisse haben auch das Problem der 
Statik beantwortet: welche Bedingungen müssen die auf den Massenpunkt wir- 
kenden Kräfte befriedigen, damit sich der Punkt im Gleichgewicht befinde. 
Unter Gleichgewicht wird der Zustand der Ruhe oder der gleichförmigen, gerad- 
linigen Bewegung, d.h. das Fehlen einer Beschleunigung, verstanden. Wenn wir 
also in die Bewegungsgleichungen des vorigen Paragraphen i = 0 einsetzen, 
so erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen. Somit folgt aus Gl. (11,3) 


I+V=0, (M) 


im Gleichgewichtsfalle ist die Resultante aller am Massenpunkt angreifenden 
Kräfte - im allgemeinen Falle der eingeprägten und der Zwangskräfte - Null. (Mit 
anderen Worten: „die Kräfte sind im Gleichgewicht‘.) Soviel wissen wir natür- 
lich unmittelbar auch aus den Axiomen, aber aus unseren vorigen Ergebnissen 
ist %° näher bestimmt. So lauten z.B. nach Gl. (11,5) im Falle eines an eine 
gegebene Fläche f(x, y, 2,1) = 0 gebundenen Massenpunktes die Gleichgewichts- 
bedingungen: 


5 +ıigradf=0 (X +35 =0-) (2) 


und 
vs y2t1 =VQ. (3) 


Im Falle einer Kurve gelten analoge Gleichungen [siehe (11,7)]. 

Bei der Lösung des Gleichgewichtsproblems ist die Rolle dieser Gleichungen 
folgende: Steht bei einer gegebenen eingeprägten Kraft 5% die Frage, in welchem 
Punkt (x, y, 2) der Fläche sich der Körper im Gleichgewicht befinde, so sind 
aus den obigen vier skalaren Gleichungen die Unbekannten (x, y, zund A) zu 
berechnen. Wird aber gefragt, welche Kraft % im Gleichgewichtsfall auf den 
im gegebenen Punkt (x, y, z) der Fläche befindlichen Körper einwirken müsse, 
so muß % nach Gl. (2) senkrecht zur Fläche stehen. Der Betrag der Kraft bleibt 
dann nebst A unbestimmt, das ist jedoch eine Folge der Natur des Problems: 
auf einer horizontalen Fläche z.B. befindet sich ein Körper von beliebigem Ge- 
wicht im Gleichgewicht. 

Beispiel: Der Massenpunkt mit dem Gewicht mg soll auf der Kugelfläche 


[zr?’+yP +2 —- ?—=(0 (4) 


bleiben ; inı welchem Punkt der Kugelfläche wird der Körper im Gleichgewicht 
sein? Da jetzt 
X=-0, Y=-0, Z=— mg 
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und 
of of öf ,, 
ra er er 
lauten die Gl. (2): 
rbb, 2Ay=0, — mg +24: =0. (5) 


Wir erhalten aus den ersten zwei Gleichungen und aus Gl. (4) 
el), Yyal zen; 


d.h., der Massenpunkt ist im obersten und untersten Punkt der Kugelfläche im 
Gleichgewicht. Aus der letzten Gleichung (5) ergibt sich A= + mg/2a, und 
somit sind die Komponenten der Zwangskraft in diesen beiden Punkten ge- 
geben zu 

of 


I 0, Y7=0, Z=mg. 
3 Y=0, Z mg 


X =7/ 


2. Eine andere Form der Gleichgewichtsbedingungen: das Prinzip der virtuellen 
Arbeit. a): Betrachten wir zuerst einen freien Massenpunkt; er ist im Gleich- 
gewicht, wenn % = 0. Wir erteilen nun diesem Punkt in Gedanken eine sehr 
kleine Verückung ör. Eine solche mögliche, nur gedachte kleine Verrückung 
wird virtuelle Verrückung (Verschiebung) genannt und zur Unterscheidung von 
der wirklichen Verrückung dr mit (auch bei der Variationsrechnung vorkom- 
mendem) ö bezeichnet: ör. Während die wirkliche Verrückung immer in einer 
gewissen Zeit dt erfolgt, wird die virtuelle Verrückung aus später zu erwähnen- 
den Gründen als „zeitlos“ angesehen: öt = 0. (Die ‚Geschwindigkeit‘ der vir- 
tuellen Verrückung ist unendlich groß.) Wenn nun der freie Massenpunkt im 
Gleichgewicht steht; so folgt aus % = 0: %ör = 0, d.h., die sogenannte vir- 
tuelle Arbeit ist Null. Umgekehrt, bei ganz beliebigem ör kann die Gleichung 
%ör = O nur dann bestehen, wenn % = 0 ist. Wir können demnach behaupten, 
daß ein freier Massenpunkt sich dänn und nur dann im Gleichgewicht befindet, 
wenn die bei einer beliebigen virtuellen Verrückung geleistete Arbeit Null ist: 
%5ö6r = 0. Diese Formulierung hat den Vorteil, daß sie auch für einen unfreien 
Massenpunkt verallgemeinert werden kann. 


b) Ein unfreier Massenpunkt — der an eine Fläche oder Kurve gebunden ist - 
befindet sich laut Gl. (1) dann im Gleichgewicht, wenn % + % = 0. Daraus 


folgt: 
FE+Nör=0. (6) 


Wir vereinbaren, von nun an unter virtueller Verrückung eine mit den Bedin- 
gungen verträgliche kleine Verrückung zu verstehen. Wir nehmen sie also längs 
der die Bedingung bedeutenden Fläche oder Kurve auf. Man beachte, daß 
während die wirkliche Verrückung dr des Massenpunktes nur bei einer ruhen- 
den Fläche oder Kurve in die Tangentialebene bzw. Tangente fällt ($ 11,3), liegt 
die virtuelle Verrückung ör auch im Falle einer bewegten Fläche oder Kurve 
immer tangential, denn in der als Null angenommenen Zeitdauer öt = 0 der 
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virtuellen Verrückung’ist die Fläche oder Kurve in dem betrachteten Zeit- 
punkt t als ruhend anzusehen (und darum kommt zum tangentialen ör keine 
aus ihrer Bewegung stammende senkrechte Komponente hinzu). Analytisch 
sieht man dies etwa im Falle einer Fläche f(x, y, 2, t) = 0 folgendermaßen ein. 
Die Koordinaten des Massenpunktes müssen auch zur Zeit + dt die Gleichung 
der Fläche befriedigen, d.h., es gilt fa +dv,y+dy,2+dz,t+di) =. 
Wenn wir die Differenz f(x + dx,...,‚E+dt) — f(x, ...,t) = 0 in’ eine Reihe 
entwickeln und uns wegen der Rleinheit von dx, ...., di nur auf den linearen Teil 
beschränken, so erhalten wir 


of 


9%] 
Fer’ 


y+7, Fa: + Frl =(. (7) 
Während also die wirklichen Verrückungen (dx, dy, dz) der Gl. (7) genügen, 
müssen die virtuellen Verrückungen (öx, öy, 62) — wie sich das ganz ähnlich 
jedoch mit öt = 0 ergibt — die Gleichung 


of 
9x 


befriedigen. Aus Gl. (8) ist ersichtlich, daß ör in der Tangentialebene der Fläche 
liegt, dt aber nur dann, wenn Of/dti = 0, d.h., wenn die Fläche ruht. All- 
gemeiner: Im Falle einer zeitunabhängigen (skleronomen) Bedingung gehören 
die wirklichen Verrückungen in die Klasse der virtuellen Verrückungen (die 
Annahme öt = 0 ist dann unwesentlich), im Falle einer zeitabhängigen (rheo- 
nomen) Bedingung dagegen nicht. - Wenn wir die virtuellen Verrückungen als 
die „mit den Bedingungen verträglichen Verrückungen“ erwähnen, so ist dies 
immer nach den Gl. (7) und (8), also mit Berücksichtigung von d6i=0 zu 
verstehen. | 

Mit dem Begriff der virtuellen Verrückungen läßt sich die in $ 11 angewendete 
Grundannahme - nach der die Zwangskraft stets senkrecht zur Fläche oder 
Kurve steht (und daher nach dem Gesagten auch zur virtuellen Verrückung) - 
auch so ausdrücken, daB die Arbeit der Zwangskraft bei jeder virtuellen Ver- 
rückung verschwindet: 


öx + — . „os + ur? =0 (oder gradför = 0) (8) 


För=0. (9) 


(Diese Grundannahme ist im wesentlichen gleichwertig mit dem in $ 13 zu be- 
sprechenden D’ ALEMBERTschen Prinzip.) 

Somit ergibt aber G!. (6), daß im Gleichgewichtsfall %50r = 0, d.h. auch die 
virtuelle Arbeit der eingeprägten Kraft Null sein muß, und wir werden gleich 
unten beweisen, daß umgekehrt aus %ör = 0 das Gleichgewicht folgt, ähnlich 
wie für den freien Massenpunkt. Das ist das Prinzip der virtuellen Verrückungen 
oder Prinzip der. virtuellen Arbeit: Ein an eine Fläche oder Kurve gebundener 
(oder freier) Massenpunkt ist dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn die Ar- 
beit der eingeprägten Kräfte bei jeder virtuellen Verrückung verschwindet, d. h. 


Sör=0 ode Xöx + Yöy+Zöz=0. (10a-b) 
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Daß dieses Prinzip zum Gleichgewicht nicht nur notwendig, sondern auch 
hinreichend ist, wollen wir für den Fall einer Fläche f(x, y, 2,1) = zeigen. 
Aus Gl. (10a) folgt nicht % = 0 (wie dies beim frei beweglichen Massenpunkt 
der Fall ist), weil ör nicht völlig beliebig ist, sondern seine Komponenten 
Gl. (8) befriedigen müssen. Aus Gl. (8) könnte man z. B. öx durch öy, öz aus- 
drücken und somit auch die virtuelle Arbeit (10b) in der Form Aöy + Böz 
schreiben, wobei A und B leicht zu bestimmende Ausdrücke sind. Da öy und 62 
ganz beliebig gewählt werden können, muß A = 0, B = O sein; diese Gleichun- 
gen bedeuten die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen. 

Dieses Eliminationsverfahren führt zu unsymmetrischen Formeln. Viel leich- 
ter zu übersehen ist die Methode des LaAGRANGEschen Multiplikaltors, die man 
auch in der Mathematik oft verwendet. Wir addieren zu %Ööt = 0 die mit dem 
vorläufig unbestimmten Faktor A multiplizierte Gleichung gradf ör = 0: 


(5 + Agradf\)ör=(0, 


bzw. 


(X +232)5 + (Y+aSf)öy + (2+280)82=0. (11) 


Wir wissen, daß zwei der Komponenten von ör frei gewählt werden können, die 
dritte, etwa öx, jedoch nicht. A wird nun so bestimmt, daß in al. (11)X + 17, 4 
— 0 sei. Dann aber müssen auch die anderen zwei ähnlichen Ausdrücke ver- 
schwinden, weil ihre Koeffizienten’öy und ö2 ganz beliebig sind. Es gilt also das 
völlig symmetrische Gleichungssystem 


x+ıT _ 0 vııl-o, EL 
0x Oy 02 (12) 
oder 


Zusammen mit der Flächengleichung f(x, y, 2, t) = 0 sind dies in der Tat die 
schon bekannten Gleichgewichtsbedingungen (2) und (3). Ist die Bedingung 
durch eine Kurve mit den Gleichungen f, = 0, fa = 0 gegeben, so könnte man 
ganz ähnlich durch zwei Multiplikatoren A, und A, die den Gl. (11,7a) ent- 
sprechenden Gleichgewichtsbedingungen erhalten: 


5 + A,gradf, + %,grad, = 0, h=0, =0. (13) 


Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist also den bekannten Gleichgewichts- 
bedingungen gleichwertig, führt aber in vielen Fällen einfacher zum Ziel, weil 
die Arbeit der eingeprägten Kraft oft leicht berechnet werden kann. Die wirk- 
liche Bedeutung des Prinzips werden wir in seiner allgemeineren Form bei den 
Punktsystemen und Mechanismen kennenlernen ($ 30). 


c) Zum Prinzip der virtuellen Arbeit kann man auch anders gelangen. Wenn der als 
ruhend angenommene Massenpunkt von der Kraft 5% + % angegriffen wird, dann wird 
unter ihrer Wirkung der Massenpunkt im alleemeinen in der Richtung der resultierenden 
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Kraft 5 -+ 5° verschoben, so daß die Arbeit der resultierenden Kraft bei der kleinen Ver- 
rückung ör positiv ist: ($ + %)ör > 0. Daraus folgt nach der Grundvoraussetzung (9) 
(3’ör = 0), daß auch die Arbeit der eingeprägten Kraft positiv ist: $6r > 0. Wenn da- 
gegen die vorgeschriebene Bedingung eine virtuelle Verrückung, bei der die Arbeit der 
eingeprägten Kraft positiv sein würde, nicht gestattet, dann kann sich der Massenpunkt 
aus seiner Ruhelage. nicht verrücken, d.h., er ist im Gleichgewicht. 

Wie man auf Grund dieser Überlegung vermutet und wie das durch die Erfahrung be- 
stätigt wird, läßt sich das Prinzip der virtuellen Arbeit (für einen Massenpunkt) allgemeiner 
so formulieren: Ein Massenpunkt ist (bei „beliebigen“ eingeprägten Kräften und Bindungen) 
dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn die virtuelle Arbeit der eingeprägten Kräfte kleiner 
oder gleich Null ist, d.h. 


Sör s0 oder Xöxr-+ Yöy-+ Zör z 0; (14) 


bei zweiseitigen Bindungen gilt das Gleichheitszeichen. Im Falle zweiseitiger Bindungen ist 
nämlich — nach Definition — das Entgegengesetzte (— ör) irgendeiner virtuellen Ver- 
rückung ör = (öx, öy, öz) ebenfalls eine virtuelle Verrückung, bei der nach Gl.(14) 
3 (— dr) > 0 wäre; das Gleichgewicht ist also nur dann gesichert, wenn %ör — 0 ist, d.h, 
wir haben tatsächlich wieder Gl.(10a) gefunden. Ein Beispiel für eine einseitige Bindung 
bzw. für die Form (14) des Prinzips: Eine Kugel, die sich in einem mit seiner Spitze nach 
unten gewendeten Kegel befindet, ist unter der Wirkung der Schwerkraft im Gleichgewicht, 
jedoch ist die virtuelle Arbeit der Schwerkraft nicht Null, sondern negativ. (In dem trivia- 
len Fall eines auf einem horizontalen Tisch liegenden Körpers ist diese Arbeit für horizontale 
Verschiebungen Null und für andere mögliche Verschiebungen negativ.) 


d) Das Prinzip nimmt eine sehr einfache Form an, wenn die eingeprägte 
Kraft konservativ, d. h., wenn % = — gradV ist. Dann gilt nämlich (da 
gradV/ör—= 06V): | 

| Föor= — gradVör= —- 56V =0, 
also 

ö6V/ =0, (15) 


die vollständige Änderung (Variation) der potentiellen Energie verschwindet. 
Dies bedeutet offenbar, daß die potentielle Energie des Massenpunktes in Gleich- 
gewichtslage im allgemeinen einen Extremwert besitzt. (Sie kann z.B. auch eine 
Inflexionslage haben. Der Extremwert ist relativ zu denjenigen Nachbarlagen 
zu verstehen, die den vorgeschriebenen Bedingungen ebenfalls genügen.) Somit 
können wir z.B. von dem obenerwähnten, an die Kugelfläche gebundenen 
Punkt mit dem Gewicht mg sofort behaupten, daß er sich im obersten und 
untersten Punkt der Kugel im Gleichgewicht befindet. Wir werden die Gleich- 
gewichtslagen bei Punktsystemen im Zusammenhang mit einem allgemeineren 
Problem klassifizieren und nachweisen, daß die potentielle Energie in einer 
„stabilen“ Gleichgewichtslage ein Minimum besitzt. 
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1. Ähnlich wie die Gleichgewichtsbedingungen können auch die Bewegungs- 
gleichungen in einer einzigen Aussage zusammengefaßt werden, die sowohl 
bei freien als auch (zweiseitig) gebundenen Bewegungen des Massenpunktes 


5 Bud6, Mechanik 
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gleicherweise gültig ist. Bedeutet % wiederum die auf den Massenpunkt wir- 
kende eingeprägte Kraft und %' die Zwangskraft, die im Falle von Bindungen 
noch zu jener hinzukommt, so hat die Grundgleichung der Dynamik die Form 


SF —mi=0 oder ;—-mi=—F. (1) 


Bezüglich der Zwangskraft nahmen wir in $ 12,2b an, daß ihre virtuelle Arbeit 
verschwindet: % ör = 0. Diese Grundannahme ist nach Gl. (1) gleichbedeutend 
mit der Gleichung 
(5 — mi)ör=0 (2a) 
oder 
(X — mäi)öe +(Y —- mi)öy + (Z—- mi)dz2z=0, (2b) 


die man heute D’ALEMBERTsches Prinzip zu nennen pflegt. % — mi bedeutets” 
nach Gl. (1) die der Zwangskraft entgegengesetzt gleiche Kraft — %, d. h. nach 

$ 11,1 die Kraft, die der Massenpunkt auf die Bindungen ausübt (sie ist z. B. bei 
der schiefen Ebene die Normalkraft N = mg cos«, siehe Abb. 30). Man kann 
also % — mi als den Teil der eingeprägten Kraft ansehen, der keine Beschleuni- 
gung zustande bringt. Wird daher dieser Anteil treffend ‚verlorene Kraft‘ ge- 
nannt, so kann das Prinzip mit Worten folgendermaßen ausgedrückt werden: 
Der Massenpunkt bewegt sich so, daß die virtuelle Arbeit der verlorenen Kraft in 
jedem Zeitpunkt verschwindet. 

Aus dem D’ALEMBERTschen Prinzip lassen sich die Bewegungsgleichungen 
auf die im vorigen Paragraphen kennengelernte Weise ableiten. Im Falle eines 
freien Massenpunktes, wobei ör beliebig ist, wird die Bewegungsgleichung 
% — mi = 0 gewonnen; wenn jedoch Bedingungsgleichungen der Art (11, 1-2) 
vorliegen, so führt die Methode des Multiplikators zu den LAGRAngzschen 
Bewegungsgleichungen (11,5) bzw. (11,7). Das Prinzip enthält für {= 0.das 
Prinzip der virtuellen Arbeit, und seine wirkliche Bedeutung wird sich ebenfalls 
in seiner für Systeme erweiterten Form zeigen ($ 30). 


2, Die formale Rückführung der Dynamik auf die Statik; die D’ ALEMBERTsche 
Kraft. Das p’ALEMBERTsche Prinzip entwickelte sich historisch aus einer 
anderen Deutung der dynamischen Grundgleichung. Wenn man in Gl. (1) 
(— ma), d. h. das negative Produkt aus der Masse und der Beschleunigung des 
Massenpunktes als Kraft auffaßt und p’ALEMBERTsche (Trägheits-) Kraft!) 
nennt, ist aus dem Vergleich der Grundgleichungen der Dynamik: 


(S—- mi) +5 =0 

und der Statik: (3) 
3+%=0 

ersichtlich: Man kann das dynamische Problem formal auf ein statisches zurück- 


führen, wenn man zu der auf den Massesıpunkt wirkenden eingeprägten Kraft die 
D’ALEMBERTsche Kraft addiert. Obgleich dieser Satz — der als Ausgangspunkt 


1) Als Trrägheitskraft schlechthin bezeichnet man meist nicht diese, sondern eine der in 
$ 14 zu erwähnenden Kräfte. 
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des D’AÄLEMBERTschen Prinzips diente — nichts Neues enthält, ist er doch wich- 
tig, da mit seiner Hilfe die Gesetze der Bewegung oft auf bequeme und an- 
schauliche Weise aus den viel einfacheren Gesetzen des Gleichgewichtes be- 
stimmt werden können. So folgen z.B. aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit 
56 = 0 sofort die Form (2) des D’ALEMBERTschen Prinzips und aus den 
Gleichgewichtsbedingungen der Statik die Bewegungsgleichungen. 

Der Begriff der »’ ALEMBERTschen Kraft — die auch Trägheitswiderstand 
genannt wird — kann zu Mißverständnissen führen, deshalb verweisen wir auf 


das folgende. Die dynamische Grundgleichung ma = 5% selbst (% ist im all- 
gemeinen Fall die Resultante der eingeprägten und der Zwangskräfte) besagt 
über das kausale Verhältnis zwischen Kraft und Beschleunigung nichts. Es 
kann vereinbart werden, die Kraft als Ursache der Beschleunigung zu be- 
trachten; dies ist die wohlbekannte und bisher gebrauchte „dynamische Kraft- 
auffassung“. Die entgegengesetzte Vereinbarung, die man ‚statische Kraft- 
auffassung‘‘ nennen könnte, ist aber ebenfalls berechtigt, und mit ihrer Hilfe 
kann — entsprechend dem Verfahren der statischen Kraftmessung — die Be- 
deutung der Grundgleichung wie folgt formuliert werden: Auf den mit der Be- 
schleunigung a bewegten Körper wirkt auch die D’ALEMBERTsche Kraft 
— ma = %*, so daß die Resultante aller am Körper angreifenden Kräfte stets 


Null ist, d.h. S— ma=5 + %* =0. Diese zweierlei Vereinbarungen sind 
nur zwei verschiedene Ausdrucksweisen der Grundgleichung, und darum 
können alle beide angewendet werden, doch nicht gleichzeitig: Im Falle der dynami- 
schen Auffassung ist es sinnlos, von der D’ALEMBERTschen Kraft zu sprechen, 
und nach der statischen Auffassung - bei der die auf den Massenpunkt wirkende 
Gesamtkraft verschwindet — kann man die Kraft nicht als die Ursache der Be- 
schleunigung ansehen! | 

Beide Auffassungen können schon bei unseren einfachsten persönlichen Er- 
fahrungen auftreten. Wenn wir einen schweren Körper beschleunigt aufheben, 
dann fühlen wir eine größere Kraft als das Gewicht des Körpers (bzw. wir üben 
sie aus) und können diese Kraftdifferenz als Ursache der Beschleunigung an- 
sehen. Andererseits können wir jedoch behaupten, daß wir infolge der Be- 
schleunigung des Körpers eine größere Kraft fühlen, so, als hielten wir einen 
schwereren Körper als den vorigen im Ruhezustand. Der Versuch in quanti- 
tativer Form: ein Körper mit der Masse m wird durch Einschaltung einer Feder- 
waage beschleunigt, z.B. so, daß an den über eine feste Rolle laufenden Faden, 
der am oberen Ende der Federwaage befestigt ist, ein entsprechendes Gewichts- 
stück gehängt wird. (Diese sogenannte Atwoopsche Fallmaschine werden wir 
später genauer untersuchen, hier beschreiben wir nur die Bewegung von m.) 
Wenn sich der Körper z.B. aufwärts mit der konstanten Beschleunigung a be- 
wegt, so zeigt die Federwaage eine größere Kraft F an als das Gewicht mg. Die 
Beschreibung lautet in dynamischer Auffassung: Die am Körper angreifende, 
aufwärts zeigende resultierende Kraft # — mg verursacht eine aufwärts ge- 
richtete Beschleunigung vom Betrag 


(4) 
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Nach der statischen Auffassung lautet dies: Die aufwärts zeigende Kraft F 
steht mit der Summe des Gewichtes des Körpers und der ebenfalls abwärts 
gerichteten D’ALEMBERTschen Kraft im Gleichgewicht: 


mg+tma=Ff, (5) 


was mit Gl. (4) übereinstimmt. Wir können das gemäß der statischen Auf- 
fassung kurz so ausdrücken, daß das Gewicht eines aufwärts beschleunigten 
Körpers größer, eines abwärts beschleunigten kleiner geworden ist; im beson- 
deren ist ein frei fallender Körper gewichtslos. Im Sinne unserer ursprünglichen 
Kraftdeutung kann dies natürlich nicht behauptet werden, weil eben das Gewicht 
die Ursache der Beschleunigung g ist. Ähnlich könnten wir auf beide Weisen z.B. 
die Erscheinung behandeln, daß beim plötzlichen Niederkauern einer auf einer 
Waage stehenden Person die Waage ein kleineres Gewicht zeigt. Ein weiteres 
wichtiges Beispiel: 


3. Bewegung auf einer vorgeschriebenen Kurve. In diesem Falle ist es zweck- 
mäßig, die Grundgleichung 


mi=%+% odr $+% -mi=0 (6) 


mit den nach der Richtung der Tangente t, der Hauptnormale n und der Bi- 
normale b der Kurve genommenen Komponenten der Beschleunigung und 
Kraft zu schreiben. Nach der in der Kinematik kennengelernten Zerlegung 
(3,13) und ünter Beachtung, daß die Tangentialkomponente der Zwangskraft 
F, = 0 ist, sind die drei der Gl. (6) entsprechenden Gleichungen folgende: 


FR-mi=0, (7a) 
v2 

F + - m =d,; (7b) 
R 


(Hierin ist v der Betrag der Geschwindigkeit, R der Krümmungsradius; diese 
Größen sowie die sämtlichen Kraftkomponenten sind im allgemeinen Fallin ver- 
schiedenen Punkten der Kurve verschieden.) Gl.(7a) ist gerade die bekannte 
Bewegungsgleichung (11,9): mö = F,, die besagt, daß die Tangentialkompo- 
nente F, der eingeprägten Kraft die Größe der Geschwindigkeit ändert. Wenn 
speziell F, = 0 ist - wir stoßen z.B. eine Kugel in einem Kanal ab, der in einer 
horizontalen Unterlage gegraben ist, und überlassen die Kugel sich selbst -, so 
ist v konstant. Gl.(7c) drückt das Gleichgewicht der in der Richtung der Bi- 
normale wirkenden Kräfte aus: in dem eben jetzt erwähnten Beispiel ist das 
Gewicht der Kugel durch die aufwärts zeigende Reaktionskraft kompensiert. 
Hinsichtlich der gebliebenen Gl.(7b) gab es viele Mißverständnisse; ihre Be- 
deutung ist die folgende. 
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a) Nach der dynamischen Kraftauffassung: Die nachdem Krümmungsmittel- 
punkt gerichtete Zentripetalbeschleunigung v?/R wird von der auf den Körper 
‘in derselben Richtung wirkenden. Zentripetalkraft (Normalkraft) verursacht, 
deren Betrag mv?/R gleich F„+ F,, d.h. gleich der Summe aus der Normalkom- 
ponente der eingeprägten Kraft und der Zwangskraft ist. Die Zentripetalkraft 
wird also in unserem obigen Beispiel auf den Körper durch die Wand des Kanals 
ausgeübt, und bei dem in einer vertikalen Ebene an einer Schnur herumgeschleu- 
derten Körper setzt sie sich zusammen aus der von der Schnur auf den Körper 
ausgeübten Zwangskraft und der jeweiligen Normalkomponente des Gewichtes 
des Körpers. Andere Begriffe sind zur Deutung der Bewegung nicht nötig. 
(Wenn wir nach der Gegenkraft der Zentripetalkraft fragen, so ist diese nach dem 
dritten Axiom die längs der Hauptnormale nach außen zeigende Kraft, deren 
Betrag ebenfalls mv?/R ist, die aber nicht auf den Körper, sondern auf die Füh- 
rung wirkt - in unseren Beispielen auf die Wand des Kanals bzw. durch Ver- 
mittlung der Schnur auf unsere Hand -, und dies ist nicht die Kraft, die man 
im allgemeinen Zentrifugalkraft zu nennen pflegt.) 


 b) Nach der D’AremBeErtschen Auffassung besagt Gl. (7b) folgendes: Mit 
der erwähnten Zentripetalkraft F_ + F, hält die entgegengesetzte, ebenfalls 
auf den Körper wirkende D  ALEMBERTSche Kraft vom Betrag mv?/R, die man 
auch Zentrifugalkraft (Flieh- 
kraft) nennt, das Gleichge- 
wicht. Daß diese nun auftritt tgenkraft Zentripetalkraft 
und den Körper angreift, ist 
auf Grund des vorigen leicht 
einzusehen. Wir verweisen 
wiederum auf die Tatsache, 
daß wir hier bei der Kraft- 
messung an die statische Me- 
thode denken müssen, die auf dem Gleichgewicht der Kräfte beruht. Zum 
Beispiel im Falle des an einer. Schnur im Kreise herumgeschleuderten Körpers 
zeigt die Dehnung der Schnur oder der zwischengeschalteten Feder einer 
Federwaage gleichzeitig die Zentripetal-. und Zentrifugalkraft an; natürlich 
bringen wir jetzt mit der Ursache der Beschleunigung keine dieser. beiden in 
Zusammenhang. [Die von der Schnur auf unsere Hand ausgeübte Zugkraft 
ist nicht die Zentrifugalkraft, sondern die NEwToNsche Gegenkraft der 
Zentripetalkraft, die in Richtung und Größe mit der Zentrifugalkraft über- 
einstimmt (siehe Abb. 31). Die Gegenkraft der Zentrifugalkraft ist die Kraft, die 
unsere Hand auf die Schnur ausübt; diese Kraft ist in der Abbildung nicht 
eingezeichnet.] — In der Zentrifugalkraft kommt die Trägheit des Körpers zum 
Ausdruck: der „Widerstand des Körpers‘ gegen die Richtungsänderung der 
Geschwindigkeit. 

In mv] R gebrauchen wir anstatt v oft die Winkelgeschwindigkeit 0= 3: 
die wir bei der Kreisbewegung eingeführt haben, aber offenbar auf jede Kurve 
verallgemeinern können, weil man die Bewegung auf einem sehr kleinen Stück 


Zentrifvgalkraft 
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der Kurve als eine Bewegung auf einem Kreis mit dem Radius R ansehen kann. 
Somit lautet der Ausdruck für die Zentripetal- und Zentrifugalkraft 


mv: 
Gp= "I > n=mw’R-n, (8) 


wobei n der Einheitsvektor der Hauptnormale der Kurve ist, der nach dem je- 
weiligen Krümmungszentrum zeigt. Die Beträge beider Kräfte sind also im 
Falle einer gegebenen Geschwindigkeit v dem Krümmungsradius R umgekehrt, 
im Falle einer gegebenen Winkelgeschwindigkeit ® dagegen R direkt pro- 
portional. 

Wir betonen, daß wir die Bewegungen bisher in jedem Fall in einem Inertial- 
system beschrieben haben. 


$ 14. Bewegte Bezugssysteme (Relativbewegung). Trägheitskräfte 


Die Grundgleichung ma = %, aus der die bisherigen Ergebnisse abgeleitet 
‚wurden, ist nach dem ersten Axiom im Inertialsystem gültig. Wir wollen jetzt 
untersuchen, welche Form die Grundgleichung in einem Bezugssystem X’ an- 
nimmt, das sich relativ zum Inertialsystem K auf eine bestimmte Weise bewegt. 
Die Behandlung dieser Frage ist einerseits deshalb 
wichtig, weil dadurch auch die Rolle des Inertial- 
systems erhellt, anderseits wäre es oft erwünscht, 
die Erscheinungen nicht im Inertialsystem (son- 
dern z.B. in den an die Erde oder an bewegte 
Fahrzeuge gebundenen Systemen) zu beschreiben. 
Der erste Teil des Problems ist die Bestimmung des 
zwischen den Beschleunigungen eines bewegten 
Punktes in X und K’ bestehenden Zusammenhangs 
und ist eine rein kinematische Aufgabe. Dazu sind 
einige Begriffe aus der Kinematik des starren Kör- 
pers nötig, da die Bezugssysterne immer in starren 
Körpern fixiert werden. 


1. Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit. Nehmen wir an, daß sich ein starrer 
Körper um eine feste Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht. Der Orts- 
vektor eines beliebigen Punktes P des Körpers, der aus irgendeinem Punkt O 
der Rotationsachse gezogen wird, sei tr. Dann ist der Betrag der Geschwindig- 
keit von P mit den Bezeichnungen der Abb. 32 gegeben zu 


v’= WO = wrsin®.. (1) 


Hinsichtlich der rechten Seite, die sich als Betrag eines Vektorproduktes deuten 
läßt, betrachtet man die Winkelgeschwindigkeit als einen Vektor: man trägt den 
Vektor ö von dem Anfangspunkt 0 aus mit dem Betrag w und einem solchen 
Richtungssinn auf der Rotationsachse auf, daß vom Endpunkt von & aus ge- 
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sehen die Drehung dem Sinne des Uhrzeigers entgegengesetzt scı. d.h., die 
Richtung von & möge mit der Drehung eine Rechtsschraube bilden. Durch die 
Einführung von @ können wir die Geschwindigkeit des obigen Punktes P auch 
hinsichtlich der Richtung einfach angeben: 


v = [öt], (2) 


da nach der Deutung des Vektorproduktes und der Abbildung p und [ör] gleiche 
Richtung besitzen und nach Gl. (1) auch ihre Beträge übereinstimmen. (Der 
Vektorcharakter von & wird streng in $ 45,3 bewiesen.) 


2. Die Kinemaltık der Relativbewegung. Bewegt sich relativ zu einem Bezugs- 
system K ein anderes System K’ auf gegebene Weise, so wird die Bewegung 
eines Massenpunktes von den in K und K’ befindlichen Beobachtern ver- 
schieden beschrieben. Es sei nun ge- 
fragt, wie der Zusammenhang zwi- 
schen den in den zwei Systemen 
beschriebenen Bewegungen, zwischen 
den beiden Geschwindigkeiten und 
den beiden Beschleunigungen lautet. 
Obgleich offenbar alle Bewegungen 
relativ und in der Kinematik beide 
Systeme vollkommen gleichwertig 
sind, nennt man dennoch oft der Be- 
quemlichkeit halber z. B. die auf K 
bezogene Bewegung eine „absolute“ 
und die auf K’ bezogene eine ‚‚rela- 
tive‘‘ Bewegung. 

Die Bewegung des Systems K’ selbst können wir in K so kennzeichnen, daß 


wir den die Anfangspunkte der beiden Systeme verbindenden Ortsvektor 00’ 
— 1, und die auf K bezogenen Komponenten der Einheitsvektoren (ti, j, F) 
von K’ als Funktionen der Zeit angeben. Wird nun der Ort des bewegten 
Punktes Pin K durch den Radiusvektor t = r(t), in X’ durch !’ = r/{f) ge- 
kennzeichnet, dann wird, wie Abb. 33 zeigt, der Zusammenhang zwischen den 
beiden Bewegungen durch 
t=u+r (3) 
ausgedrückt. | 
Den Zusammenhang der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen könnten 
wir durch zeitliche Differentiation erhalten. Es muß hier in Betracht gezogen 
werden, daß wir r’ auf K’ bezogen haben: Wenn die Koordinaten des Punktes P 
in K' x, y', z’ sind, dann ist 
r 2: Fr ve yy -£ Pr r, (4) 
Deshalb ergibt die Differentiation von Gl. (3) 
dı dy ‚dr ‚dy ‚df dx ., dy., , de’ 
aearlee tt en 
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Während also die Geschwindigkeit des Punktes P in X dr/dt ist, ist siein K’ 
nicht dr’/dt, sondern das letzte Glied der rechten Seite von Gl. (5). Dies wird 
mit d’r’/dt, das auf K’ bezügliche, bei festen t’, j’, F durchgeführte Differen- 
zieren allgemein mit d’/dt, das auf K bezügliche aber mit dem bisherigen d/dt 
oder mit einem Punkt bezeichnet. Das analytische Verfahren ist ziemlich lang- 
wierig; wir können auf folgende Weise schneller zum Ziel gelangen. 

“Wenn während der auf den Zeitmoment t folgenden Zeit dt das System K’ 
parallel zu sich seibst um di, verschoben wird, dann ist die Geschwindigkeit 
von O’ und jedes anderen im K’ festen Punktes P(r’) in dem Zeitmoment t 
dıjdt; diese Geschwindigkeit. wird Translationsgeschwindigkeit (b,,) genannt. 
Wenn aber das System K’ sich um eine durch den festen Anfangspunkt O0’ ver- 
laufende Achse mit der Winkelgeschwindigkeit & dreht, so ist in X die Mo-. 
mentangeschwindigkeit des in K’ festen Punktes P(r’) nach Gl. (2): [ör’]. Voll- 
ziehen sich beide Verrückungen in der Zeit dt, so ist die Geschwindigkeit in X 
des in X’ ruhenden Punktes P(r’), die sogenannte Führungsgeschwindigkeit, be- 
‘stimmt durch 


d 
1,= Te? +[arl). (6) 


Die geometrische Anschauung zeigt (und wir werden es in der Mechanik des 
starren Körpers beweisen), daß sich die allgemeinste kleine Verrückung von K’ 
aus der obigen elementaren Translation und. Rotation zusammensetzt, so daß 
Gl. (6) eine allgemeine Geltung besitzt. Natürlich sind i, und & im allgemeinen 
in jedem Zeitmoment verschieden. 


‘Wenn nun der Massenpunkt Pin K’ nicht ruht, sondern seine Momentan- 
' 


geschwindigkeit i inK’ 2: ra 'b’ beträgt, dann wird die Geschwindigkeit von P 


in K um v’ größer als. der Ausdruck (6) sein. Somit ist der Zusammenhang der 


Geschwindigkeiten in K und K’ von der Form 
di z dr a Dr 
rer ne (7) 


oder 


_ 


b=v +0, +lör]=v +p, (Ta) 


d.h., die „Absolutgeschwindigkeit‘“ v ist die Summe der Relativgeschwindigkeit v” 
und der Führungsgeschwindigkeit d,. 
Es sei hier bemerkt, daß Gl. (7) wegen t — t, = r’ auch so geschrieben wer- 
‘den kann: 
dt’ dr Br 
rg ler) (8) 


Dies gilt auch für jeden anderen Vektor X, da man ja unter dem obigen Punkt P 
den Endpunkt irgendeines Vektors W verstehen kann. Somit gelangen wir zu 
dem folgenden oft anwendbaren Satz: Zwischen den im System K und in dem 
relativ zu diesem mit der Winkelgeschwindigkeit & rotierenden Sysiem K’ be- 
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schriebenen zeitlichen Änderungen irgendeines Vektors X besteht die Relation 


dU PA 
— zz - m) N) | 5 
di dt er) (9) 


Sie ist - wie ersichtlich - von der Translationsbewegung von K’ unabhängig. 
[Dabei ist auch der Anfangspunkt des Vektors X unwesentlich: anstatt O’ kann 
es auch irgendein anderer Punkt Q sein. Der Vektor X mit dem Anfangspunkt Q 
kann nämlich als Differenz der Vektoren X, und X, vom Anfangspunkt O0’ ge- 
schrieben werden. Wenn wir Gl. (9) bezüglich X, und W, schreiben, dann zeigt 
die Differenz der zwei Gleichungen, daß (9) auch für den Vektor U, — WU, 
— X mit dem Anfangspunkt Q gültig ist.] Wenn in GI. (9) speziell = ö, dann 
ist wegen [öö] = 0 | 


ee (10) 


d.h., der Vektoı der Winkelgeschwindigkeit ö hat eine bevorzugte Rolle, seine 
zeitliche Änderung ist in beiden Systemen die gleiche. . 

Zur Bestimmung des Zusammenhangs zwischen den Beschleunigungen 
differenzieren wir Gl. (7a) nach der Zeit: 


b=09 +, +lör]+ ler. (11) 


Hier ist d = a die Beschleunigung des Punktes P in X, d, = a, die Trans- 
lationsbeschleunigung, dagegen bedeuten d’ und ti’ in dem ersten und dritten 
Glied der rechten Seite zeitliche Änderungen von Vektoren aus K’in K, deshalb 
formen wir diese um. Aus Gl. (9) erhalten wir mit X = v’: 


dv 

v’ erg + [80] = a’ + [ör], 
wobei a’ die Beschleunigung in K’ ist. Das dritte Glied der rechten Seite von 
Gl. (11) ist hingegen, wenn wir den Wert von t' = er aus Gl. (8) (mit den kür- 


di 
zeren Bezeichnungen t’ = bp’ + [ör’]) einsetzen: 


[öt’] = [öb’] + [olar']). 
Diese beiden letzten Gleichungen in (11) eingesetzt und die erwähnten Be- 
zeichnungen eingeführt, erhält man den Zusammenhang ‚zwischen den Be- 
schleunigungen in K und K'’: | 
a=0+ +[ölör]] + [ör] +2[or]. (12) 


Oft bezeichnet man — der Führungsgeschwindigkeit entsprechend - die aus K | 
beurteilte Beschleunigung eines in X’ ruhenden Punktes- P(r’), die sich also aus 
Gl. (12) mit vd’ = 0 und. a’ = O ergibt, als Führungsbeschleunigung: 


= + [öları] + [örll, (13) 
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und sehreibt GH. (12) in folgender Form: 
= !"+1,— 0, (12a) 


wobei das Glied a, = — 2 [&b’] (manchmal jedoch der entgegengesetzte Vektor) 
Coriolisbeschleunigung genannt wird. Nach Gl. (12a) können wir sagen: Die 
„Absolutbeschleunigung‘‘ a setzt sich additiv aus der Relativ-, der Führungs- und 
der Cortolisbeschleunigung zusammen. 

Damit haben wir die gestellte kinematische Aufgabe gelöst. Die nähere Be- 
deutung der letzten drei Glieder der rechten Seite von Gl. (12) werden wir im 
Zusammenhang mit der dynamischen Seite des 
Problems kennenlernen. 

Die in (12) stehende Größe a,= — [9[ar]]; 
die sogenannte Zentrifugalbeschleunigung, läßt 
sich auf Grund der aus der Vektoralgebra 
bekannten Identität 


[ABC] = BICNH — CAD) 


umformen. Mit den in Abb.34 eingeführten Be- 
Abb. 34 zeichnungen erhalten wir 


@ 


0,=- Blar]= -oWö)+r(8)=—al[ulo+ ro (14) 
= 0 (’ — u)= w#3, 

wobei der Vektor 3 die von der Drehachse aus gemessene gerichtete Entfernung 

des bewegten Punktes P bedeutet. 


3. Die Grundgleichung der Dynamik im System K’ erhält man aus Gl. (12), 
wenn man diese mit der Masse des materiellen Pünktes multipliziert. Das 
System K wird jetzt als Inertialsystem angesehen, in dem die Grundgleichung 
ma — % gültig ist. Daher folgt aus Gl. (12): 


Gilt inK: ma = $, dann gilt 
in K': ma’ = $ — ma, — m[ölar]] — m[ör'] — 2 m[öv’]. (15) 
Befassen wir uns nur mit K’, so können wir in r’, v’, a’ den Strich weglassen 


und die nach der Zeit auf K’ bezogene Differentiation statt mit d’/dt mit djdt 


oder einem Punkt bezeichnen. [Bei @ konnte man nach Gl. (10) auch bisher 
die auf K’ bezogene Differentiation verstehen.] Somit lautet die @rundgleichung 
der Dynamik im System K’ 


mt—=% — ma, — mlölör] — m[lör] — 2 m[öt]. (16) 


In K’ ist also das Grundgesetz mi = 7 der Mechanik nicht gültig, da auf der 
rechten Seite von Gl. (16) außer der am Massenpunkt angreifenden Kraft % 
- im allgemeinsten Fall - noch vier Größen stehen. Das Auftreten dieser Größen 
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kann der in K’ befindliche Beobachter, wenn er die Bewegung des Systems K’ 
relativ zu K kennt, eben der Bewegung seines eigenen Systems zuschreiben 
und auf zweierlei Art verfahren. Entweder verzichtet er auf die Beschreibung 
der mechanischen Erscheinungen mit der Begründung, daß er. nicht im „richti- 
gen‘“ System, d. h. nicht im Inertialsystem, sei. Oder will er doch in seinem 
System die mechanischen Erscheinungen deuten, so nimmt er zu der am 
Massenpunkt angreifenden Kraft % noch die vier obigen Glieder hinzu. Wenn 
speziell 5% = 0 ist, so kann er mit diesen vier Gliedern die Trägheit des Körpers 
beschreiben, nach der sich ein sich selbst überlassener Körper im Inertialsystem 
(nicht in X’!) ohne Beschleunigung bewegt. Wenn man also die erwähnten Glie- 
der z. B. Trägheitskräfte nennt, läßt sich die Bedeutung von Gl. (16) auch so for- 
mulieren: Die Grundgleichung der Mechanik kann in jedem Bezugss ystem angewendet 
werden, wenn man zu der Kraft 5, die am Massenpunkt im Inertialsystem angreift, 
die Trägheitskräfte addiert. Das Inertialsystem kann eben dadurch gekennzeichnet 
werden, daß in ihm keine Trägkeitskräfte auftreten. 

Auf Grund der vorangegangenen Ausführungen können wir vom Begriff der 
Trägheitskraft folgendes bemerken. Wenn man die den Massenpunkt angreifende 
Kraft als eine von den umgebenden materiellen Körpern bestimmte objektive 
Realität ansieht — die von solchen mathematischen Hilfskonstruktionen wie die 
Wahl des Bezugssystems nicht abhängig sein kann -, so kann man „Kraft“ nur 
die oben mit % bezeichnete Kraft nennen, die den Axiomen entsprechend die 
Beschleunigung a des Körpers im Inertialsystem zustande bringt (bzw. mit die- 
ser nach der Gleichung % = ma zusammenhängt). In diesem Sinne pflegt man 
zu sagen, daß die Trägheitskräfte nur von uns eingeführte, also nicht „wirk- 
liche“, sondern „fiktive“ Kräfte oder „Scheinkräfte“ sind. Ihre Benennung ist 
unwichtig, dagegen ihre Einführung sehr zweckmäßig, da sich die mechanischen 
Erscheinungen hierdurch in jedem ‚System in der vorher bekanntgegebenen 
Weise beschreiben lassen. Die Trägheitskräfte äußern sich für den in K’ befind- 
lichen Beobachter mit der gleichen Wirkung, sind ebenso meßbare Kräfte wie 
die „wirklichen“ Kräfte. 

Zwei der Trägheitskräfte haben besondere Namen erhalten: das dritte Glied 
der rechten Seite von Gl. (16) ist die Zentrifugalkraft, das fünfte Glied die Co- 
rvoliskraft. [Für die Kraft — ma,, siehe Gl. (13), ist die Bezeichnung Führungs- 
kraft gebräuchlich.] Die Rolle dieser Kräfte werden wir in den nachstehend an- 
zuführenden speziellen Fällen kennenlernen. 


4. Unbeschleunigte Translationsbewegungen ausführende Bezugssysteme. Das 
GALILEIsche Relativitätsprinzip. Führt K’ relativ zu X eine gleichförmige gerad- 
linige Translation aus - d.h. a, = O0 und® = 0 -, dann treten in K’ nach Gl. (15) 
keine Trägheitskräfte auf; die Grundgleichung ist also in beiden Systemen von 
der gleichen Form: ma = % bzw, ma’ = % odera=a’= %5/m. Wenn K kein 
Inertialsystem ist,so daßinma=% % die Resultante der „wirklichen“ und. der 
Trägheitskräfte ist, so stimmen nach Gl.(15) auch dann die Grundgleichungen 
in K und K’ überein: a = a’ = F/m. Wenn daher der in X’ befindliche Beob- 
achter in seinem eigenen System irgendeinen mechanischen Versuch ausführt, 
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findet er sein Resultat dem Resultat gleich, zu dem ein in K befindlicher Beob- 
achter bei seinem eigenen entsprechenden Versuch kommt. (Ein wohlbekanntes 
Beispiel: K ist die Erde, K’ ein Zug, der sich relativ zu ihr gleichförmig gerad- 
linig bewegt.) Folglich kann man von keinem einzigen System K, von keinem 
einzigen Punkt des Weltalls behaupten, daß er in „absoluter Ruhe“ sei, da man 
es mit demselben Recht von jedem relativ zu K gleichförmige Translations- 
bewegung ausführenden System behaupten könnte: man kann zwischen K 
und K’ mit keinem mechanischen Experiment einen Unterschied machen. In 
diesem Sinne kann keine absolute Ruhe und keine absolute Geschwindigkeit 
festgestellt werden. Das Vorstehende wird durch das Relativitätsprinzip der 
klassischen Mechanik oder das (lange nach GALILEIs Zeit erkannte) GALILEI- 
sche Relativitätsprinzip ausgedrückt: Bezugssysteme, die relativ zueinander eine 
unbeschleunigte Translationsbewegung ausführen, sind für die Beschreibung me- 
chanischer Vorgänge vollkommer, 
gleichwertig. Wenn speziell K ein 
Inertialsystem ist — erfahrungs- 
gemäß kann das an die Fixsterne 
gebundene System als solches be- 
trachtet werden -, dann istesauch 
jedes relativ zu diesem eine unbe- 
schleunigteTranslationsbewegung 
ausführende System: es gibt un- 
endlich viele Inertialsysteme. 

Das Relativitätsprinzip tritt 
häufig in analytischer Form auf. 
K’ bewege sich relativ zu K in der Richtung der zusammenfallenden x- bzw. 
x’-Achsen mit konstanter Geschwindigkeit v. Der Anfangspunkt beider Sy- 
steme sei für i = 0 gemeinsam. Dann lautet nach Abb. 35 der Zusammenhang 
der Koordinaten, d.h. die sogenannte GALILEI- Transformation: 


e=r—vi, Y-=y, ’=2. (17) 


Die Bewegungsgleichungen in X lauten: mä& = X,..., wobei die Kraftkom- 
ponenten X, Y, Z im allgemeinen Funktionen der Koordinaten und Geschwin- 
digkeitskomponenten des Massenpunktes und der Zeit sind. Genauer: Von der 
erwähnten Auffassung der Kraft ausgehend nimmt man an, daß die am Massen- 
punkt angreifende Kraft von der nur auf andere Körper bezogenen Lage und 
Geschwindigkeit des Massenpunktes, d.h. nur von Koordinaten- und Ge- 
schwindigkeitsdifferenzen, abhängt. Somit haben die Bewegungsgleichungen in 
K, wenn &,, Y,, 2, die Koordinaten anderer materieller Punkte bedeuten, die 
Form (wir schreiben nur die z-Komponente auf): 


MÄ = X(r — HUT ie 2 rs ). (18). 


Wenn wir nun mit der Transformation (17). zu dem System X’ übergehen, so- 
erhalten wir aus der vorigen Gleichung 


m® = X — u: Y — Yes — ud). (19) 
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Beide Gleichungen sind von der gleichen Form, und somit kann das GALILEI- 
scheRelativitätsprinzip auch folgendermaßen formuliert werden : Die Bewegungs- 
gleichungen der Mechanik sind gegenüber der GALILEI- Transformation invariant. 
(Die durch die Erfahrung bestätigte Gültigkeit des Relativitätsprinzips be- 
deutet eben in bezug auf die analytische Form der am. Massenpunkt angreifen- 
‘den Kräfte eine Beschränkung: Die Kräfte können nur von den relativen Ent- 
fernungen und den relativen Geschwindigkeiten der materiellen Punkte ab- 
hängen.) | | 
Die Verallgemeinerung und Vertiefung des Relativitätsprinzips der klassi- 
schen Mechanik ist das EInsTEinsche spezielle Relativitätsprinzip (1905), nach 
welchem: Bezugssysteme, die relativ zueinander eine unbeschleunigte Trans- 
lationsbewegung ausführen, nicht nur in mechanischer Hinsicht, sondern für 
die Beschreibung aller physikalischen Erscheinungen gleichwertig sind. Die 
physikalischen Gesetze sollen aber nach diesem Prinzip nicht gegenüber der 
GALILEI-Transformation (17), sondern der LoRENTZ-Transformation 


x — vi .c? 
De er ir '—_=y, !=2z, He 


u yı — oje . 1 — v2 


invariant sein, die nur für hinreichend kleine Geschwindigkeiten (v<c 
—= 3 - 1010 cm s!) in Gl.(17) übergeht. 


5. Beschleunigte Translationsbewegungen ausführende Bezugssysieme. Wenn 
sich das System X’ relativ zum Inertialsystem X mit der Beschleunigung a, 
ohne Drehung bewegt, so lautet nach (16) die Grundgleichung in K’ 


mi=% — may: (20) 


d.h., die Trägheitskraft ist — ma,,. Ihre Wirkung ist auch aus dem Alltag, z.B. 
bei der Anfahrt und beim Bremsen von Fahrzeugen, wohlbekannt. Die mechani- 
schen Erscheinungen sind in X’ und X (bei derselben Kraft %) verschieden, das 
GarıtEIsche Relativitätsprinzip gilt für relativ zueinander beschleunigte 
Systeme nicht. Wenn wir die am bewegten Massenpunkt angreifende „wirkliche“ 
Kraft % kennen, so können wir aus der Messung der in X’ auftretenden Träg- 
heitskraft die Beschleunigung a,, von X’ relativ zum Inertialsystem bestimmen. 

Für den Beobachter, der sich in einem nahe der Erde mit der Beschleunigungg 
abwärts fallenden System K’ befindet, ruht jeder fallengelassene Körper; das 
Gewicht mg des Körpers wird durch die. nach oben gerichtete Trägheitskraft'mg 
ausgeglichen. Wäre andererseits keine Schwerkraft vorhanden, so könnte der 
Beobachter in einem X’-System, das mit g aufwärts beschleunigt ist, die Träg- 
heitskraft für eine Schwerkraft halten, weil er diese Kräfte voneinander nicht 
unterscheiden kann. Diese Äquivalenz des entsprechend beschleunigten Systems 
und des (homogenen) Schwerefeldes, die auf dem für jeden Körper gleichen 
Wert von g, oder anders, auf der Gleichheit der trägen und der schweren Masse 
beruht (8 6,2), bildet die Grundlage der Eınsteisschen aligemeinen Relativitäts- 
theorie. 
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6. Rotierende Bezugssysteme. Wenn das System K’ relativ zum Inertialsystem 
nur eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit & ausführt, so lautet 
nach (16) die Grundgleichung in K’: 


mi=5+%, +9. +mlıö) (21) 


Sr = — m|[ölör]| = mw?3 (22) 


wobei 


die Zentrifugalkraft und 
3. = 2m [vo] = 2m [i@)] (23) 


die Corioliskraft ist. Hier bedeuten r den Ortsvektor des Punktes P mit der 
Masse m, d die Geschwindigkeit von Pin K’ und der Vektor 3 nach der Um- 
formung (14) die von der Drehachse aus gemessene, radial nach außen gerich- 
tete Entfernung von P (Abb. 34). Die Zertrifugalkraft ist also eine auf den 
Massenpunkt wirkende, von der Drehachse radial nach außen zeigende Kraft 
der Größe mw?s, von der (von einem anderen Gesichtspunkt aus) bei den 
D’ALEMBERTschen Kräften schon die Rede war; der dort gefundene Ausdruck 

(13,8) ist von Gl. (22) nur in den Bezeichnungen verschieden. Die Corioliskraft 
tritt nach Gl. (23) nur dann auf, wenn sich der Massenpunkt in dem rotierenden 
System bewegt. Ihre Richtung steht senkrecht zu der Drehachse des Systems 
und zu der (auf dieses System bezogenen) Geschwindigkeit des Massenpunktes, 
diese Kraft bestrebt sich also, den Punkt von seiner Bahn abzulenken. Ihr Be- 
trag ist 2m wv sind, wobei # den Winkel bedeutet, den die Geschwindigkeit v 
mit der Drehachse « bildet. Die den Differentialquotient von & enthaltende 
‘Kraft, in Gl. (21) das letzte Glied, tritt dann auf, wenn Größe oder Rich- 
tung der Winkelgeschwindigkeit (im letzteren Fall also die Richtung der Dreh- 
achse) zeitabhängig sind. Bei gleichförmig rotierenden Systemen verbleiben also 
nur zwei Trägheitskräfte: die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft. 

. Ein sehr einfaches Beispiel für ihre Bedeutung: Wir setzen eine an einer Feder- 
waage befestigte Kugel auf eine horizontale Platte, die wir in unserem Schoß 
auf einem Drehstuhl so halten, daß die Achse der Federwaage nach der Dreh- 
achse zeigt. Die Kugel befindet sich im rotierenden K’-System relativ zu uns 
im Ruhezustand, die Federwaage zeigt eine Kraft an. Diese radial nach außen 
(in diesem Fall in X’ stets in die gleiche Richtung) zeigende Kraft ist die 
Zentrifugalkraft, der die nach innen ziehende Kraft der Feder das Gleich- 
gewicht hält: die Resultante der auf die Kugel wirkenden Kräfte verschwindet. 
‘(Die Schwerkraft wird durch die von:der horizontalen Platte auf die Kugel aus- 
geübte Reaktionskraft kompensiert, die Corioliskraft ist wegen v = 0 Null.) 
Wenn wir die vor uns liegende Kugel loslassen oder radial nach außen stoßen, 
so beschreibt die Kugel auf der Platte eine von der radialen Richtung abwei- 
chende Linie (die wir anderen demonstrieren können, indem wir die Kugel 
rußig machen); die seitliche Abweichung wird von der zur Geschwindigkeit 
senkrechten Corioliskraft verursacht. Wenn wir auf dem Drehstuhl einen Kör- 
per von größerer Masse mit unseren Händen in Ruhe halten, dann ‚‚spüren‘ wir 
die Zentrifugalkraft unmittelbar; wir spüren auch die überraschend große 
Corioliskraft, wenn wir den Körper schnell bewegen. (Der Drehstuhl muß bei 
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diesen Versuchen von großer Masse — genauer: von großem Trägheitsmoment - 
sein, sonst wird die Winkelgeschwindigkeit durch die Reaktionen der erwähnten 
Kräfte sehr verändert.) | 

Der auf der rotierenden Erde auftretenden Zentrifugalkraft ist die Abplattung 
der Erde und die Änderung der Fallbeschleunigung g mit der geographischen 
Breite zuzuschreiben. Mit der Corioliskraft läßt sich z.B. die Abweichung des 
fallenden Körpers von der vertikalen Richtung, die seitliche Ablenkung der Ge- 
schosse und der Foucauutsche Pendelversuch ($ 24 bis 25) erklären. Die in 


Gl.(21) noch auftretende Kraft m [rt &] ist wegen der langsamen Richtungs- 


änderung der Drehachse der Erde nicht Null, doch @, däs von der Richtungs- 
änderung herrührt, ist so klein, daß diese Kraft völlig vernachlässigt werden 
kann. 

Die erwähnten experimentellen Erfahrungen sind — dadurch, daß sie im irdi- 
schen System nur durch Einführung der Trägheitskräfte gedeutet werden kön- 
nen — dynamische Beweise der Erdrotation. Es ist natürlich nicht die astro- 
nomische Erfahrung, nach der die Systeme der Erde und der Fixsterne relativ 
zueinander rotieren, die einen Beweis benötigt; die Bedeutung der Versuche be- 
steht vielmehr darin, daß sie über die Bestimmung des Inertialsystems Aufklärung 
geben ($ 25). | 

Die Tatsache, daß die mechanischen Erscheinungen in verschiedenen (relativ 
zueinander beschleunigten) Bezugssystemen auf verschiedene Weise, unter Ein- 
führung verschiedener „Trägheitskräfte“ beschrieben werden müssen, ist nicht 
besonders befriedigend. Es wäre wünschenswert, die mechanischen, ja sogar 
auch die anderen physikalischen Gesetze so zu formulieren, daß sie ganz unab- 
hängig von der Wahl des Bezugssystems oder, mit anderen Worten, gegen jeden 
Ortswechsel des Beobachters invariant sind. Die Verwirklichung dieser Ziel- 
setzung ist eine der größten Ergebnisse der allgemeinen Relativitätstheorie. 


C. Spezielle Probleme aus der Dynamik des Massenpunktes 
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1. Für geradlinige Bewegungen (etwa längs der x-Achse) hat man die Bewe- 
gungsgleichung ma, a) 


wobei X - die «-Komponente der auf den Massenpunkt wirkenden Gesamtkraft - 
im allgemeinen eine Funktion des Ortes x, der Geschwindigkeit & = v des Punk- 
tes und der Zeit £ ist. Wir werden zeigen, daß in den häufig vorkommenden 
speziellen Fällen, wenn die Kraft X eine reine Funktion von t ist, oder nur von x 
oder nur von v abhängt, das Problem durch Quadraturen lösbar ist. Die Anfangs- 
bedingungen seien immer die folgenden: 


fürt =0 =: ’=%. (2) 
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a)X=X(t). Aus Gl. (1) ergibt sich durch Integration nach t die Geschwin- 
‚digkeit: | 
r 
ev . Xtt)dt ne Alt) + (3) 
== En + % = er d%9> 
ö 


wobei A (f) eine bekannte Funktion ist. N ochmalige Integration ergibt 


t 
x — 1 [aa + Vet %g- (4) 
0 


Diese Lösung befriedigt, wie unmittelbar ersichtlich, die Anfangsbedingungen 
(2). | 
b) X = X(x»). Ein solches eindimensionales Kraftfeld besitzt immer ein Po- 
tential, nämlich nach Gl. (9,5) 


Y)=-+ [Kimaz. (5) 


Die untere -Grenze des Integrals kann beliebig sein, da das Potential nur bis auf 
eine willkürliche additive Konstante bestimmt ist. Das erste Integral der Be- 
wegungsgleichung ist, wie wir wissen, durch den Energiesatz gegeben: 


1 dxı\? | 
> m (5) + V(x) = const =E. (6) 
Diese Differentialgleichung erster Ordnung läßt sich leicht integrieren; man 
kann nämlich (6) folgendermaßen schreiben: 


de? 2 m z 
(7) = mie = v’@)] oder di= Vera 


: m , dx 
- Velos (7) 


folgt. Dies ist die Lösung des Problems, die wir hier in der Form t = t(x) er- 
hielten, dadurch ist jedoch auch die Umkehrfunktion x = x(t) bekannt. Wir 
müssen die Konstante EZ, damit die Lösung (7) die Anfangsbedingungen (2) be- 
friedigt, nach Gl. (6) folgendermaßen wählen: 


woraus 


1 : 
E= 5 mo + V (x). (8) 
)X=Xlv). Jetzt schreibt man (l) so an: 


m = X) (9) 
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und erhält eine Differentialgleichung erster Ordnung für v. In anderer Form 
lautet dies 


dmg (10) 
und man hat die Lösung 
dv 


d%, 


Damit ist v» als Funktion von t bestimmt: v = v(f), so daß x zu 


t 
= [el)di+m (12) 
0 


gefunden wird. 

Die obigen Ergebnisse sind auch bei Bewegungen auf vor- 
geschriebenen Kurven anwendbar, da dann die Bewegungs- 
gleichung laut (11, 9) m3 = F,, also von gleicher Form wie 
(1) ist, nur entspricht dem x jetzt die Bogenlänge s. 


2. Freier Fall aus großer Entfernung. Wir stellen uns die 
Erde mit dem Radius AR als ruhend vor und sehen von dem 
Luftwiderstand ab. Dann wirkt auf den Körper mit der 
Masse m in der Entfernung x vom Erdmittelpunkt (x > R, 
Abb. 36) nur die Gravitationskraft (9, 9), so daß die Bewe- 
gungsgleichung 


_yMm 


m = 
g2 


(13) 


ist. Wir bemerken, daß die Masse M der Erde .eliminiert bzw. berechnet werden 
kann, da die Anziehungskraft auf der Erdoberfläche, für x = R, gerade — mg 
ist: 


yMm 
mg = - , yM=Rg, (14) 
also gilt 
R R?g 
MI = — Mm En) (15) 


Wir können das Energieintegral sofort angeben; das Potential ist — m R?g/x, 
also nach Division durch m 
I R’g 
ee 5 
5? eg const. (16) 


Wenn der Körper in einer Entfernung x, zu fallen beginnt - d.h. v = 0 für 
6 Bud6, Mechanik. 
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x = ig —, dann hat die Konstante den Wert — R?g/x,, und folglich 


dx\? 1 1 


Hieraus ergibt sich mit der bekannten Methode [siehe Gl. (6) und (7)] die der 
Entfernung x entsprechende Zeit i (wenn fürt=0 x = ist): 


I fd 
be ee, (18) 
Ry2g 1 1 
= m 


Wir könnten durch die Berechnung des Integrals die explizite Lösung der 
Aufgabe erhalten, doch es können manche einfache Fragen unmittelbar auch 
mit Hilfe des Energiesatzes (17) beantwortet werden. So erreicht z.B. ein aus 
sehr großer Entfernung fallender Körper (Meteorstein) die Erde mit der Ge- 
schwindigkeit [wie man das aus Gl. (17) mit x, = », x = Rerhält]: 


v=yj2gR (= 11,2 km s-!). (19) 
Da die Endgeschwindigkeit des aus einer Höhe: % {frei fallenden Körpers (mit 
der Bedingung g = const) v = y2 gh beträgt [vgl. z.B. Gl. (4, 31-32)], ist die 
Endgeschwindigkeit des Meteorsteins so groß, als wäre er aus der Höhe des 
Erdradius. mit konstanter Erdbeschleunigüng g frei gefallen. 

Wir können ferner die Frage stellen, wie die Endgeschwindigkeit eines aus 
der Höhe h< Rfrei fallenden Körpers durch das Abnehmen der Erdbeschleu- 
nigung g mit der Höhe beeinflußt werde. Wir setzen die Werte x —= R und 
2, = R + hin Gl. (17) ein und bringen die erhaltene Formel mit der Annahme 


R —= g< 1 durch Reihenentwicklung auf eine einfachere Form: 
| 1 4 en I 4 

= gl ze el ed IRll : 

a Ar: a) Y29 u 


= V2gRll l-c.+8&+ -)]? = Y2gRe(il — 8)? 


es are (1-5). (20) 


Die Endgeschwindigkeit ist also in erster Näherung gegeben zu 
—— Ih 
ll 55) (21) 


_ 
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Auf den Körper wirkt. bei der Bewegung, wenn er sie in der Luft, in einem 
anderen Gas oder in einer Flüssigkeit vollführt, außer seinem Gewicht (und dem 
Archimedischen Auftrieb) noch eine hemmende Kraft, der Widerstand des Me- 
diums. Dieser hängt nach den Erfahrungen von der Form und Geschwindigkeit 
des Körpers sowie vom Medium ab, seine nähere Bestimmung ist ein schwieri- 
ges Problem der Hydrodynamik. Die Richtung des Widerstandes ist der Ge- 
schwindigkeit des Körpers (Massenpunktes) entgegengesetzt, sein Betrag F(v) 
kann für sehr kleine Körper und kleine Geschwindigkeiten v proportional zu v, 
sonst — z.B. bei der Bewegung gewöhnlicher Körper in Luft — annähernd 
proportional zu v2 angenommen werden: 


F() =Kv bzw Fl) = (WR. (la-b) 


(Es ist z.B. bei einer Kugel mit hinreichend kleinem Radius r nach dem 
Stokzsschen Widerstandsgesetz — siehe $ 92 — 


Fi) =6nnrv, also K = 6nnr, (2) 


wobei n die Zähigkeit des Mediums bedeutet.) 

In Anbetracht des Widerstandes lautet also die Bewegungsgleichung des Fal- 
les (wir wählen die abwärts zeigende Richtung als positiv und verstehen 
unter mg das um den Archimedischen Auftrieb verminderte Gewicht) 


d 
mT, =mg— Fo). (3) 


Das ist die nach (15, 9) besprochene Differentialgleichung. Die Lösung ist - 
wenn füri=0 v= (0 verlangt wird — folgende: 


dv 
le ne (4 
;E — F(o)/m 


Entsprechend (la) und (1b) beschäftigen wir uns mit zwei Fällen: 
a) Im Fall des „linearen Widerstandsgesetzes‘‘ gilt nach (la) 


— F(i) = =: = kn, (5) 
m M 


also nach Gl. (4): 


dv 1 Bi.ıe 
— ra PEGBE | — . = RES | . 
i [ nn | log(g io 108 I (6) 
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Daraus folgt 
g— kv 


— eh, geh). 7) 


Somit ist die Geschwindigkeit des fallenden Körpers gegeben durch 
v— za — e-kt), (8) 


Die Geschwindigkeit nimmt also von t = 0 an fortwährend zu und nähert sich 
für t— & der konstanten „Endgeschwindigkeit“ 
._9 mg 
enge (9) 

Praktisch kann angenommen werden, daß der Körper diese Geschwindigkeit 
schon nach einer bestimmten endlichen Zeit erreicht; von nun an führt er eine 
gleichförmig geradlinige Bewegung aus, die Resultante aller auf den Körper 
wirkenden Kräfte ist Null. Der Weg x.kann sofort aus Gl. (8) durch Integration 
nach t gewonnen werden. | 

b) Im Fall des ‚quadratischen Widerstandsgesetzes‘‘ (1b) lautet die Lösung 
nach Gl. (4) 


dv 
= je > (10) 
g— Pr 
| 0 
Mit der Bezeichnung 
C 
a gar. 
= = (11) 
folgt daraus: 
v ® ; 
dv 1 1 1 
e I re) j 
0 0 
8 | ß 
=;,llos(t! + av) — log(l = ap)]. (12) 
Anders geschrieben ist 
1 & 
2agt = log 1 = oder 1+av= (1 — av)eirst, (13) 


Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit des fallenden Körpers zu 


1 ezagt. we | l] en _ e-ogt 1 h 
v re re en (gt). - (14) 
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Die Geschwindigkeit nimmt auch in diesem Falle fortwährend zu und nähert 
sich für > © der Endgeschwindigkeit 


| 1 mg | 
oo = —- = Il —.- 15 
v c (15) 
Wir können aus Gl. (14) die Korrektion zu den Formeln des. freien Falles in dem Fall be- 
stimmen, wenn die Reibungskraft relativ zum Gewicht des Körpers sehr klein und die 
Zeitdauer des Falles nicht zu groß ist. Genauer: wenn in Gl.(14) 


vu=zoagi<i (16) 
ist, wird mit der bekannten Reihenentwicklung 
2 8 
dr=ltutgtst“ 17) 
6 
einschließlich u? der Ausdruck 
( = 
2|u + 5) 
eu — eu 6 u? (18) 
a re — —= ul —_ s) 
2(i1-+ ry 
gefunden. Auf Grund der Gl. (14) ist also die Geschwindigkeit 
f)2 . 
2=g1j1- = (19) 
und durch Integration der Weg 
|] (ag$)° 
= zoeli- 6 (20) 


bestimmt. 

Wir haben bemerkt, daß in den obigen Formeln unter mg das um den Archimedischen 
Auftrieb ($ 79,4) verminderte. Gewicht zu verstehen ist. Wenn die Dichte des Körpers mit o, 
die des Mediums mit 0° bezeichnet wird, so ist der Auftrieb das o’/ofache des Gewichtes des 
Körpers, d.h., das verminderte Gewicht beträgt mg(l — o’/o). Wir müssen also in allen 


Formeln 
0’ 


für g einsetzen; die Abweichung ist jedoch in vielen Fällen belanglos, z.B. bei dem in Luft 
von normaler Dichte fallenden Eisenstück beträgt sie 0,02%. 

Mit dem Wurf, besonders mit der Bewegung der Geschosse unter Berücksichtigung des 
Luftwiderstandes, beschäftigt sich die (äußere) Ballistik. Bezeichnen wir wieder den Betrag 
der auf einen Körper der Masse m und der Geschwindigkeit v wirkenden Bremskraft mit 
F(v) und wählen das rechtwinklige xy-Koordinatensystem in der durch den Anfangs- 
geschwindigkeitsvektor vertikal gelegten Ebene mit vertikal nach oben gerichteter y- 
Achse, dann lauten die Bewegungsgleichungen 


5 v a — 
mi, = Fo), mö, =: —mg — Fo) (v= Yr +9). (22) 
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Falls keine große Genauigkeit verlangt wird, kann F'(v) gleich C’v? = mcv? gesetzt werden. 
Führt man noch die Bahnneigung d gegen die x-Achse ein, so gehen .die Gl. (22) über in 


= —-cV”cod, = —g— cisind. (23) 


Die Integration dieser Gleichungen ist in geschlossener Form nicht möglich, mit Hilfe des 
Parameters p= dyld&e=tan®# kann man jedoch die Integration auf reine Quadraturen 
‚zurückführen. Auf diese nicht ganz einfache Rechnung gehen wir nicht ein. Es sei nur er- 
wähnt, daß die Bahn, die sogenannte ballistische Kurve, von der Wurfparabel hauptsächlich 
im absteigenden Ast abweicht. Der letztere ist kürzer und wird in längerer Zeit durchflogen 
als der aufsteigende Ast. 
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Wenn man einen an einer Schraubenfeder oder einem Gummifaden aufgehäng- 
ten oder nach Abb. 37 fixierten Massenpunkt aus seiner Ruhelage längs einer Ge- 
raden um eine kleine Strecke x verschiebt, so wirkt auf den Massenpunkt eine 
der Auslenkung x proportionale und nach der Ruhe- 
lage zeigende. Kraft 


X=-—kz (k>0). (1) 


Dieses ‚lineare Kraftgesetz‘‘ entspricht im Falle der 
Statik dem Hooxzschen Gesetz der Elastizität (8 65): 
Man kann die rücktreibende Kraft, die z.B. bei Ver- 
längerungen von 1, 2, ... Einheiten einer Feder auf- 
tritt, der Reihe nach mit den Gewichten von 1, 2, .... 
Einheiten kompensieren. Die Annahme (1) ist aber all- 

| gemeiner als das jetzt erwähnte statische Gesetz: sie 
Abb. 37 bedeutet nämlich, daß die Kraft auch während der Be- 
wegung stets der augenblicklichen Auslenkung Propor- 
tional ist. Es ist nicht überraschend, daß sich das Kraftgesetz (1) in vielen 
Fällen anwenden läßt. X ist jedenfalls eine Funktion von z:X = X (x), die in 
der Umgebung der Ruhelage x = 0 in Potenzreihe entwickelt werden kann: 


= tar +o®+. (2) 


Da sich der Massenpunkt für x = 0 in Ruhe befindet, ist X.(0) = c, = 0, und 
wir dürfen bei sehr kleinen Auslenkungen die Quadrate und die nöch höheren 
Potenzen von x vernachlässigen. Die übrigbleibende Konstante c, ist immer 
negativ, wenn die Gleichgewichtslage des Massenpunktes „stabil“ ist (siehe 
weiter unten). 

Allgemeiner als in (1) werden die der aus dem Zentrum O gerechneten Ent- 
fernung r proportionalen und nach dem Zentrum gerichteten Zentralkräfte 


G=-kı X=—kı, Y=—ky, = —k2; k>'o0) (3) 


elastische Kräfte oder richtiger — da sie nicht immer von elastischer Natur sind — 
quasielastische Kräfte genannt. (DieKönstante k von der Dimension Kraft/Länge 


Pa 
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wird oft als Richtkraft oder Direktionskraft bezeichnet.) Im Falle des Kraft- 
gesetzes (3), bei dem keine Richtung bevorzugt wird, spricht man von einem 
isotropen harmonischen Oszillator, während im Falle allgemeinerer quasielasti- 
‘scher Kräfte von der Form 


X= — ki Y=—ky, Z=—k2 (4) 


(die richtungsabhängig und nicht mehr Zentralkräfte sind) ein anisotroper 
Osztllator vorliegt. | 
Für einen isotropen harmonischen Oszillator gilt die Bewegungsgleichung 


mi= —kı (5a) 
oder 
t+@tr=0, wobei &®= z (5b) 


Zur Integration dieser Gleichung könnten der Energiesatz und der Flächen- 
satz oder auch die bei jeder homogenen linearen Differentialgleichung oder 
jedem Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten zum Ziele führende An- 
nahme r — Xe?! angewendet werden ($ 18). Die Gl.(5b) ist aber so einfach, daß 
ihre Lösung unmittelbar angeschrieben werden kann. Wenn nämlich Yund® 
beliebige konstante Vektoren bedeuten, dann sind 


= NWcoswt und r= Bsinwt 


zwei (voneinander linear unabhängige) partikuläre Lösungen, die allgemeine 
Lösung lautet also: 


t= Xcoswt + Bsinwt. (6) 
Die Anfangsbedingungen seien nun die folgenden: 
fürt = 0 r=1, T=D. (7) 


Mit diesen erhält man aus Gl. (6): 
17 = „, d, = wBd. 


Die den gegebenen Anfangsbedingungen entsprechende Lösung hat also die 
Form 


1 
t= 10080: + 9% — sinot. (8) 


Der gesuchte Ortsvektor r setzt sich aus zwei Vektoren zusammen, deren 
Richtung die des Anfangsortsvektors r, bzw. der Anfangsgeschwindigkeit v, ist, 
und deren Beträge einfache Sinus- bzw. Kosinus-Funktionen der Zeit sind: 
Wenn die Anfangsgeschwindigkeit vb, in die Richtung von r, fällt, wird r immer 
in dieser Geraden liegen. Wählen wir diese als die x-Achse, so lautet Gl. (8): 


U. 
= 2,c08wt + . ot. (9) 
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Das ist gerade die aus der Kinematik bekannte lineare harmonische Schwingung 
(freie, ungedämpfte Schwingung) 


x=asin(wi + a) (10) 
mit der Schwingungsdauer 
2m en | 


die Amplitude a und die Phasenkonstante « der Schwingung sind aus den durch 
Vergleich von (9) und (10) erhaltenen Gleichungen 


v j 
acosz = —, asnı = Mm 
0) 


bestimmt; 


x 
— 2 DENN t V — s 5 
a= 22 + 8 anı rn (12) 
Wenn die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit v, von der Richtung von rt, 
verschieden ist, sei die in die Richtung r, = (&,, 0, 0) fallende Komponente 
vond, vy,, und die zu dieser senkrechte Komponente v,,. In diesem Fall wird 
die Bewegung des Punktes nach (8) durch die Gleichungen 


vr. 
z = 2,c0swt + —sinwt = asin(wt + eo), 
w 


13 
” (13) 


_ in wi 
Yy , sin 
beschrieben, von denen in der Kinematik festgestellt wurde, daß sie im all- 
gemeinsten Fall eine elliptische Schwingung bedeuten. Die Ebene und die Daten 
der Ellipse sind durch die gewählten Anfangsbedingungen, d.h. r, und v, be- 
stimmt. | | 

Es ist aus dem Vorangehenden ersichtlich, daß die elliptische Schwingung die 
allgemeinste Bewegung des isotropen harmonischen Oszillators ist. Da die all- 
gemeine Lösung des Gl. (5b) entsprechenden Gleichungssystems £ = — w®z, 
yÜ= — oy,2= — w?z durch die Gleichungen 


z = acos(wi +0), y=bcos(wi+ ßP), 2=ccos(wi +Yy) 


dargestellt wird, bedeutet der vorher erwähnte Satz, daß auch die Zusammen- 
setzung dreier aufeinander senkrechter harmonischer Schwingungen von glei- 
chen Frequenzen (also nicht nur zweier Schwingungen, wie wir esin der Kine- 
matik gesehen haben) eine elliptische Schwingung ergibt. — Die Bewegung 
eines anisotropen harmonischen Oszillators ist nach (4) durch. die Gleichungen 


z=acos(wt +0), y=bcos(wut +P), 2=ccos(w;t + y) (m - “) 
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beschrieben. Die Bahn ist im allgemeinen eine Raumkurve, deren Projektionen 
.auf die Koordinatenebenen LissAsous- -Figuren sind (vgl. $5). 

Bekanntlich gilt für quasielastische Kräfte der Art (3) der mechanische 
Energiesatz ($ 10, 2). Man kann sich davon leicht unmittelbar überzeugen. Es 
ist z.B. bei linearen Schwingungen die potentielle Energie (bis auf eine additive 
Konstante) von der Form 


1 1 
E, = [(-k2)d2 = Lt = Lmaratsin®(or +0), (14) 
und der Ausdruck für die kinetische Energie lautet 
1... 1 AR 5 
E, = 2 mi? — 7 m w°a? cos?(wt + a). (15) 


Die Gesamtenergie des Massenpunktes ist also konstant: 
1 .- 
E=E,+E: = zZ mwXa’ (16) 


und proportional der Masse des Punktes, dem Quadrat der Frequenz und dem 
der Amplitude. 

Die obigen und die im weiteren zu betrachtenden Schwingungen werden im 
Zusammenhang mit der Bewegung des Massenpunktes behandelt: die die 
Schwingungen beschreibenden Differentialgleichungen sind seine Bewegungs- 
gleichungen. Die erhaltenen Resultate sind aber nicht nur in der Mechanik des 
Mässenpunktes, sondern auch auf anderen Gebieten der Physik verwendbar. 
Der Grund dafür ist, daß für die zeitliche Änderung vieler phyäikalischer Grö- 
ßen - z.B. bei elektrischen Schwingungskreisen für die zeitliche Änderung der 
Stromstärke - Differentialgleichungen gültig sind, die dieselbe Form haben wie 
die soeben angeführten, nur die physikalische Bedeutung der in ihnen ent- 
haltenen Konstanten ist eine andere. (Zum Beispiel sind bei elektrischen Schwin- 
gungen diese Konstanten die aus dem Widerstand, der Induktivität und Kapa- 
zität des Stromkreises gebildeten Ausdrücke.) Deshalb sind die $$ 17-19 und 
85 über die Beschreibung einiger spezieller Bewegungen des Massenpunktes 
hinaus von größerer Bedeutung und bilden die Grundlagen der allgemeinen 
Schwingungslehre. 
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Zu der die harmonische Schwingung verursachenden quasielastischen Kraft 
— kt tritt in der Praxis immer auch eine der Geschwindigkeit entgegengerich- 
tete Reibungskraft hinzu. Es wird ihr zugeschrieben, daß z. B. bei Schwingungen 
eines an einer Feder aufgehängten Körpers und bei einem schwingenden Pendel 
die Amplituden fortwährend abnehmen. Der Betrag der Reibungskraft kann 
nach Erfahrung bei hinreichend kleinen Geschwindigkeiten der Geschwindig- 
keit selbst, bei größeren ihrem Quadrat proportional angenommen werden. Im 
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vorigen Fall lautet die Bewegungsgleichung 


mi= — kr — Bi. (1) 
Wir beschränken uns nr auf eine geradlinige Bewegung; dann ist 
mi+ßi+kr=0. (2) 
Wir dividieren durch m und führen die neuen Bezeichnungen 
wo = s IK —= £ (3) 


ein, wobei also w2 für die quasielastische Kraft und x für die Reibung charak- 
teristisch sind. Somit hat die Bewegungsgleichung die Form 


+ +olr=0. (4) 


"Dies ist wieder eine lineare, homogene Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten, bei der die übliche Substitution x = e?'! zu der charakteristischen 
Gleichung | 

2+227A+0=0 (5) 


führt. Die zwei Wurzeln sind 


ham -r+ Ye wo. (6) 


Die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichung (4) setzt sich aus den partiku- 
lären Lösungen e*:! und e*! zusammen: 


= Geht 4 ert, (7) 


worin c, und cy, beliebige Konstanten sind. Es werden nach der Natur der Wur- 
zeln (6) (reelle, komplexe oder doppelte Wurzeln) drei Fälle unterschieden; wir 
besprechen zuerst den Fall der komplexen Wurzeln. 


1. »2< 2, d.h., die Reibung ist kleiner als ein gewisser Wert. Dann ist nach 
Gl. (6) > SE 
Jo = —ı +: mit w = Yw—x:. (8) 


Die allgemeine Lösung lautet entsprechend Gl. (7): 
2 — et (c, ei»! L 660) i (9) 


Man verlangt von der Lösung, daß sie reell sei. Dies kann z.B. erreicht werden, 
indem wir anstatt c,, c, zwei neue reelle Konstanten a und & durch die Gleichun- 
gen 


einführen. Damit erhält man 


x = ae* cos(wt + a) 
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. .. . e 14 eo 
oder, wenn wir für & jetzt x — 2 einsetzen, 


x—= ae *sin(wt +). (10) 


Diese kann als harmonische Schwingung aufgefaßt werden, deren Amplitude 
mit wachsender Zeit exponentiell abnimmt; der Vorgang wird gedämpfte har: 
monische Schwingung genannt, obzwar sie keinen periodischen Prozeß bedeutet. 


Die Eigenschaften der gedämpften Schwingung sind aus Gl. (8) und Gl. (10) 
abzulesen. Die Kreisfrequenz („Eigenkreisfrequenz‘‘) » bzw. die volle Schwin- 
gungsdauer T beträgt 


—— j 9 
0 = y we — x: — 2 —_ En ‚ bw T= en al) 


w ist also kleiner als die Eigenkreisfrequenz wo, = Yk/m der ungedämpften 
(x = 0) Schwingung; entsprechend ist T größer als T, = 2r/w, = 2 Ym/k. 

Das Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Ausschläge (Amplituden) auf 
der gleichen Seite ist immer das gleiche (siehe Abb. 38): 


1 ER 2 ER. (12) 
dg %q Imre 


denn es gilt nach Gl. (10),.wenn z.B. dem Ausschlag x, der Zeitpunkt t, ent- 
spricht, | 


Ly an % (t,) 2. 58T 
u ne 1) 
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Daher kann das Verhältnis 
p=e7 (14) 


als Maß der Dämpfung angesehen werden und wird Dämpfungsverhälinis ge- 
nannt. Das Verhältnis zweier aufeinanderfolgender Ausschläge von verschie- 
denen Richtungen ist aus Gl. (10) bestimmt zu 


In 


ee ‚2 
er — pP. (15) 


In+1 


Die Dämpfung wird oft nicht durch p, sondern durch das (natürliche) logarith- 
mische Dekrement 
A=Iinp=xT (16) 


charakterisiert. Aus den Messungen der Amplituden kann p und somit A be- 
stimmt werden; wenn man auch noch die Schwingungsdauer 7 mißt, kann aus 
Gl. (16) die Dämpfungs- oder Abklingkonstante ; ” wand aus Gl. (3) auch die Rei- 
bungskonstante ß] berechnet werden. 
Bei den Anwendungen. sind die Anfangebedingungen meist die folgenden: 
fürt=0 ==0, ve (17) 


Der Ausdruck der Geschwindigkeit, der. für das folgende gebraucht wird, folgt 
aus Gl. (10) durch Differentiation: 


v = ae" [w cos (wi en ae sin (wt + a)] (18) 
Wenn wir jetzt die Bedingungen (17) in Gl. (10) und (18) einsetzen, erhalten wir: 
0=sine W=uaw, 
d.h., die den Anfangsbedingungen entsprechende Lösung lautet 


VÖ . 
x = —e* sinot, (19) 
1) 


v— iger (eos wi — Fr sin ar) s (20) 
Wir fragen jetzt, wie groß der erste Ausschlag x, ist. Für x, gilt offenbar: 
% ; 
x, = — e*hsinot,, (21) 
w 
wobei t, die Zeit bezeichnet, in der v zum erstenmal verschwindet. (Bei un- 


T % 1. u 
—,ı= 2 hier aber nicht.) Für die Zeit t, 


gedämpfter Schwingung wäre ti, = 7 
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gilt also nach (20) 


2n 
%„. (A) T 27 
coswt, ——sinol =0, tanwt, = — = [auf Grund von (16)->—- = —-, (22) 
a) % A A 
T 
woraus 
T 
t, = —- arc tan u (23) 


27 A 


folgt. Wir berechnen das in Gl.(21) auftretende Glied sinwi, auf Grund einer 
bekannten goniometrischen Formel und (22) und finden 


: 1 1 2n 
sın ob, = FT ng 
yl-+ cot’wt, 42 y4n?+ 4? 
J 1 
4n? 
Damit ist dann 
D) PAR IT ein 
= ———e ?* A. (24) 
0 V4n?-+ A? 
Unter Verwendung der bekannten Beziehungen 
2 a 
Der »T=A, e!=p (25) 
T 
erhält man also für den ersten Ausschlag 
qm PET nl 
= Sale ta u (26) 


Page reenrreug 
"y4n + 42 = 


(Bei ungedämpfter Schwingung wäre x, = v,T/2x.) 

Diese Gleichung wird bei den Anwendungen gewöhnlich zur Berechnung der 
Anfangsgeschwindigkeit vo, aus den leicht und genau meßbaren Größen x,, T, 
A (bzw. p) benutzt. So rückt z. B. die zu messende elektrische Ladung, die durch 
das - aus der Experimentalphysik bekannte - ballistische Galvanometer in einem 
sehr kleinen Zeitraum hindurchgelassen wird, das schwingende System mit einer 
der Ladung proportionalen Anfangsgeschwindigkeit (Winkelgeschwindigkeit) v, 
aus seiner Ruhelage; v, ist jedoch unmittelbar kaum meßbar und wird deslıalb 
aus Gl. (26) bestimmt. 


Eine andere Anwendung: Die Bestimmung der Gleichgewichtslage von schwingenden 
Systemen, 2.B. einer Waage oder einem Galvanometer, kann aus der Beobachtung dreier 
aufeinanderfolgender Umkehrpunkte (z,, %,, z,) erfolgen, man braucht die oft langsame 
„Einstellung“ des Systems nicht abzuwarten. Wird nämlich die unbekannte Gleichgewichts- 
lage mit x, bezeichnet, dann'ist nach Gl. (15) 


er nee] oder (, — 2) — 2) = (% — %)%- 
2 —=% .—% | Yp) (2 0) (X, 0) = (% — 2%) 
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Daraus folgt: 


Soli, + 8 — 2u)= m, — m 
— {a F+% x +. 
Fr (Vx% + %,) IX X, — %,) (4 =) eo ze =) ; 


da wir den geometrischen Mittelwert der gewöhnlich nur wenig verschiedenen x, und r, 
durch den arithmetischen ersetzen können. Mithin erhalten wir mit 


x. + x 
I 


= (27) 


2 
eine bei der Wägung gebräuchliche wohlbekannte Formel. 


Wir gehen jetzt zu den beiden Fällen über, bei denen die Wurzeln (6) der 
charakteristischen Gleichung reell sind. 


x 2. x? > ws, d.h., die Reibung ist größer 
als ein gewisser Wert. Die allgemeine Lö- 
sung lautet 


x = Geht + ger, (28) 


wobei c,, c, beliebige reelle Konstanten 

| e und die Wurzeln A, und-A, nach Gl. (6) ne; 

Abb. 39 gative Zahlen sind. Deshalb nehmen beide 

Glieder exponentiell mit der Zeit ab. Der 

Vorgang ist keine Schwingung, sondern eine aperiodische Kriechbewegung. 

Um einen konkreten Fall betrachten zu können, wählen wir jetzt bestimmte 
Anfangsbedingungen [etwa die gleichen wie in Gl. (17)]: 


fürt=0:2=0, also 43+%=0, (29) 


| fürt=0:8=vV—=1, also aA + oh mt. 
Hieraus folgt 
KW % 


= — ge — ray nenne 30 
ne ee n 
also 
dien % ; -(x- ”- ws )t (x + Im +ae)t) 
% = ——————|Ie 9 m e i : !. 
Arge! 
oder 
= — om sinh ( x? — 2 )) (31) 
a 


Daraus ist ersichtlich, daß x nie negativ sein kann. Die Bewegung hat folgenden 
Verlauf: von t = 0 steigt x von Null an, erreicht zu einer gewissen Zeit 1, — die 
aus & (t,) = 0 bestimmt werden kann - seinen Maximalwert und nähert sich dann 
für t— © dem Wert Null (Abb. 39). Dies ist z.B. die Bewegung eines in einer 
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Flüssigkeit von großer Reibung ausgelenkten Pendels, das nicht über die Null- 
lage hinausschwingt. 


3. x? = w2. In diesem sogenannten aperiodischen Grenzfall ist nach Gi. (6) 
Aı = Ag = — #, und wir haben vorläufig nur. eine partikuläre Lösung: e”*!. Im 
Falle mehrfacher Wurzeln gibt es — wie aus der Theorie der Differentialgleichun- 
gen bekannt und wovon wir uns durch Einsetzen überzeugen können - eine 
andere partikuläre Lösung: te”*!, so daß die allgemeine Lösung die Form hat: 


zer lc, + Gl). (32) 


Wenn wir abermals die Anfangsbedingungen (17) wählen füri=0' x =0, 
— v,), 0 erhalten wir sofort c, = 0, c, = v,; dann ist also. 


= xt 
t=1nter”. 


Diese Gleichung bedeutet ebenfalls eine aperiodische Bewegung von einer der 
Gl. (31) entsprechenden Form: die Auslenkung x ist immer von gleicher Rich- 
tung und nähert sich für t > oo dem Wert Null. Praktisch kommen die schwin- 
gungsfähigen Systeme — unter sonst gleichen Verhältnissen - dann am schnell- 
sten zur Ruhe, wenn der aperiodische Grenzfall verwirklicht ist. Davon wird 
.2.B. beim Bau von Meßgeräten Gebrauch gemacht. 
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1. Wir wollen annehmen, daß auf den Massenpunkt i in x-Richtung außer der 
quasielastischen und der Reibungskraft noch eine äußere, periodische „Störungs- 
kraft‘‘ oder „erregende Kraft‘ 

F = F, 608 wit (1) 


wirkt. Dieser Fall kann einfach verwirklicht werden, indem wir z.B. einen 
Körper an eine Spiralfeder hängen und das obere Ende der Feder mit der 
Kreisfrequenz w auf und ab bewegen. Dadurch wird die im vorigen Paragraphen 
betrachtete freie Schwingung beeinflußt; ‘der Vorgang wird nun erzwungene 
Schwingung genannt. Die „erregende Kreisfrequenz‘‘ » der Störungskraft darf 
nicht mit der [in Gl. (18, 11) mit & bezeichneten] Eigenkreisfrequenz 


= Yo2 = (2) 


der gedämpften Schwingung oder mit w, verwechselt werden. 
Die Bewegungsgleichung des Problems lautet nun 


mä= — kx — Bi + F,cosot (3) 
und nimmt mit den zum Teil bereits bekannten Bezeichnungen 
„ F 
ww = R ER IM h=- (4) 
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die Form 
& +22 + Wr = f,coswi (5) 


an. Diese Gleichung unterscheidet sich von der homogenen Gl. (18, 4) dadurch, 
daß in ihr außer den x und seine Ableitungen enthaltenden Gliedern noch ein 
weiteres Glied auftritt: die rechte Seite ist anstatt Null eine Funktion von t. 
Die allgemeine Lösung einer solchen inhomogenen Differentialgleichung erhält 
man, wie aus der Theorie der Differentialgleichungen bekannt, wenn man eine ° 
partikuläre Lösung sucht und zu dieser die allgemeine Lösung der entsprechen- 
den homogenen Differentialgleichung - bei der auf der fechten Seite Null steht - 
addiert. [Das ist leicht einzusehen; denn wenn x, irgendeine Lösung der in- 
homogenen, x, die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung ist, so ist 
die Funktion x, + x, ebenfalls eine Lösung von Gl. (5), und da sie zwei belie- 
bige Integrationskonstanten enthält, sogar die allgemeine Lösung. 

Auf Grund der Form von Gl. (5) ist es naheliegend, eine partikuläre Lösung 
mit dem Ansatz | 

x = Acoswt + Bsinwt 


durch die Bestimmung der Konstanten A und B zu suchen. Die Rechnung ist 
einfacher, wenn wir die rechte Seite durch Addieren von if, sinwt zu fye'®! er- 
gänzen, und dementsprechend annehmen, daß auch x komplex sei; am Schlusse 
der Rechnung betrachten wir nur den reellen Teil des gefundenen x. Es wird 
also die Lösung der Gleichung 


& + 2x + wir = fye®! (6) 
in der Form 
x —= Aelet-m (7) 


gesucht. Durch Einsetzen kommen wir zu dem Ergebnis, daß dieser Ausdruck 
eine Lösung ist, wenn die Gleichung 


A(— w* + 2rxiw + we) e(@t-p) pet pei®t, 
d.h., wenn 
A(w8 — w* + 12x) = frei? = fy(c0sp + i sing) 


gilt. Aus der Gleichheit der absoluten Beträge der zwei komplexen Zahlen folgt 
A Ylod — a? +4? = fi (8) 


und aus der Gleichheit der Richtungstangenten (der Quotienten der imaginären 
und der reellen Anteile): 
2x0 


tano = >79 ZT .+ 
le w — w2 


(9) 


Mit den obigen Größen A und 9 ist der Ausdruck (7) bzw. sein Realteil eine 
partikuläre Lösung, und die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung ist 
gedämpfte Schwingungen vorausgesetzt — aus Gl. (18, 10) bekannt. Also lautet 
schließlich die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (5) der erzwungenen 


$ 19. Erzwungene Schwingungen. Resonanz 97 


Schwingung (im Falle w3 > x2): 


x = Acos(wt — go) + ae” sin (Yog — #2: + x) R (10) 
wobei 
VE SERSHE SEERERERN u, (11) 
Ilw; — w*)? + 4x0 w. 0 


a und « sind die aus den Anfangsbedingungen zu bestimmenden Integrations- 
konstanten. Wenn die erregende Kraft anstatt durch Gl.(1) durch F, sinwt 
dargestellt wird, steht im ersten Glied von G1.(10) anstatt der cos- die sin- 
Funkticn. | 


2. Die physikalische Bedeutung des Resultats ist folgende. Die Bewegung des 
Massenpunktes setzt sich nach Gl. (10) aus einer ungedämpften Schwingung mit 


der Kreisfreguenz w und einer gedämpften mit der Kreisfrequenzw, = Yw} — x2 


X; (<X%,) 


Abb. 40a. Abb. 40b 


(bzw. im Falle &; < x? aus einer aperiodischen Bewegung) zusammen. Der 
letztere Teil, d.h. die Eigenschwingung, klingt nach einer gewissen Zeit (nach 
Durchlaufen eines „Einschwingvorganges‘) ab, so daß andauernd nur der erste 
Teil verbleibt: im stationären Zustand führt der Massenpunkt mit der Kreis- 
frequenz w der erregenden Kraft eine ungedämpfte erzwungene Schwingung aus. 
Die Amplitude A dieser Schwingung hängt, ebenso wie die zwischen der er- 
regenden Kraft und der erzwungenen Schwingung auftretende Phasendifferenz 
o, von w ab. Wie von Null bis », und dann von hier bis oo zunimmt, nimmt 
nach G1.(9) die Phasendifferenz x von O0 bisr/2 und dann von hier bis rt zu 
(Abb.40a),d.h., die Phase der erzwungenen Schwingung bleibt hinter der Phase der 
erregenden K rafti immer zurück. Die Amplitude A nimmt von kleinen Frequenzen 
ausgehend zu, erreicht (bei kleiner Dämpfung) in der Nähe vonw = w, x @, 
einen Maximalwert und nimmt dann mit wachsendem w wieder ab. Demnach 
ist die Amplitude am größten, wenn die Frequenz der erregenden Kraft in die 
Nähe der Eigenfrequenz des Systems fällt (Abb.40b; Näheres siehe im folgen- 
den). Im Falle des maximalen „Mitschwingens“ spricht man von Resonanz, die 


7 Bud6, Mechanik 
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Kurve A = A(w) heißt Resonanzkurve. Aus Gl. (11) ist ersichtlich, daß die 
Resonanzkurve um so schmäler und höher, anders: daß die Resonanz um so 
schärfer ist, je kleiner die Dämpfung (x) des Systems ist. Bei ungedämpftem 
System wäre an der. Resonanzstelle ® = w, die Amplitude unendlich groß 
(„ Resonanzkatastrophe“). 

Das Vorstehende kann qualitativ schon durch den am Anfang der Darstel- 
lung erwähnten einfachen, mit der Feder durchgeführten Versuch nachgewiesen 
werden. Die Resonanz spielt eine besonders große Rolle in allen Gebieten der 
Physik und der Praxis. Einige Beispiele: Unter der Wirkung der bei Motoren 
und anderen Maschinen auftretenden periodischen Erschütterungen kann ein 
Gebäude schwer beschädigt werden. Truppen dürfen auf Brücken nicht im 
Gleichschritt marschieren. Der Ton vieler Musikinstrumente wird durch Reso- 
nanz verstärkt, andererseits kann eine Resonanz bei Lautsprechern eine Ver- 
zerrung verursachen. Der größte Teil der elektrischen Frequenzmesser beruht 
auf dem Phänomen der Resonanz, und es ist die Resonanz, die beim Rundfunk- 
empfang eine Trennung der verschiedenen Sendestationen ermöglicht. 


3. Die genauere Diskussion der Resonanzkurve ist eine einfache mathematische Aufgabe. 
Das Maximum der Amplitude A (oder das von A?) liegt bei derjenigen Kreisfrequenz w =: w,, 
bei der der Differentialgquotient des unter dem Wurzelzeichen von Gl. (11) stehenden Aus- 
druckes nach w? verschwindet: 


. —— [(w® — o, ” +4x202] = 2(w? — w?) 142 —=0; 


daraus folgt für die Resonanzkreisfrequenz 


oo, = You — 2x8. (12) 


Die entsprechende Maximalamplitude erhält man durch Einsetzen in Gl. (11): 


r.| — bh . 
max —- 3 
2x Yo, — x 


sie ist also um so größer, je kleiner die Dämpfung « ist. Berechnet man die beiden Kreis- 
frequenzen ®, und w,,für die A? — A? „ax/2 ist, so ergibt sich die für die Schärfe der Re- 
sonanz maßgebende Resonanzbreite ( Halbwertsbreite) w; — w, um so kleiner, je kleiner die 
Dämpfung «ist. Beiden Resonanzkurven werden - besonders bei elektrischen Schwingungs- 
kreisen — noch manche andere Begriffe benutzt, so z.B. die Verstimmung w — we. 

Wir bemerken, daß das Maximum der kinetischen Energie des schwingenden Systems, 
als Funktion von w, nicht beiobigem w, liegt. Die kinetische Energie Z, [aus Gl. (10), nur 
den ungedämpften Teil betrachtet] lautet: 


1 1 
E,= 2 mi? — > mw? A?sin?(wt — po). (14) 


(13) 


| | Ä 1 
Der während der Schwingung aufgenommene Maximalwert von E, ist 7m w? A®,der Durch- 
schnittswert seine Hälfte (da der zeitliche Mittelwert von sin? »t gerade /, ist): | 


= 1 1 | w* 


Er = 4 nr mh os — w2)? + 442w8" (15) 
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Sein Maximum liegt, wie leicht zu beweisen, bei ® = w,, also bei der Eigenkreisfrequenz 
der ungedämpften Schwingung. Dieser Fall wird, im Gegensatz zu der obenerwähnten 
Amplitudenresonanz, gewöhnlich Geschwindigkeitsresonanz genannt. 


4. Die erregende Kraft war bisher eine einfache sin-Funktion von der Form (1). /st die 
erregende Kraft eine beliebige periodische Funktion der Zeit, so wird sie in eine FOURIER- 
Reihe entwickelt - in der Praxis durch endlich viele Glieder approximiert, siehe $5 -, und 
das Problem ist auf das vorige zurückgeführt. Die Bewegungsgleichung lautet nun anstatt 
G1.(5) 


&+2xitwr=0o,+ 0,00oswt + nc82wi + -- + Bsinwti + ,sin2wi-+ --. (16) 


Setzt man 
eu ta tt tatrnt (17) 
dann gelten für die einzelnen Glieder die folgenden Differentialgleichungen: 
in + 2rän + O&,%n = 07 Cosnwt (n =0,1,2,...), 
5, + 2x, + wc = Bu sinnwt (n=1,2,...). (18) 


Diese Gleichungen sind vom gleichen Typ wie Gl.(5), jedoch muß anstatt des dortigen 
o hier nw, anstatt /, hier a, bzw. f, geschrieben werden. Die Lösung ist also (abgesehen 
von dem wohlbekannten gedämpften Teil) von der Form 


x = 3 A„cos(nwt — 9.) + 3 B„sin(nwt—.o,)» (19) 
mit 
{ei 
Be ee se Mir Zn, 
Vo} — n?w?)? + 4 x?n? w? Yo; — n? w2)? -- 4 x?n?w? 
und 


4 ZANW 
any = ———. 
ya wo — now 


*8.20. Anharmonische Sehwingungen 


1. Wir haben bei.den harmonischen Schwingungen erwähnt, daß die auf den 
aus seiner Ruhelage um x entfernten Massenpunkt wirkende rücktreibende 
Kraft X nur im Falle genügend kleiner Auslenkungen dem x proportional ist; 
bei größeren Elongationen können nach Gl. (17, 2) im Ausdruck X (x) der Kraft 
auch höhere Potenzen von x auftreten. Meist genügt es, neben der ersten noch 
eine weitere Potenz zu berücksichtigen. Wenn die Kraft in bezug auf die Ruhe- 
lage symmetrisch ist, d.h. wenn X (— x) = — X (x), so muß die erwähnte Potenz 
offenbar ungerade sein, im anderen Falle gerade. Wir haben also als einfachsten 
Kraftansatz | 


bei symmetrischer Schwingung: = — kxı+lf, (1) 
bei unsymmetrischer Schwingung: X = — kr + 1x. (2) 


Die Darstellung beider Fälle ist ähnlich; wir befassen uns hier nur mit dem 
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letzteren. Wenn wir also von der Reibungskraft absehen, so lautet die Differen- 
tialgleichung der anharmonischen, freien Schwingung: 


mi +kı—-l?=0(, (3) 
oder 
+ Wr —- et =(, (4) 
mit 
k I 
= er 


Die Differentialgleichung ist nicht linear, der Ansatz x — e*t führt nicht zum 
Ziel; da aber die Kraft nur von x abhängt, kann die Gleichung nach $ 15,1 
durch Quadraturen gelöst werden. Die Lösung lautet nach Gl. (15, 7): 


m[__de e 
- VE | (5) 


| Ä 1 1 
wobei das Potential jetzt VY(x2) = — [|Xdı = 2 ka? — 72° und E eine In- 


tegrationskonstante ist. Das in Gl. (5) auftretende Integral gehört — wie jedes 
Integral, in dessen Integrand die Quadratwurzel eines Polynoms dritten oder 
vierten Grades auftritt — zu den elliptischen Integralen. Diese lassen sich durch 
elementare Funktionen in geschlossener Form nicht darstellen; sie sind mit 
Hilfe von Tabellen zu berechnen, die Feststellung der physikalischen Bedeu- 
tung des Ergebnisses ist auf solchem Wege jedoch schwerfällig. Häufig wird da- ' 
her anstatt des vorigen Verfahrens die folgende Näherungsmethode (sukzessive 
Approximation) angewendet. 5 

Da der Koeffizient von x (l bzw. e) im allgemeinen relativ klein ist - d.h. die 
„Anharmonizität‘‘ nur eine kleine „Störung“ bedeutet -, wird die Lösung in der 
Form einer Potenzreihe von e, also in der Form 


= +SsE + SE + (6) 


gesucht, wobeisy,s;; - - - zu bestimmende Funktionen der Zeitisind. Die Anfangs- 
bedingungen seien z.B. die folgenden: 


fürt=0: =(6, t=(0. (7) 


Den Ansatz (6) in Gl. (4) eingesetzt, erhält man einschließlich der Glieder 
erster Ordnung in e (e? wird also nicht mehr ausgeschrieben): 


GtrAct top tset) et) = 0 
oder 


Gt) + ts SHE) + =0. (8) 


Dies kann nur dann gelten, wenn die Koeffizienten jeder Potenz von e einzeln 
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verschwinden. Für die Koeffizienten von e’ und e angewandt, bedeutet dies 
+ as t, (9a) 
4 ts =hn-- (9b) 
Die auf s,, s,, - . . bezogenen Anfangsbedingungen lauten nach den Gl. (6) und (7) 
fürt =0: y=G I eh=n 0; eh=mh=n nl. (10) 
Die Lösung der Gl. (9a) mit der Anfangsbedingung (10) ist bekannt: 


Sp = 6 00SWpl. (11) 
Somit lautet Gl. (9b): 


2 
5, + is, = 2? cos’wıt = z (1 + cos2@l). (12) 
Dies kann auch folgendermaßen geschrieben werden: 
de. c2 sl c2 e2 
Fit re n.) +0 ( _ 2) = 5 082 08. (13) 


Wir haben so für die in Klammern stehende, für ein Moment mit 2 bezeichnete 
Funktion die Gleichung 
c2 


.. 4 Dar 
zw = 3 


cos2 pt (14) 


erhalten, die sich von der im vorigen Paragraphen schon gelösten Gl. (19, 5) nur 
dadurch unterscheidet, daß anstatt x, &, /, der Reihe nach 0, 2 w,, c?/2 gesetzt 
werden müssen. Somit hat die allgemeine Lösung nach (19, 10) und (19, 11) die 
Form 

, ec? 2 


(2 =) s EL ER, t in (gt 
Dar 308° s2w,t + asin(wpt + &) 


2 
= 4 0082 ot + db, sinwyt + b,coswt, (15) 
B 


worin a und «, bzw. b, und b, zwei Integrationskonstanten sind. Die Anfangs- 
bedingungen sind nach Gl. (10): s,(0) = 0, 3,(0) = 0. Aus der ersten Gleichung 
ec? c2 2 
20 6a 
Werte in Gl. (15) eingesetzt, wird s, gewonnen, so daß die Lösung (6) der 
Bewegungsgleichung (4) einschließlich & die Form hat: 


folgt: — +b,dh = — 3 ‚ aus der zweiten: b, = 0. Diese 
ec? | 
z=ccosh + EG (3 — 4 cost + cos2 ww) FE()+:. (16) 
2 | 


Die höheren Näherungen können ähnlich berechnet werden. Das Verfahren hat 
natürlich nur dann einen Sinn, wenn die Reihe (16) konvergiert, was besonders 


102 1.C. Spezielle Probleme aus der Dynamik des Massenpunktes 


untersucht werden müßte. Wir wollen hier annehmen, daß für genügend kleines 
e die oben berechnete sogenannte erste Näherung ausreicht. 

Auf Grund von Gl.(16) kann gesagt werden: Inder anharmonischen Schwingung 
treten neben der Grundkreisfrequenz w, die Kreisfrequenzen 2 w, und (bei höheren 
Näherungen) auch 3@,, 40, , -.. auf. Akustisch gesprochen bedeutet dies, daß 
neben dem Grundton auch Obertöne vorhanden sind. Mit anderen Worten: Die 
die anharmonische Schwingung darstellende Funktion x = x(f) ist nicht eine 
einfache sinusförmige, sondern eine verwickeltere periodische Funktion, die bei 
der obigen Lösungsmethode in Form ihrer FOuRIER-Entwicklung gewonnen 
wird. 


2. Erzwungene anharmonische Schwingungen entstehen, wenn auf den Massen- 
punkt außer der Kraft (2) noch eine zeitlich periodische, erregende Kraft F (1) 
(wie in $19) wirkt. Die Bewegungsgleichung lautet dann: 


mö=—kz+l?+Fl) oder ä +02 — ce? =ffi). (17) 


Als Beispiel wird —- im Hinblick auf eine wichtige akustische Frage — der Fall 
untersucht, daß f(t) die Summe zweier einfacher periodischer Funktionen ist: 


E+olx — er? = ficoswt + fr cost; (18) 


die Anfangsbedingungen seien wieder durch Gl. (7) gegeben. Geht man mit dem 
Ansatz 
= 57 4 €] + E85 + en (19) 


in Gl. (18) ein und setzt die Koeffizienten von e’ und & gleich Null, so erhält 
man [ähnlich wie bei (9a, b)]: 


+ ER = fi c08 at + fg C0OSW@al, (20a) 
3 +05, = 8. (20b) 
Eine partikuläre Lösung von Gl. (20a) ist [nach (19, 10-11)] 


8, = A, c0swb + Ay ccS wat, mit A= er G=12). (21 


Bei der allgemeinen Lösung kommt zu diesem s, die wohlbekannte Lösung 
6, COS wpt + c5 sinwyt der Gl. (20a) entsprechenden homogenen Gleichung hinzu. 
Dieser letztere Teil wird jedoch im folgenden weggelassen, denn wenn die in der 
Wirklichkeit immer auftretende Reibung in Betracht gezogen würde, wäre 
dieser Teil wegen der Dämpfung mit der Zeit verschwindend klein. So ergibt 
das Einsetzen von Gl. (21) in (20b): | 


8 + 0,8 = AJ cos?wıt + Az cos?wgt + 2 A) A,cosw,bcoswt, (22) 


’ 


oder mit den Umformungen 


cos? = zu + 00520), 2cos2cosß = cos(@z + P) +cos(x — ß) (23) 
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folgt: 
1 
 tVsı = — 5 (4 + A) + — 5 AR cos 2a + Z A3 cos 2 wat 


+ A, A,[cos(w, + wg) + cos(w — @)8]. (24) 


Dies ist ebenso wie (20a) die Differentialgleichung einer erzwungenen. 
harmonischen Schwingung, deren Lösung leicht angegeben werden könnte, 
doch ist das für uns wichtige Resultat auch ohne sie ersichtlich. Es treten in der 
Lösung und so auch in der vollständigen Lösung x = s, + &s + -; neben den 
erregenden Kreisfrequenzen &,, @, auch die Kreisfrequenzen 


2 @;;, 2 Ws: w + WW, Wr Wa (25). 


auf, und bei höheren Näherungen auch noch Kreisfrequenzen, wie z.B: 2 w, — ws, 
20 — @,3@ — 2@g. In Hinblick auf die Akustik bedeutet dies: Neben den 
Primärtönen w,, w, treten auch ihre Ok- 
taven auf, ferner der ‚„Differenzton‘“ 
 — %g, der „Summationston“ w, + Ws; 
allgemein die Kombinationstöne no, + NW 
(n, und n, sind ganze Zahlen). : 
Solche Töne sind tatsächlich wahrnehm- 
bar: Wenn wir zwei Stimmgabeln oder 
zwei Orgelpfeifen von geeigneten Schwin- 
gungszahlen ertönen lassen, dann tritt der 
Differenzton besondersstark auf. Die Kom- 
binationstöne entstehen also nach der oben Abb. 41 
geschilderten HELMHOLTZschen Theorie 
(1856) dann, wenn ein schwingungsfähiges Gebilde unter der Wirkung zweier 
erregender Schwingungen von verschiedenen Frequenzen mit so großer Am- 
plitude schwingt, daß das lineare Kraftgesetz seine Gültigkeit verliert. Das 
schwingende System kann z. B. die Membrane eines Mikrophons oder Laut- 
sprechers oder auch das Trommelfell unseres Ohres sein; man spricht im ersten 
Fall von objektiven, im zweiten von subjektiven Kombinationstönen.. Das 
Ebenbetrachtete ist von großer Bedeutung für die Schallübertragung, z.B. bei 
der Verzerrung. 


3. Ist die erregende Kraft eine einfache periodische Funktion mit der Kreisfrequenz w 
und wird auch die der Geschwindigkeit & proportionale dämpfende Kraft in Betracht ge- 
zogen, so hat man anstatt (18) die Bewegungsgleichung 


+22 +w,xr— ce? = [,coswt, (26) 


die sich von der ausführlich besprochenen Gl. (19,5) nur durch das Glied e x? unterscheidet. 
Dieses Glied bewirkt aber - wir erwähnen das nur ohne Beweis -, daß die im $ 19 unter- 
suchte Resonanzkurve (Abb. 40b) wesentlich verändert wird: die Resonanzkurve eines 
anharmonisch schwingenden Systems kann z. B. die Form der Abb. 41 besitzen. Die Eigenart 
dieser Kurve ist, daß in einem Bereich zwischen zwei bestimmten Kreisfrequenzen w, 
und w, jeder Kreisfrequenz drei Werte der Amplitude A entsprechen, Wenn die erregende 


104 I.C. Spezielle Probleme aus der Dynamik des Massenpunktes 


Kreisfrequenz & von kleinen Werten an stetig zunimmt, ändert sich die Amplitude A dem 
Kurvenstück 1 entsprechend, selbst; noch zwischen w, und w,, da nach näheren Unter- 
suchungen der der Strecke 1 entsprechende Zustand gegen kleine Störungen stabil ist. Bei 
weiterer Zunahme von w aber, spätestens bei ® = w,, muß die Amplitude sprungartig 
einen dem Kurvenast 3 entsprechenden Wert annehmen. Solche plötzlichen „Amplituden- 
sprünge“, die man Kipperscheinungen nennt, sind besonders bei elektrischen Schwingungen 
von Bedeutung. \ 


$ 21. Bewegung im Gravitationsfeld (Planetenbewegung) 


1. Wir betrachten jetzt die Bewegung einer punktförmigen Masse m in dem 
Gravitationsfeld einer raumfesten, punktförmigen Masse M. Dieses Problem, 
das sogenannte KEPLER-Problem, ist in der Mechanik der Himmelskörper 
grundlegend und - wegen Analogie zum CourLomBschen Kraftfeld - auch in 
der Atomphysik von großer Bedeutung. M sei die Masse der Sonne, m die Masse 
eines Gliedes des Sonnensystems. Die Sonne wird wegen ihrer überwiegenden 
Masse — sie beträgt das 330000fache der Erdmasse — als ruhend angesehen und 
als Anfangspunkt des Bezugssystems gewählt. (Die Bewegung der Sonne wird 
später in Betracht genommen.) Da die Gravitationskraft nach $ 10 konservativ 
und zentral ist, sind Energiesatz und Flächensatz gültig; die Bewegung ist also 
eine ebene Bewegung, zu deren Bestimmung anstatt von den Bewegungs- 
gleichungen gleich von diesen zwei Sätzen (zwei Differentialgleichungen erster 
Ordnung) ausgegangen werden kann. 


Die potentielle Energie beträgt nach Gl. (9,13) — yMm/r, die kinetische 
1 
Energie in Polarkoordinaten nach Gl. (3,20) p m(f? + r?92). Somit lautet der 


Energiesatz (dividiert durch m): 


ir +r292) — r =cCc (= const), (1) 


der Flächensatz aber, der zugleich das zweite KEPLERSche Gesetz ist, hat nach 
Gi. (10,6b) die Form 


ro =h (= const). (2) 


Anstatt mit der vollständigen Lösung des Problems —- der Bestimmung der 
Funktionen r = r(f) und 9 = o(t) - befassen wir uns vorläufig nur mit der 
Bestimmung der Bahn, d. h., wir suchen die Beziehung r = r(p). Zu diesem 
Zweck wird die Zeit aus den obigen zwei Gleichungen eliminiert. Die in Gl. (1) 
auftretenden Größen & und # können auf Grund von Gl. (2) und der Ketten- 

regel der Differentialrechnung folgendermaßen ausgedrückt werden: 


h dr dr dr h 


Ta ee ee 


= t do’ = do r? (3) 
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Setzt man dies in Gl. (1) ein, so ergibt sich 
hdr\ MR] 2yM | 
(Cr ze Mr 


d.h. eine Differentialgleichung für die gesuchte Funktion r(p). Anders ge- 
schrieben lautet diese 


dr _ r?ı/ PET; = 
Fre u Ar n 


oder 
hir? 
2 2 M # 


Y* 


Die Integration ist einfach, da man den Ausdruck unter der Wurzel auch 
folgendermaßen umschreiben kann: 


do= 


a — u, wobei &@—=2c + 


u —— — 


I yM h 
h nr 


(7) 
a? ist eine Konstante, u eine neue Integrat‘onsveränderliche: du = 2 dr. So 
nimmt Gl. (6) die folgende Form an: 


du 


ae e 
ihr Integral lautet: 
p-+ k = arc cos — (k ist eine Konstante). (9) 


Aus dieser Gleichung und aus der Bedeutung von # ergibt sich 


rn BL 


u=0acos(p +k) = Pe (10) 
woraus 
En — xcos{p + k) al -H k) 
folgt. Wir setzen jetzt zur Abkürzung 
psy = 12) 


und wählen die Konstante % zu Null, indem wir den Winkel @ vom maximalen 
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Wert von r aus messen (dann ist nämlich für 9=0:cos(@ +k) =1, also 
k = 0). Somit haben wir die Bahngleichung 


p 


r= 77, 
1 — ecosp 


(as) 


Dies bedeutet, wie aus der analytischen Geometrie bekannt ist, einen Kegel- 
schnitt, von dessen Brennpunkten einer der Anfangspunkt des Polarkoordinaten- 
systems, d.h. der Massenpunkt M, ist. Dieser Satz ist - am Sonnensystem an- 
gewandt — das erste KrrLersche Gesetz: Die Bahnen der Körper des Sonnen- 
systems sind Kegelschnitte, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. KEPLER 
stellte sein Gesetz auf Grund von Beobachtungsdaten für Planeten, d.h. für 
Ellipsenbahnen, auf; die Bahnen von Kometen und Meteoren können auch 
Hyperbeln und Parabeln sein. 


2. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem, ob 
die numerische Exzentrizität e kleiner, gleich oder größer als 1 ist, d.h. [vgl. 
Gl. (12) und (7)] 

h h 2 72 
BEER EELN YM’<sı 
E= “= —=|1. 14 
yM yM y» r775 un 
Ist speziell e —0, so ist die Bahn ein Kreis. Die Bedingung (14) lautet nach 
dem Quadlrieren: 
h? 


< 
po +1z1, also cZ0 oder me=EZ0. (15) 


Hier ist nach Gl. (1) mc = E die Gesamtenergie des bewegten Massenpunktes: 


1 mM 1 mM 
E= 5 mr — Z = z mo zu -r : (16) 


wobei 7, die Größe des Anfangsabstandes, v, die der Anfangsgeschwindigkeit 
bedeuten kann. Die Bedingung (15) kann deshalb wie folgt formuliert wer- 
den: Die Bahn ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem, ob die Gesamt- 
energie des bewegten Massenpunktes negativ, Null oder positiv ist; oder anders aus- 
gedrückt: wenn der Betrag der Anfangsgeschwindigkeit 


< 2 M 
US J _ (= Ur): (17) 


also v, kleiner, gleich oder größer als eine gewisse „kritische‘‘ Geschwindigkeit ist. 
Dieses vg ist von anschaulicher Bedeutung: wenn ein im Unendlichen als 
ruhend angenommener Massenpunkt m nach M fiele, würde er im Abstand r, 
von M gerade die Geschwindigkeit vx, erreichen. [Das folgt sofort aus Gl. (16): 
für r = © und v = 0 ist = Y2yM/r, = Vr-] Wir müssen bemerken, daß 
der Nullpunkt der Energie durch die Form Y/ = — ymM/r der potentiellen 
Energie festgelegt wurde: V ist im Unendlichen Null, folglich im Endlichen 
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negativ. Demgemäß ist bei Ellipsenbahnen die Gesamtenergie wegen des gro- 
Ben negativen Wertes der potentiellen Energie bzw. wegen der relativ kleinen 
kinetischen Energie negativ; die kinetische Energie des Planeten reicht nicht 
aus, um ihn weiter als bis zu einem gewissen maximalen Abstand von dem an- 
ziehenden Zentrum zu entfernen. | 

Wenn m zu einem Zeitpunkt von M unendlich entfernt ist, kann die Bahn 
von m natürlich nie — nur infolge der zwischen den betrachteten zwei Körpern 
wirkenden Gravitationskräfte — eine Ellipse sein, da die Ellipse keinen unend- 
lich fernen Punkt besitzt. 


3.. Es kann außer der Bahngleichung auch die Zeitabhängigkeit der Koordina- 
ten r und g bestimmt werden. Aus dem Flächensatz r?$ — h folgt nämlich — da 
r = r(p) schon bekannt ist — die dem Win- 
kel p entsprechende Zeit: 


= ii r?do =t(p). (18) 


Die Umkehrfunktion liefert 9 = p(i), und 
damit ist, wegenr=r(o) = r[p(f)], auch Abb. 42 

r als Funktion der Zeit bestimmt; das Pro- 

blem ist also im Prinzip vollständig gelöst. Das Integral (18) kann aber in 
geschlossener expliziter Form nicht ausgedrückt werden, so daß für die astro- 
nomischen Berechnungen entweder durch Reihenentwicklung erhaltene For- 
meln zur Verfügung stehen oder aber sich durch Einführung eines geeigneten 
Parameters (der eine relativ einfache Funktion von t ist) die Zeitabhängigkeit 
von r und @ mittelbar bestimmen läßt. 


4. Bei Ellipsenbahnen kann man die Umlaufzeit 'T leicht berechnen. Nach 
dem Flächensatz ist die von dem Radiusvektor in der Zeiteinheit überstrichene 


Fläche if ' A 
u —- —_rol= —. 
2 (-5_ 2 (19) 


Wird von 0 bis T integriert, so steht auf der linken Seite die Fläche f = zab der 
Ellipse (a und b bezeichnen die große bzw. die kleine Halbachse): 
2% 


h 1 
nadb=—T:,- T= ab. (20) 


Wir führen nun den Parameter p der Ellipse ein, indem wir auf die Bezeich- 
nungen in Abb. 42 hinweisen und daran erinnern, daß sich e und p durch a 
und b in folgender Form ausdrücken lassen: 


e Y®— 2 
= — m [0 = —, 9) 
= Be, (21) 
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Daraus folgt mit Gl. (12): 


b= pa 22 
= Ipa —— yM Q, (22) 
also aus Gl. (20) 
Ä 27 h? 
T= u a >M a (23) 
oder 
T: 4n? 
ae Mm (24) 


Da die Konstanten auf der rechten Seite für alle Planeten der Sonne dieselben 
sind (y ist die Gravitationskonstante, M die Sonnenmasse), gilt für zwei 
Planeten 


2 2 
i — > oder 7T?:T3=a}:a}. (25) 
] B 


Dies ist das dritte KEPLERSsche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier 
Planeten verhalten sich wie die Kuben der großen Halbachsen. 


5. Bezüglich der Ellipsenbahnen wollen wir noch einen Satz erwähnen. Die 
Gesamtenergie mc = E kann aus (14) durch e ausgedrückt werden: 


my?M? 


= om 


(2). (26) 


Die Konstante Ah? folgt aus Gl. (12): ® = pyM; mit diesem Wert und mit 
Gl. (21) erhält man 


— a (27) 


d. h., die Gesamtenergie hängt im Falle einer Ellipsenbahn nur von der großen 
Achse ab; allen Ellipsen gleich großer Achse (und verschiedener Exzentrizität) 
entspricht dieselbe Energie. Dieser Satz ist bei einigen atomphysikalischen Be- 
ziehungen von Bedeutung. 


6. Die historische Reihenfolge war die umgekehrte der oben geschilderten: 
Die empirisch aus astronomischen Beobachtungen abgeieiteten KEPLERSchen 
Gesetze (1609 und 1619) —- durch die das heliozentrische Weltsystem von 
KorErnikvs (1543) genauer begründet wurde - führten NEWTON zur Auf- 
stellung des Gravitationsgesetzes. Das Gravitationsgesetz ist trotz seiner ein- 
facheren Form viel allgemeiner als die KerLerschen Gesetze, bedeutet also 
einen höheren Grad der Erkenntnis. Es faßt nicht nur die KerLErschen Ge- 
setze und die irdische Schwerkraft in einer einzigen Aussage zusammen, son- 
dern ist die Grundlage zur Bestimmung der Bewegung aller Himmelskörper. So 
können z. B. die bei der Planetenbewegung beobachteten kleinen Abweichungen 
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von den KEPLERschen Gesetzen, die sogenannten Störungen, quantitativ in 
Anbetracht der Gravitationswirkung der anderen Planeten gedeutet werden, 
diese Störungen führten sogar zur Entdeckung neuer Planeten an den voraus- 
berechneten Stellen. - Über künstliche Himmelskörper s. $ 45. 


$ 22. Das ebene mathematische Pendel 


1. Unter einem mathematischen Pendel versteht man einen an einem idealen 
massenlosen und undehnbaren Faden aufgehängten Massenpunkt, auf den als 
eingeprägte Kraft nur die Schwerkraft wirkt. Im Falle | 
der jetzt zu betrachtenden ebenen Bewegung (ebenes oder 
Kreispendel) ist die Bahn des Massenpunktes m ein Kreis- 
bogen mit dem Radius / (Pendellänge) in einer vertikalen 
Ebene. Die Bewegung ist also eine unfreie Bewegung, 
zu deren Bestimmung wir von der bei der Bewegung auf 
einer vorgeschriebenen Kurve kennengelernten Gl. (11,9) 


mSs=Ff, 


ausgehen können. [Das führt in diesem Falle einfacher 
zum Ziel als die LAGRANGESschen Gl. (11,7b).] Wenn o 
den von der vertikalen Richtung aus gemessenen Win- 
kel bedeutet, so ist die Bogenlänge s = Ip und die Tan- 
gentialkomponente des Gewichtes mg nach Abb. 43: F, = — mgsino. Es lau- 
tet also die Bewegungsgleichung des ebenen Pendels 


ö = — gsing. (1) 


Statt dieser könnte man - da die eingeprägte Kraft ein Potential besitzt - 
gleich vom Energiesatz ausgehen: 


1 1 
5 m? + mgz = const = 5 mo oder ”? = v3 — 2gz, (2) 


wenn er durch die Koordinate @ ausgedrückt wird. Da v = Io und nach der 
Abbildung z = I(l — cosp), erhalten wir nach Division durch 7? aus Gl. (2) 


2 
09 =y2 — m. (1 — coso). (3) 


In den Gl. (2) und (3) sind v2 bzw. y3 Integrationskonstanten: v‚ist die Geschwin- 
digkeit, y, die Winkelgeschwindigkeit im tiefsten Punkt (2 = 0 oder @ = 0) der 
Bahn, wo die potentielle Energie zu Null gewählt wurde. [Gl. (3) folgt natürlich 
durch Integration aus Gl. (1).] 

Auf Grund des Energiesatzes lassen sich zwei Fälle unterscheiden, je nachdem 
die von den Anfangsbedingungen abhängige Geschwindigkeit v, (bzw. Winkel- 
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geschwindigkeit y,) größer oder kleiner als der der Gleichung 


entsprechende Wert ist. Im ersten Fall wird die Geschwindigkeit des Pendels 
nie, auch nicht im Höhepunkt z = 2 Null sein: das entspricht einem um- 
laufenden Pendel. Im zweiten Falle, wenn v5 < 4 gl, gibt es auf beiden Seiten 
einen Umkehrpunkt, in dem die Geschwindigkeit verschwindet. Dieser Fall des 
schwingenden Pendels ist die im engeren Sinne genommene Pendelbewegung. Im 
folgenden befassen wir uns nur mit dieser. 


2. Bei hinreichend kleinen Pendelschwingungen führt Gl. (1) sofort zum Ziel, 
da dann sing durch @ ersetzt werden kann, d.h. 


= 77. (6) 


Diese wohlbekannte Differentialgleichung [vgl. Gl. (5,8)] beschreibt eine har- 
monische Schwingung _ 
a= many}: +), (6) 


wobei die Amplitude 9, und die Phasenkonstante & aus den Anfangsbedin- 
gungen folgen, während die volle Schwingungsdauer (bei sehr kleinen Aus- 


schlägen) 
1 
T, = ?n V- (7) 


beträgt. T, ist also von der Masse des Körpers und von der Amplitude un- 
abhängig: die Schwingungsdauer des mit gleicher Pendellänge, verschiedener 
Masse und verschiedener (aber genügend kleiner) Amplitude schwingenden Pen- 
dels ist an demselben Ort der Erde die gleiche. Dies ist das Gesetz der Isochronie, 
das zuerst von GALILEI erkannt wurde. 


3. Bei: beliebigen Ausschlägen gehen wir von dem Energieintegral (3) aus. 
Anstatt des dortigen y, wird besser die Amplitude 9, eingeführt. Wir erhalten 
aus Gl. (3) durch die Substitutiong =g,undgo = 0: 


R 2 
= nu — C0S99)- (8) 


BP = — 7 (0089, — COS) (9) 
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oder durch die goniometrische Umformung cosp = 1 — 2 sin? - : 


ap\" _ 29.290 _ sim P 
(2) = (sin 5 sin’). (10) 


Die Variablen können nun separiert werden: 


>dp 
Via - ——— = , 
V sin? —’ Verne % — ein: ® — sin? . 


Wir wollen vor der Integration die Anfangsbedingungen vereinbaren: fürt = 0 
seig@ = O und die Anfangswinkelgeschwindigkeit ein solches y,, dem nach Gl. (8) 
gerade die Amplitude @, entspricht. Dann lautet die Lösung von Gl. (11) 


[3 
— do 
y! — PROWERL. SCREEN (12) 
in? F0 _ sin? #. 
2 2 


Da 9 periodisch zu- und abnimmt, t aber immer zunimmt, muß die Quadrat- 
wurzel auf der rechten Seite abwechselnd als positiv und negativ genommen 
werden. Wir beschränken uns daher nur auf die erste Viertelschwingung, i in der 
sowohl o als auch die Quadratwurzel positiv sind. 

Das Integral in (12) gehört zu den in geschlossener Form mit elementaren 
Funktionen nicht ausdrückbaren elliptischen Integralen, ähnlich wie das.bei der 
Berechnung des Ellipsenumfanges auftretende Integral. Allgemein nennt man 
elliptisches Integral jedes Integral [ R(w, x)dx, in dem R eine rationale Funk- 


tion von x und w, w aber die Quadratwurzel eines Polynoms dritten oder vier- 

ten Grades in & ist. Die elliptischen Integrale können auf gewisse Normal- 

formen gebracht werden, für die es Tabellen gibt‘), ähnlich wie für die Log- 

arithmen. Zur Umformung des Integrals (12) in eine Normalform werden die 
neue Veränderliche » und die Konstante %k durch die Gleichungen 


aı) 


5 
0 |-8 


—ksiny, k=sin 2 (13) 


eingeführt. Demnach ist der Nenner des Integranden 


y sin? = — sin? g — sin ® sr! — sin®y = kcosy. (14) 


1) JAHNKE-EMDE, Tafeln höherer Funktionen, Leipzig 1952. 
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Zur Berechnung des im Zähler des Integranden stehenden >dg differenzieren 
wir Gl. (13): 


1 
de =kcosydy, —io = _keosyay _ — BE 
2 2 2 9 yı — k2sin2y 
1— sin’ 


(15) 


Gl. (12)kr  uso folgendermaßen geschrieben werden: 


Yy 
: . 
I yıs ——_fF(k,v). 16 
a ah er 
0 


F(k, ı) ist „die LEGENDRESche Normalform des elliptischen Integrals erster Gat- 
tung“, die als Funktion des „Moduls“ k und der „Amplitude“ » in Tabellen zu 
finden ist. Somit kann die dem Ausschlag p entsprechende Zeit't bestimmt werden: 
man berechnet %k nach Gl. (13) aus der gegebenen Schwingungsamplitude 9, 
dann das dem 9 entsprechende y; die zu diesen %k und » gehörende, aus Tabellen 
entnommene Funktion F(k, y) ergibt aus Gl. (16) die Zeit t. 

Die Umkehrfunktion der in Gl. (16) auftretenden Funktion u = F(k, y) wird 
die Amplitude von % genannt und mit am bezeichnet: 


v=am(k,u), d.h.beiGl. (6) y= am (k yi ) (17) 


So kann die Auslenkung o nach Gl. (13) als Funktion der Zeit folgendermaßen 
ausgedrückt werden: 


sin = — ksinam ( y! ) : (18) 


Die Schwingungsdauer T folgt aus der Gl. (12) bzw. (16), wenn in diese die 
Werte | 


=, 9-9, d.hnach(l3) y-Z, 


eingesetzt werden. Somit erhält man aus Gl. (16): 


T = «V- K(k), (19) 
wobei 
a2. q 
Y 7 
Z Yı — Rsiny rk ;) 
0 


„das vollständige elliptische Integral erster Gattung“ ist, das nur von k, d.h. von 
der Amplitude g,, abhängt. Die Schwingungsdauer 7' kann also im Falle einer 
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Y 


beliebigen Amplitude 9, berechnet werden, indem man das k=sin 5 ent- 


sprechende K (k) aus der Tabelle entnimmt und in Gl. (19) einsetzt. [Aus Gl. (20) 
ist sofort ersichtlich, daß fürk=0:K = u d.h., Gl. (19). liefert dann die bei 


kleinen Amplituden gültige Formel (7). Andererseitsistfürk=1,d.h.9, = 
K = »; bei einer Amplitude von 180° ist also die Schwingungsdauer unendlich 
groß.] 


Zu einem viel gebrauchten Potenzreihenausdruck für die Schwingungsdauer T 
kann man gelangen, indem man den Integranden von Gl. (20) in eine binomische 
Reihe entwickelt: 


1-3-5 
24-6 


ee 1 1 
(1 — k? sin?) | + — sin? as m sin? y 2= 7.6 sine y En 


21) 


Diese Reihe konvergiert gleichmäßig, kann also gliedweise integriert werden. 
Somit wird durch Anwendung der aus der Mathematik bekannten Formel 


a2 
Sog 1-3.5-.-(2n — 1) TC 
IE: ee en 
0 
der Ausdruck (20) die folgende Form annehmen: 
1-3 
2Ww=3|1+(5 Ye +65 je +- |. (23) 
Mit k = sin 7 und nach @l. (19) ergibt sich also für die Schwingungsdauer 


2 


en ehe mr]. m 


Die relative Abweichung des T von 7, = 2 ylj/g beträgt bei einer Amplitude 
o, = 5°: 0,05%, bei 22°: 1%, bei 90° bereits 18% und bei 150°: 76%. In vielen 
Fällen genügt es, in Gl. (24) nur den ersten Korrekturfaktor in Betracht zu 
nehmen und auch hier den Sinus des Winkels durch den Winkel selbst zu er- 
setzen. Der so erhaltene Wert 


2 
T= 2a y-(ı + R) (a, in Radianten!) (25) 


— der noch bei Amplituden von 70° bis auf 1% richtig ist — wird in der prak- 
tischen Physik bei der Reduktion der gemessenen Schwingungsdauer auf die 
Amplitude Null oft angewendet. 


8 DBudö, Mechanik 
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4. Die Zwangskraft bzw. die dieser entgegengerichtete, vom Massenpunkt m 
auf den Faden ausgeübte Zugkraft (die „Fadenspannung“) kann ebenfalls fest- 
gestellt werden. Dazu muß man die in der Richtung der Kurvennormale 
genommene Komponente (13,7b) der dynamischen Grundgleichung an- 
schreiben. Hieraus folgt die Zwangskraft (die in der Richtung der inneren 
Normale positiv zu zählen ist) zu 


Fn=—F,+ ni +mgcosp + mig?, (26) 


2 
oder —- da nach GI. (9) 9 = = (c0OS9 — C0S9,) - 


F„ = mg(3 cosp — 2 cosgQ,). (27) 


Dieser Ausdruck ist im Falle von Amplituden 9, < 90° immer positiv — d.h.., 
die Zwangskraft F}, zeigt nach innen, die den Faden ziehende Kraft nach 
außen -, bei größeren Amplituden kann er aber sein 
Vorzeichen wechseln. Wenn wir z. B. das Pendel aus 
seiner Gleichgewichtslage mit einer solchen Anfangs- 
geschwindigkeit abstoßen, daß es den Höhepunkt eben 
erreichen könnte (9, = 180°), dann ist die Zugkraft 
bei dem aus der Gleichung 3cosp +2 = 0 erhaltenen 
Winkel 9 = 132° Null, bei größeren Winkeln negativ. 
Abb. 44 Das bedeutet, daß dann der in Wirklichkeit unstarre 
Faden nicht gespannt, sondern zusammengedrückt 
wird: im obigen Fall kann das Fadenpendel nicht mit größeren Amplituden 
als 132° schwingen. 


5. Von allgemeineren Pendelschwingungen wird gesprochen, wenn sich der Massenpunkt 
statt auf einem Kreisbogen längs einer anderen ebenen Kurve (in der Vertikalebene) unter 
dem Einfluß der Schwerkraft bewegt. Die Führung des Massenpunktes auf der Kurve kann 
annähernd reibungslos mit einem Faden nach Abb. 44 verwirklicht werden: der Faden 
wickelt sich während der Schwingungen auf den zwei festen Backen auf oder ab, so daß 
die Spur der Backenflächen die Evolute der Bahnkurve des Massenpunktes ist. Man kann 
so durch geeignete Wahl der Kurve erreichen, daß die Schwingungsdauer (7) von der 
Amplitude streng unabhängig, d.h. der Isochronismus für beliebige Ausschläge exakt 
gültig ist. Da die entsprechende Bahnkurve eine Zykloide (die sogenannte T'auiochrone) ist, 
nennt man ein solches Pendel Zykloidenpendel (Huxgzns, 1673). 


$ 23. Das sphärische Pendel 


1. Im Falle der allgemeinen — nicht ebenen — Bewegung eines mathema- 
tischen Pendels spricht man von einem sphärischen Pendel (Kugel- oder Raum- 
pendel). Wenn wir z. B. das aus seiner Ruhelage entfernte Fadenpendel sich 
selbst überlassen, führt es eine ebene Bewegung aus. Wird aber das aus der 
Ruhelage entfernte Pendel mit einer solchen Anfangsgeschwindigkeit abgesto- 
ßen, daß es auch eine zu der Ebene der Elongation senkrechte Komponente be- 
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sitzt, dann ist die Bewegung diejenige des Kugelpendels. Zur Bestimmung der 
Bewegung könnte man von den auf die rechtwinkligen Koordinaten bezogenen 
LAGRANGESchen Gl. (11,5b) ausgehen, die zusammen mit der Gleichung der 
Kugel vier Gleichungen bedeuten. Es ist aber einfacher, sphärische Polar- 
koordinaten anzuwenden, da in diesen die Bedingungsgleichung r = } lautet, 
und wir benötigen dann für die übrigen zwei Koordinaten 9, p nur zwei Glei- 
chungen. 

Eine davon ist der Energiesatz mv? + 2 mgz = const. Der Ausdruck von v? 
in Polarkoordinaten ist aus Gl. (3,29) bekannt (hier r = ! = const), und nach 
Abb. 45 ist z = !cosd, so daß der Energiesatz lautet: 


12(d° + sin?2992) + 2 glcos® = c (= const). (1) 


Die andere Gleichung ist durch den verall- 
gemeinerten Flächensatz ($ 10,3) gegeben. Die 
auf den Massenpunkt wirkende resultie- 
rende Kraft setzt sich nämlich aus dem Ge- 
wicht und der längs des Fadens angreifen- 
den Zwangskraft zusammen; beide Kräfte 
haben aber in bezug auf die 2-Achse das 
Moment Null, und somitist nach(10, 15) der 
erwähnte Satz anwendbar. Der Satz in Zy- 
linderkoordinaten lautet nach Gl. (10,9b): 
0° = const, also folgt wegen o=rsind 
= !sin ® (siehe z.B. Abb.9): 


2 sin®d do — h (= const). (2) Abb. 45 


Die Bewegung ist durch die obigen zwei Gleichungen bestimmt. Setzen wir zu 
ihrer Lösung © aus Gl. (2) in (1) ein, dann läßt sich Gl. (1) integrieren. Es ist 
jedoch zweckmäßig, anstatt 9 die Veränderliche 2 einzuführen: 


z=1cosd, dz= — !sinddd. (3) 
Folglich ist 
g_ 2 _ id _ _ 1 a___N1 de (4) 
i dz di Isind dt yeZ 22 di 
und 
h h ® 
PT Ppeind RE 0) 


Dieses in Gl. (1) eingesetzt, ergibt 


Bo (dee 
12 — 22 Fer a ee 


, 
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In anderer Form lautet diese Gleichung 


12 ) = (c — 292) (? — 2?) — = U(e) (6) 
oder 
dz 1 
u 7 U(2), (7) 
deren Integra. 
dz 
t= I | —— 8 
/ YU(e) ” 


ist. Nun kann auch Gl. (2) bzw. die aus dieser erhaltene Differentialgleicnung (5) 
integriert werden. Diese letztere ergibt bei Verwendung der Kettenregel und 
von Gl. (7) 
. _ dp _ dp dz _ 49 1 
Tu Rd Kr 


dz 
— hi 9 
, meer 2 _ 206) 


folgt. Die GI. (8) und (9) geben die Lösung unseres Problems, da sie (durch 
2 = |cosd) die Winkel 9 und p als Funktionen von t bestimmen. Natürlich 
treten in der Lösung noch zwei Integrationskonstanten auf, entsprechend den 
in (8) und (9) vorhandenen unbestimmten Integralen. Diese Integrale sind, 


da YU(z) nach Gl. (6) die Quadratwurzel einer Funktion dritten Grades ist, 
elliptische Integrale. 


u ze 


woraus 


2. Die wichtigeren Eigenschaften der Bewegung können auch ohne Verwendung 
der elliptischen Integrale in folgender Weise festgestellt werden. In Gl.(8) und 
(9) tritt YU (z) auf, und z = ! cos? kann sich nur zwischen — und + ändern. 
Deshalb muß, damit unsere Lö- 
sung einen physikalischen Sinn 
hat, die Funktion dritten Gra- 
des 


U() = (c — 2g2) (? — 2?) — h? 


Ulz) 


(10) 
mindestens in einem gewissen, 
Abb. 46 zwischen —! und -+/ liegenden 


Intervall - etwa zwischen z, und 

— positiv sein. [Die in U (z) vorkommenden Konstanten c und h können immer 
so gewählt werden, daß diese. Forderung erfüllt wird.] z, und 2, sind also zwei 
Wurzeln der Gleichung U(2) = 0; die dritte Wurzel liegt zwischen +2 und 
+, da aus Gl. (10) U) = — h?<0O und U(+ %) > 0 folgen. Die Kurve 
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U(z) kann so durch Abb. 46 dargestellt werden. Demgemäß haben nur die 
zwischen 2, und 2, liegenden 2-Werte eine physikalische Bedeutung: die 2-Ko- 
ordinate des Massenpunktes kann sich nur zwischen 2, und z, — der Winkel # 
nur zwischen den ihnen entsprechenden 9, und 9, - ändern, d.h., der Massen- 
punkt muß sich steis innerhalb zweier Breitenkreise bewegen. Diese Grenzen 
werden auch tatsächlich am Ende jeder Steigung bzw. Senkung erreicht. Es gilt 
nämlich für den Augenblick eines Umkehrpunktes (d.h. eines Überganges 


von einer Steigung in Senkung oder umgekehrt): = = 0), dann aber ist nach 


Gl. (7) auch U(z) Null, was auf Grund des Vorangehenden nur bei. den Gren- 
zen 2, und 2, möglich ist. Eine weitere Eigenschaft: Der Azimut kann sich nur 
in einer Richtung ändern — @ nimmt entweder stets zu oder ab -, da © nach 


Abb. 48 


Gl. (5) nicht verschwinden kann. [o ist nur dann Null, wenn die Konstante A 
des Flächensatzes Null ist, dann würden wir aber zu dem ebenen Pendel ge- 
langen; Gl. (1) geht nämlich für $ = Oin die Gl. (22,3) des ebenen Pendels über, 
nur die Bezeichnungen sind verschieden:] Die oben festgestellten Eigenschaften 
der Bewegung sind in Abb. 47 veranschaulicht. 

Die Zeit, während der das Pendel von seiner höchsten Lage (z,) zu seiner 
tiefsten (z,) gelangt, kann analog wie bei dem ebenen Pendel als das Viertel der 
vollen Schwingungsdauer T aufgefaßt werden. Diese Zeit ist nach Gl. (8) gegeben 
zu 


T ” dz 
u e 1]) 
4 YO) 2 


Die Bewegung ist jedoch im allgemeinen nicht periodisch, da zwar der Winkel d, 
in der Zeit T wieder 9, wird, ändert sich der Winkel @ doch nicht um 2 x, son- 
dern um einen Winkel, der von 2 um einen ‚Präzessionswinkel‘“ Ay abweicht 
(Abb. 48). Für diesen Winkel gilt nach (9) die Gleichung 
22 d 
IND Ah 12 
rn + 4p Ta ve (12) 


2 


118 I. C. Spezielle Probleme aus der Dynamik des Massenpunktes 


Das soeben Erwähnte kann auch so adsgedrückt werden: Die Periode des Win- 
kels & ist im allgemeinen von der Periode 7 des Winkels # verschieden; die 
Bewegung ist bedingt periodisch, sie ist nämlich dann periodisch, wenn das Ver- 
hältnis der zwei Perioden eine rationale Zahl ist. Wir haben einen ähnlichen 
Fall bereits bei den Lıssasousschen Figuren ($ 5,6) gesehen. 


3. Im Falle sehr kleiner Ausschläge läßt sich das Problem am einfachsten mit 
Hilfe der Lagrangeschen Gl. (11,5b) in rechtwinkligen Koordinaten über- 
sehen. Da die Gleichung der Kugel (mit dem unwesentlichen, aber bequemen 
Faktor 1/,) 

1 


f(x. y, )=| + 2 +°—-12)—-0 (13) 
heißt, lauten die LaarAangeEschen Gleichungen (ma = X+41 =t .) 
mä= Az, myj=1y, mi=— mg + Az. (14) 


Bei kleinen Ausschlägen, d. h. wenn die die Abweichung des Pendels von der 
Vertikalen messenden Koordinaten x, y (genauer: die Quotienten x/l und y/l) 
„in erster Ordnung“ klein sind, gilt in guter Näherung 2 = + I. [Aus Gl. (13) 
folgt nämlich 


/ 22 2 2 2 


2 
doch sind (7 und die weiteren Glieder der Reihenentwicklung ‚‚in höherer 
Ordnung“ klein.] Vonz = + Ikommt wegen der vertikal nach oben gerichteten 


z-Achse nur z2= — Lin Betracht. So ist aus der letzten Gleichung von (14) 
A= — mg/l, und damit lauten die ersten zwei: 
i=—-Ia, i=-%Y (16) 


Bekanntlich stellt die Resultante dieser zwei aufeinander senkrechten harmoni- 
schen Schwingungen von der Schwingungsdauer 


l 
een — 
T — 2E (17) 


eine elliptische Schwingung dar. Demnach kann man in der angewendeten 
Näherung sagen: Im Falle kleiner Ausschläge bewegt sich der Endpunkt des Pen- 
dels mit der Periode T längs einer in horizontaler Ebene liegenden Ellipse, deren 
Form und Lage durch die Anfangsbedingungen festgelegt sind. 
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S 24. Bewegungen auf der rotierenden Erde 


1. Wenn wir die Bewegung des Massenpunktes relativ zur Erde, also in einem 
rotierenden Koordinatensystem, genau beschreiben wollen, müssen nach $ 14,6 
zu den auf den Massenpunkt wirkenden Kräften die Zentrifugal- und dieCoriolis- 
kraft addiert werden: 


= mw, % = 2m[io]. (1) 


Hier ist der Betrag des Winkelgeschwindigkeitsvektors & der Erde (da eine 
vollständige Umdrehung der Erde gegen den Fixsternhimmel in 86164 s er- 
folgt) gegeben zu 


Int 


a -1— 7239 :.105 5. 
S6162° 7,29-10°s (2) 


109] 


Untersuchen wir speziell die Bewegung eines Massenpunktes, auf den im 
Inertialsystem nur die Gravitationskraft der Erde wirkt! Die Resultante der 
Gravitationskraft der Erde und der Zentrifugalkraft ist für einen irdischen Beob- 
achter das Gewicht des Körpers (Abb. 49), das nach der Definition mg — vekto- 
riell mg — ist, wenn unter g, der allgemeinen Ge- 
wohnheit entsprechend, die an dem Ort des 
Massenpunktes gemessene Fall- oder Erdbeschleu- 
nigung verstanden wird. (Als Schwerebeschleuni- 
gung bezeichnet man neuerdings den nur von 
der Gravitation herrührenden Anteil der Fall- 
beschleunigung.) Da also im Gewicht mg die 
Zentrifugalkraft schon enthalten ist, muß man 
nur noch die Corioliskraft in Betracht ziehen. 
Somit lautet die Diferentialgleichung des Wur- 
fes und des freien Falles auf der rotierenden Erde: 


mi—= mg -+ 2m[tiö]. (3) 


Abb. 49 


Bevor wir weitergehen, wollen wir einiges über die verschiedenen Änderungen 
von Q bzw. seines Betrages g sagen. Das Gewicht bzw. g ändert sich infolge der 
Zentrifugalkraft mit der geographischen Breite y, vom äquatorialen Wert 978,0 
bis auf 983,2 cm s”?, dem Wert an den Polen. Aus dem gleichen Grund ist die 
Form der Erde, das Geoid, von der Kugelform verschieden, und g zeigt nicht 
genau nach dem Erdzentrum, sondern steht senkrecht zur Geoidfläche. g hängt 
offenbar von der Höhe und streng genommen - wegen der Gravitationswirkung 
der ihren Ort wechselnden Himmelskörper — auch von der Zeit ab. Bei den 
meisten Problemen sind jedoch die Dimensionen der Bewegung relativ so klein, 
daß g in dem entsprechenden Bereich mit völlig genügender Genauigkeit als 
konstant angenommen werden kann. 

Wir wählen das zur Beschreibung der Bewegung notwendige Koordinaten- 
system am Beobachtungsort der geographischen Breite y nach Abb. 50: so ist x 
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die Nord-Süd-, y die West-Ost-Richtung, 2 zeigt senkrecht zum Geoid nach 
oben, also in die der Richtung des Lotes entgegengesetzte Richtung. Die r-, y-, 2- 
Komponenten derin Gl. (3) auftretenden Vektoren sind dann der Reihe nach: 


g: 0 0 —g9 
!: x y Z (4) 
ö: — W C0SYy 0 w sin. 


(Die letztere darum, weil ö den Winkel 90° - y mit derz-Achse und den Winkel 


Abb. 50 


180° — » mit der x-Achse bildet.) Somit lauten die der Gl. (3) entsprechenden 
Bewegungsgleichungen: 


& — 2w sin 5 
y—= — 20 siny& — 2w cosy2, (5) 
2= —g-+ 2wcoswy. 
2. Die Integration der Bewegungsgleichungen besprechen wir hier nur für den 
freien Fall, mit den Anfangsbedingungen 


fürt=0: z=y=0, 2=h Iej=i=l(. (6) 


Anstatt der auch in exakter Weise einfach durchführbaren Integration wenden 
wir das folgende lehrreiche Näherungsverfahren an. Würde man die Erdrotation 
nicht in Betracht ziehen - d.h. für = 0 -, dann gäbe es beim freien Fall in 
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seitlicher Richtung keine Geschwindigkeit: & und / wären immer Null. Darum 
bleiben & und % auch unter Berücksichtigung der Erdrotation relativ zu 2 klein; 
sie müssen nämlich das sehr kleine w als Faktor enthalten (da sie für —0O ver- 
schwinden). So treten in (5) auch Glieder der Ordnung w? auf, die wir wegen ihres 
sehr kleinen Wertes vernachlässigen dürfen. Damit erhalten wir die folgenden 
Bewegungsgleichungen: 


=0, G= — 2 cosy2, je og. (7) 


Die Integration der ersten und der dritten Gleichung mit den Anfangsbedin- 
gungen (6) ergibt das wohlbekannte Resultat: 


i 
—=0, 2=h— gt. (8) 
Dagegen besteht für y, wenn 2= — gtin die mittlere Gleichung von (7) ein- 


gesetzt wird: j = 2gtwcosy. Daraus folgt [da die Integrationskonstanten 
nach Gl. (6) Null sind]: 3 = gt?w cosy und schließlich 


1 
y= go cosy. (9) 


Da wir die y-Achse in der Ost-Richtung gewählt haben, bedeutet der oben- 
erhaltene, immer positive y-Wert, daß der frei fallende Körper von der Vertika- 
len nach Osten abweicht. Diese der dritten Potenz der Fallzeit proportionale :Ost- 
abweichung (die auf unserem Breitenkreis bei 100 m Fallhöhe rund 1,5 cm 
beträgt) wurde durch Messungen nachgewiesen und kann 
als mechanischer Beweis für die Erdrotation angesehen 
werden. 

Als Resultat der genaueren Integration der Bewegungs- 
gleichungen (5) treten zu. den eben erhaltenen Ausdrücken 
(8) und (9) von x, y, z noch Glieder zweiter und auch 
höherer Ordnung in w, deren Einfluß aber (z.B. posi- 
tives x bedeutet eine. Südablenkung) nicht mehr be- 
obachtet werden kann. 

Geht man vom Inertialsystem aus, so ist die beim freien 
Fall auftretende Ablenkung die natürliche Folge davon, 
daß im Augenblick des Fallenlassens der relativ zur Erde. 
ruhende Körper im Inertialsystem eine Geschwindigkeit besitzt. Diese Ge- 
schwindigkeit ist wegen des größeren Abstandes vom Erdmittelpunkt größer 
als die Geschwindigkeit des entsprechenden Fußpunktes der Anfangslage des 
Körpers auf der Erdoberfläche, und daher gelangt der Körper nicht an die- 
sem Punkt äuf die Erde. 


3. Wir wollen noch kurz die horizontalen Bewegungen überblicken. Zur ein- 
facheren Bestimmung des Einflusses der Corioliskraft ist es zweckmäßig, den 
Vektor @ der Winkelgeschwindigkeit am Ort der geographischen Breite y in 
Vektoren mit der Vertikalrichtung &, und der Horizontalrichtung ö, zu zer- 


Abb. 51 
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legen, deren Beträge nach Abb. 51 
0, = WSINy, = WCCSY (10) 


sind. Dementsprechend kann auch die Corioliskraft in zwei Teile zerlegt wer- 
den: - 


Ge = 2m [0 ö,] + 2m [D.@3] = Te, + Var: (11) 


Das erste Glied bedeutet bei einem Körper, der sich auf der nördlichen Halb- 
kugel in horizontaler Ebene bewegt, eine horizontale, senkrecht zur Geschwin- 
digkeit nach rechts gerichtete Kraft; auf der südlichen Halbkugel — wo ö, senk- 
recht nach unten zeigt - ist die Kraft nach links gerichtet: Ein horizontal be- 
wegter Körper weicht infolge der Erdrotation von seiner Bahn auf der nördlichen 
Halbkugel nach rechts, auf der südlichen nach links ab. Die Größe der seitlichen 
Beschleunigung ist F./m, d.h. 


a, = 2vw, = 2vwsiny. (12) 


Wenn wir a, als konstant betrachten, beträgt die Ablenkung in der Zeit ı 
1. 
> 4,1. (Zum Beispiel wäre die Ablenkung eines Geschosses mit der Geschwin- 


digkeit v = 500 m s”! am Ort der Breitey = 45° in 20 s- also bei 10 km SchuB- 
weite — infolge der Corioliskraft rund 10 m.) | 

Die zweite Kraft %., in Gl. (11) zeigt bei horizontalen Bewegungen entweder 
senkrecht nach oben oder nach unten. Ihre Wirkung äußert sich z.B. in der 
Gewichtsänderung des bewegten Körpers. Diese Erscheinung, die von Eörvös 
mit einer rotierenden Waage nachgewiesen wurde (1919), wird Eötvös-Effekt 
genannt. Wenn sich der Körper z.B. nach Osten bewegt, so beträgt die Ge- 
wichtsabnahme nach Gl. (11) 2mvw,. Bei uns entspricht das z.B. bei einem 
Körper mit 70 kg Masse und 1 ms”? Geschwindigkeit rund 1 pond. 


*S 25. Der Fovcauutsche Pendelversuch 


Die Bewegungsgleichungen eines mathematischen Pendels können in dem in 
der Erde verankerten xy2-Koordinatensystem gewonnen werden, wenn neben 
den Gleichungen (5) des vorigen Paragraphen auch die die Konstanz der Pen- 
dellänge ausdrückende Bedingungsgleichung 


= za + +2 -9=0 ) 


verwendet wira, also die Glieder „21 ‚., dem bekannten LAGRANGESchen 


Verfahren entsprechend, der Reihe nach zu den rechten Seiten von Gl. (24,5) 
addiert werden. [Eine andere Möglichkeit: die Gl. (23,14) des sphärischen Pen- 
dels im Inertialsystem werden durch die der Corioliskraft entsprechenden 
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Glieder ergänzt.] Demnach lauten die Bewegungsgleichungen: 


= 2wsinyy +4z, (2) 
3 = — 20 siny& — 2wcosy2 + Ay, (3) 
= —g+2wcosyy +12, (4) 


wobei % die geographische Breite des Beobachtungsortes bedeutet. 

Wir beschränken uns auf Pendelschwingungen mit kleinen Amplituden, bei 
denen x/l und y/l so klein sind, daß die Potenzen höherer als erster Ordnung 
vernachlässigt werden können. In dieser Näherung bewegt sich der Endpunkt 
des Pendels, wie wir es schon in Gl. (23,15) dargelegt haben, in einer horizon- 
talen Ebene, d.h. 

= —JLı, 2=(0, i=0. (5) 
Damit folgt aus Gl. (4), da man dort neben g das nach (24,2) sehr kleine, w als 
Faktor enthaltende Glied vernachlässigen kann: 
g 


0=—g-—Al, worrus /= Se: (6) 


folgt. Mit diesem A und der Abkürzung 
O0 = wsiny (7) 
ergeben sich aus den Gl. (2) und (3) die een des Problems 
3-20) +72=0, +28 + ny=0. (8) 


Diese können in einer einzigen komplexen Gleichung zusammengefaßt werden, 
indem man das i-fache der zweiten Gleichung zur ersten addiert, wodurch man 
für die Größe 

u=T-+iy (9) 


die Gleichung 
+ 2ioüt Tu — U (10) 
erhält. | 


Bei der Integration können wir, anstatt den gewöhnlichen Ansatz u = Ce! 
anzuwenden, in der folgenden, anschaulicheren Weise De Gl. (10) unter- 


scheidet sich von der wohlbekannten Gleichung ö + Tu= =0 durch das mitt- 


lere Glied. Dieses Glied können wir beseitigen, indem wir Gl. (10) für die Ver- 


änderliche u u ig nda 1) 
anschreiben. Durch Differentiation folgt: 
Üü = (Ü + 2io,ü — wu)el®t. (12) 


In den Klammern beachten wir zuerst Gl. (10), dann (11): 


Ü = = Tu _ of) ent — ( F of) u. (13) 
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Neben g/l kann w? ruhig vernachlässigt werden (da dieses von der Ordnung 
10"® s”2, g/l aber auch für ein Pendel von 10m Länge noch 1 s? ist). So gilt für 
w oder gleich für den Realteil x’ und den Imaginärteil y': 


#407 =0, +Ty=0. (14) 


Diese Gleichungen sind die nämlichen wie die in (23,16) gefundenen; die 
früher kennengelernten Gesetze der Pendelbewegung von kleiner Amplitude - 
die Bewegung längs einer Ellipse - sind also im x’ y’-System gültig (nicht im 
xy-System!). Der Zusarnmenhang ist nun zwi- 
schen den Koordinaten x’, y’ und &, yauf Grund 
von (11) und (9) gegeben durch 


.»> 


x +iy = (x + iy)emt 


= (2 +1y) (coswt + isinw,l), 


d.h. 
x = zcoswt— y ns (15a) 
y=zsinwt + ycoswlt, 
bzw. 
süg x —= x coswt + y sinaylt; | (15b) 
Abb. 52 y=— "sinot + y’ cosaıt. 


Diese Gleichungen bedeuten offenbar, daß die x’y’-Achsen sich relativ zum 
xy-System des Beobachters ($ 24, Abb. 50) in der horizontalen Ebene mit der 
Winkelgeschwindigkeit &, drehen, entsprechend der Abb. 52. Wir haben also 
den Satz: Die Pendelbewegung mit kleiner Amplitude erscheint am Ort der geo- 
graphischen Breite y der Erde im allgemeinen Falle als eine Bewegung längs einer 
Ellipse, deren Achsen sich in der Horizontalebene mit der Winkelgeschwindigkeit 
0, = wsiny drehen, auf der nördlichen Halbkugel in Nord-Ost-Süd-, auf der süd- 
lichen Halbkugel in enigegengesetzter Richtung. Bei solcher Bestimmung der Be- 
wegung muß man natürlich in Betracht ziehen, daß die Anfangsbedingungen 
im x’ y’-System verschieden von denen im xy-System des Beobachters sind. 

Nun wollen wir die Anfangsbedingungen entsprechend dem berühmten 
Foucauutschen Pendelversuch (1850) wählen. Das aus der lotrechten Lage in 
Süd-, also in x-Richtung um die Strecke a herausgehobene Pendel möge ohne 
Anstoß freigelassen werden, d.h., es sei 


fürt=0: z=ea y=(I i=yj=l0. (16) 

Die Anfangsbedingungen sind im x’y’-System, wenn die Achsen der beiden 

Systeme für t = 0 als zusammenfallend gewählt werden, offenbar die folgenden 

(im x’ y’-System ruht das Pendel wegen der Drehung der Achsen auch für t = 0 
nicht): 

fürt=-0 !=a yY=-0, © =(0, WV=oau.. (17) 
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Mit diesen Anfangsbedingungen ist die Lösung der Gl. (14) wohlbekannt: 


x = 4c08 y4 y = bsin y4 (18) 


Die kleine Halbachse b der Ellipse ist durch die Anfangsbedingung y’(0) = aw, 
bestimmt: byg/l = aw,; demnach erhält man für das Achsenverhältnis der 


Ellipse: 
b l I 
z 4 = osnp (19) 


Dieses Verhältnis ist wegen & = 7,3 : 10° s’! sehr klein — auch bei dem zum 
Pariser Experiment verwendeten Pendel von 67 m Länge betrug es nur un- 
gefähr 0,00013 -, so daß die Ellipse praktisch in eine Gerade ausartet. In die- 
sem Sinne kann man von der Dre- 
hung der Schwingungsebene des 
Pendels sprechen; die Drehung be- 
trägt in Graden in einer Stunde 
nach Gl. (7): 15° sin y. 

Die Bewegung ist durch die 
Gl. (18) auch im x y-System des Be- 
obachters vollkommen bestimmt, 
da die Koordinaten x, y als Funk- a b Cc d 
tionen der Zeit durch Einsetzen 
von x’, y’ aus den Gl. (18) in (15b) au 
gewonnen werden können. Die Be- 
wegung läßt sich auf Grund der oben erhaltenen Sätze durch die Abb. 53a-d 
darstellen; die ersten drei Abbildungen veranschaulichen die Lage der mit der 
Winkelgeschwindigkeit w, verdrehten Ellipse der Pendelbewegung in den Zeit- 
punkten t = 0, T/4, T/2, in denen das Pendel sich der Reihe nach in der durch 
die Punkte 1, 2, 3 bezeichneten Lage befindet. Somit hat die Bahn für den 
irdischen Beobachter die in Abb. 53d ersichtliche Kurve. In dieser Bahnkurve 
treten für die Zeitpunkte t = 0, T/2, T,... Spitzen auf, dain diesen Zeitpunkten 
x und auch % verschwinden [siehe Gl. (16)]. Die Entfernung zwischen zwei be- 
nachbarten Spitzen (1 und 5 in Abb. 53d) folgt aus der Drehung während der 
Schwingungsdauer T': 


... 


awsiny-T. (20) 


Das Pendel geht, genau genommen, nie durch seine Ruhelage O; es ist dem 
Punkt O am nächsten in den Zeitpunkten i = T/4, 3T/4, ...; sein Abstand von 
O ist dann der durch Gl. (19) bestimmte sehr kleine Wert b. (Im Falle der beim 
Pariser Experiment erwähnten Daten und der Amplitude a = lm ist 
b = 0,01 cm.) 

Die Bewegung ist für eine andere, von (16) verschiedene Anfangsbedin- 
‚gung eine andere. Wenn wir z.B. dem Pendel in seiner Gleichgewichtslage eine 
Anfangsgeschwindigkeit südlicher Richtung geben, dann könnte ähnlich wie 
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oben leicht bewiesen werden, daß sich das Pendel auf einer Bahn der in Abb. 54 
dargestellten Form bewegt. 

Die genauere Durchführung des Versuches (KAMERLINGH ONNEs, 1879) er- 
gab innerhalb der Fehlergrenze von etwa 0,5%, mit der obigen Theorie voll- 
ständige Übereinstimmung. Es ist vielleicht nicht überflüssig, hier wiederholt 
darauf hinzuweisen, was dieser Versuch als dynamischer Beweis 
der Erdrotation "bedeutet. Seine Bedeutung könnte mit dem 
(nach $14 als unhaltbar erwiesenen) Begriff des „absoluten 
Raumes“ so ausgedrückt werden, daß das Experiment die 
vielumstrittene Frage des geozentrischen und heliozentrischen 
Weltsystems zugunsten des letzteren entscheidet: die Erde 
kann nicht als „absolut ruhend‘“ betrachtet werden. Da nun 
der Begriff des „absoluten Raumes“, wie wir gesehen haben, 
durch den Begriff des nur experimentell bestimmbaren Iner- 
tialsystems zu ersetzen ist, besteht die Bedeutung des Fouv- 
cAULTschen Pendelversuches darin, daß er über das Inertialsystem Aufklärung 
gibt. Die Erde kann kein Inertialsystem sein, aber es kann — innerhalb der 
Fehlergrenzen des Versuches - als Inertialsystem ein solches. System angesehen 
werden, in dem z.B. die s-Achse die Rotationsachse der Erde ist und die xy- 
Ebene durch den Erdmittelpunkt und gewisse Fixsterne festgelegt wird; in 
diesem System bleibt nämlich die Schwingungsebene des Pendels erhalten. 
Wir werden später (in $40) sehen, daß die Gesetze der Himmelsmechanik 
über das Inertialsystem weitere Auskunft geben. 


Abb. 54 


I. TEIL 


MECHANIK DER PUNKTSYSTEME 
(SYSTEME VON ENDLICHEM FREIHEITSGRAD) 


A. Die allgemeinen Sätze der Mechanik der Punktsysteme 
Die Prinzipien der Mechanik 


8 26. Das Punktsystem und die darauf wirkenden Kräfte 


Nachdem wir die für den einzelnen Massenpunkt geltenden wichtigsten 
mechanischen Sätze kennengelernt haben, sind unsere weiteren Aufgaben und 
Gesichtspunkte schon leichter zu übersehen. Zu diesem Zweck wird folgendes 
vorausgeschickt. 


1. Die für den Massenpunkt aufgestellte dynamische Grundgleichung kann 
auch bei solchen Problemen unmittelbar angewendet werden, bei denen n diskrete 
Körper, die sich einzeln als frei bewegliche Massenpunkte ansehen lassen, 
Kräfte aufeinander ausüben. Ist der Ortsvektor des i-ten Punktes eines solchen 
(diskontinuierlichen und freien) Punktsystems, im Inertialsystem, t,, die Masse 


des Punktes m, und die Resultante aller an ihm angreifenden Kräfte Fu, dann 
lauten nach dem zweiten Axiom die Bewegungsgleichungen des Punktsystems: 


mu—=-H (Ü=12,...,n. (1) 


Sind die Kräfte %, als (im allgemeinen Falle) Funktionen des Ortes und der Ge- 
schwindigkeit aller Massenpunkte sowie der Zeit bekannt, so besteht die Be- 
stimmung der Bewegung des Punktsystems in der Integration des obigen Giei- 
chungssystems, das 3n skalare Differentialgleichungen zweiter Ordnung ent- 
hält. Solche Probleme, die im engeren Sinn in das Gebiet der Mechanik der 
Punktsysteme — der Punktmechanik — gehören, sind z.B. die Bewegungen der 
Himmelskörper und einige Fälle der gekoppelten Schwingungen. 


2. Man kann der Punktmechanik jedoch auch eine viel allgemeinere Bedeutung 
zuschreiben. Im 18. und 19. Jahrhundert entwickelte sich wegen der grüßen 
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Erfolge der Himmelsmechanik und mit Rücksicht auf die damals von neuem 
auftretenden atomistischen Vorstellungen die Auffassung, daß jeder materielle 
Körper aus einer endlichen Anzahl von Massenpunkten — aus punktförmig an- 
genommenen Atomen bzw. Molekülen — besteht, die Kräfte aufeinander aus- 
üben. Nach dieser Auffassung, auf deren Berechtigung wir noch zurückkommen 
werden, ist jedes mechanische System ein Punktsystem, die gesamte Mechanik 
eine Punktmechanik. Bei ihrem Aufbau erwies es sich als nützlich, die auf das 
System einwirkenden Kräfte in zwei Gruppen zu teilen: in die von Punkten 
außerhalb des untersuchten Systems stammenden äußeren Kräfte und die 
zwischen den Punkten des Systems wirkenden inneren Kräfte. Bezeichnet man 
die Resultante der auf den Punkt m, des Systems wirkenden äußeren Kräfte mit 
7, und die vom Punkt m, des Systems auf m, wirkende Kraft mit %,,, so ist 
die auf m, wirkende Gesamtkraft gegeben zu 


° == 3: +2 Vier: (2) 


(In der Summe muß das Glied k = i fortgelassen oder %,, gleich Null gesetzt 
werden, da der Punkt auf sich selbst keine Kraft ausübt.) Die äußeren Kräfte 
werden in der Regel als gegeben angesehen, die inneren Kräfte sind in vielen 
Fällen unbekannt. Hinsichtlich der letzteren nimmt man im allgemeinen nur 
an, daß sie Zentralkräfte seien. Die Grundgleichungen bzw. Grundannahmen der 
Punktmechanik sind somit die folgenden: 


a) Die NEwToNschen Bewegungsgleichungen, die nach Gl. (1) und (2) lauten: 
mu—-%t2 8 =1,2,...,n). (3) 
b) Das Reaktionsprinzip, nach dem hinsichtlich der inneren Kräfte 


rk = — pi. (4) 


c) Die inneren Kräfte sind Zentralkräfte, d.h., %,, fällt in die Richtung der die 
Punkte m, und m, verbindenden Geraden. Dies ist eine neue Grundvorausset- 
zung, die aber aus Symmetriegründen naheliegend ist: es wäre schwer anzu- 
nehmen, daß von zwei wirklich punktförmigen Körpern der eine auf den ande- 
ren eine Kraft ausübt, die nicht in die Richtung der einzig ausgezeichneten, 
nämlich der sie verbindenden Geraden fällt. | 

Aus dem Vorangehenden können die drei Fundamentalsätze der Mechanik der 
Systeme abgeleitet werden: die Sätze des Massenmittelpunktes, des Impuls- 
moments und der Energie; mit diesen befassen wir uns in $$ 27-29. 


3. Das System wird ein freies System genannt, wenn seine Punkte in ihren 
Bewegungen nicht eingeschränkt: werden; ein freies System ist im Bereich der 
Makrophysik am vollkommensten durch die Himmelskörper verwirklicht. Bei 
vielen Problemen hat man es aber mit einem unfreien oder gebundenen System 
zu tun, bei dem zwischen den Koordinaten der Punkte oder zwischen ihren 
Änderungen gewisse Bedingungen (Bedingungsgleichungen) bestehen müssen. 
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Müssen z.B. die Massenpunkte m, und m, in konstanter Entfernung vonein- 
ander bleiben, so lautet die Bedingungsgleichung: 


(x; — %)? + (Yi — Yu)? + (&% — 2)? = const. (5) 


Durch Einführung von Bindungen kann man z. B. die Mechanik des starren 
Körpers als eines speziellen Punktsystems behandeln: man verlangt, daß die 
der Gl. (5) ähnlichen Gleichungen für je zwei beliebige Punkte des starren Kör- 
pers erfüllt werden. Die in der Technik verwendeten mechanischen Maschinen 
können größtenteils als aus starren Körpern zusammengesetzte Systeme an- 
gesehen werden, wobei die Bedingungen (5) nur zwischen den Punkten von 
einzelnen Teilen des Systems bestehen. : 


4. Die beim gebundenen System auftretenden Kräfte lassen sich in zwei Gruppen 
teilen (von einem anderen Gesichtspunkt aus als die äußeren und inneren 
Kräfte), ebenso wie wir es bei der unfreien ‚Bewegung des einzelnen Massen- 
punktes getan haben. Zwangskräfte (Beaktionskräfte) sind die Kräfte, die in- 
folge der Bindungen auftreten, d.h. eben diese ersetzen; die auf das System 
einwirkenden übrigen Kräfte werden eingeprägte Kräfte genannt. Aus diesen 
Definitionen folgt: Werden zu den am System angreifenden eingeprägten Kräften 
Ge die Zwangskräfte %; addiert, so kann man das System als ein freies ansehen; 


es gilt also: 
mi, = 509 +5 Ü=12%,...,n. (6) 


(Bei einem System z. B., das aus zwei gleichen, an die Enden des Fadens einer 
festen Rolle gehängten Massen m besteht — und von dem man weiß, daß es in 
Ruhe ist -, sind die eingeprägten Kräfte die Gewichte mg, die Zwangskräfte da- 
gegen die aufwärts zeigenden Kräfte von der Größe mg. Im allgemeinen sind 
aber die Zwangskräfte unbekannt; ein Teil der Aufgabe ist, sie zu bestimmen.) 
Man kann die eingeprägten Kräfte auch Kräfte physikalischen Ursprungs nen- 
nen und damit kennzeichnen, daß in ihrem mathematischen Ausdruck nur 
durch Messungen bestimmbare physikalische Konstanten bzw. Angaben vor- 
kommen. Eingeprägte Kräfte sind z.B. die Gravitationskräfte (speziell das Ge- 
wicht), ferner z.B. bei einer Dampfmaschine die vom Manometer ablesbare 
Spannkraft des Dampfes. Die Zwangskräfte dagegen könnten als Kräfte geo- 
metrischen Ursprunges bezeichnet werden, da die zwischen den einzelnen Teilen 
des Systems bestehenden Bedingungen, von denen sie abhängen, geometrischer 
Natur sind. Zwangskräfte treten z.B. beim Unterstützen und Aufhängen jeder 
Art auf; Zwangskräfte sind auch die Druck- und die Zugkräfte, die zwischen den 
miteinanderin Berührung stehenden Teilen der Maschinen wirken. Von den Rei- 
bungskräften ($ 11) müssen wir die bei der Bewegung auftretenden zu den ein- 
geprägten, die Haftreibung aber zu den Zwangskräften rechnen. 

Wir betonen, daß die Einteilung der Kräfte einerseits in innere und äußere, 
andererseits in eingeprägte und Zwangskräfte von verschiedenen Gesichts- 
punkten aus geschehen ist, also können sowohl dieeingeprägten als auch dieZwangs- 
kräfte innere und äußere Kräfte sein. (Zum Beispiel ist bei einer Dampfmaschine 
die den Kolben bewegende Kraft eine innere eingeprägte Kraft.) 


9 Budö, Mechanik 
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5. Die verzweigten Probleme der Mechanik der Punktsysteme veranlaßten 
die Mathematiker und Physiker des 18. und 19..Jahrhunderts, die Sätze der Me- 
chanik in möglichst einfacher und allgemeiner Form - in den sogenannten Prin- 
zipien der Mechanik — zusammenzufassen. Diese Prinzipien ersetzen bzw. 
ergänzen in einigen Beziehungen einerseits die NEwToNschen Axiome und 
ermöglichen andererseits die eindeutige und einfache Aufstellung der Bewegungs- 
gleichungen (in beliebigen Koordinaten!) auch in den verwickelteren, die ver- 
schiedensten Bedingungen enthaltenden Fällen, wodie Anwendungderursprüng- 
lichen Newronschen Gesetze sehr umständlich ist und auch nicht immer zum 
Ziele führt. Die Prinzipien bzw. die auf ihnen beruhenden Theorien geben über- 
dies wichtige Aufschlüsse über die Eigenschaften der mechanischen Systeme und 
über die Integration der Bewegungsgleichungen, manche der Prinzipien sind 
auch auf anderen Gebieten der Physik von großer Bedeutung. Die wichtigsten 
Prinzipien und Bewegungsgleichungen werden wir weiter unten ($ 30ff.) be- 
sprechen. | 


6. Die erwähnte Auffassung, nach der auch die Mechanik der ausgedehnten 
Körper auf Systeme diskreter Massenpunkte zurückgeführt werden könnte, be- 
währte sich bei dem starren Körper und den starren Systemen, in der Mechanik 
der deformierbaren Körper jedoch .erwies sich die Kontinuitätshypothese als ge- 
eigneter. Hier zerlegt man den Körper in Gedanken in unmittelbar miteinander in 
‘Berührung stehende Volumelemente dV von der Masse dm und nimmt an, daß 
die durch o = dm/dV definierte Dichte eine stetige (bzw. stückweise stetige) 
Funktion des Ortes ist. Diese Auffassung werden wir im IV. Teil näher kerinen- 
lernen, wo wir auf die auch in anderen Zweigen der Physik auftretenden Alter- 
nativen „diskret“ und ‚kontinuierlich‘ zurückkommen. Der Umstand aber, daß 
es nicht möglich bzw. nicht zweckmäßig ist, die gesamte Mechanik auf diskrete 
Punktsysteme zurückzuführen, berührt die Bedeutung der im-folgenden vor- 
kommenden allgemeinen Sätze und Prinzipien nicht (schon darum nicht, weil 
der größte Teil dieser Sätze und Prinzipien durch einfachen Grenzübergang 
auch in einer für die Kontinuitätshypothese geeigneten mathematischen Form 
ausgedrückt werden kann). 
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1. Durch Addition der n Bewegungsgleichungen (26,3) des Punktsystems er- 
halten wir | 


Im, 5 dı +3 >> Vır- (1) 
i-l i=1 i=1k=1 


In der Doppelsumme gehört zu jedem %,; (Ü+k) ein %,,, und die Summe der 
beiden Kräfte ist nach dem dritten Axiom (26,4) Null, z.B. Fı2 + Fa =0. 
Deshalb verschwindet die ganze Doppelsumme, die inneren Kräfte heben sicu 
bei der Summation heraus. Die linke Seite der restlichen Gleichung 


Zmi=- I u=$F (2) 
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kann umgeformt werden: 
„ d d d d& 
Zmt, = ZZ Mh == aM: = 72 © u 
wobei =, = > m,v, (3) 


die Summe der Impulse der einzelnen Massenpunkte, d.h. der Gesamtimpuls des 
Systems ist. Damit erhielten wir den Impulssatz 


d 
72% = 2% oder 6=8, (4 


d.h., die zeitliche Ableitung des Gesamtimpulses des Systems ist gleich der Resul- 
tanten der auf das System wirkenden äußeren Kräfte. (Dieser Satz gilt nicht nur 
für freie, sondern auch für gebundene Systeme, bei denen zu den äußeren Kräften 
nach $ 26,4 auch die äußeren Zwangskräfte — die allerdings nicht direkt ge- 
geben sind — hinzugerechnet werden müssen.) Der Impulssatz (4) ist die Verall- 
gemeinerung der ursprünglichen Formulierung (6,2) des zweiten Axioms für 
ein Punktsystem. 


2%. Man kann den Impulssatz auch in einer anschaulicheren Form ausdrücken, 
indem man den Begriff des Massenmittelpunktes einführt. Unter dem Massen- 
mittelpunkt des Punktsystems wird der Punkt verstanden, dessen Radiusvektor 


zZ mt \ Zm;t, 
nm m = 
ist, wobei m = I m, die Gesamtmasse des Punktsystems bedeutet. Nach der 
Definition (5) lautet die linke Seite von Gl. (2): D’m,t, = mio, also 


mi= 2%.=% (6) 


Dies ist der Satz vom Massenmittelpunkt: Der Massenmittelpunkt des Punkt- 
systems bewegt sich so, als ob in ihm die Gesamtmasse des Systems konzentriert wäre 
und als ob auf ihn die Resultierende aller äußeren Kräfte wirkte. 

Wenn speziell ein starrer und nicht allzu großer Körper nur unter der Wir- 
kung der Schwerkraft steht, dann bewegt sich sein Massenmittelpunkt so, als 
wirke die Resultierende der die einzelnen Massenpunkte des Körpers angrei- 
fenden, zueinander parallelen Schwerkräfte, d.h. das Gewicht des ganzen Kör- 
pers, auf ihn ein (vgl. auch $ 48,3). Deshalb wir der Massenmittelpunkt auch 
Schwerpunkt, der obige Satz auch Schwerpunktsatz genannt. (Die Bezeichnung 
Massenmittelpunkt ist richtiger, da die Lage dieses Punktes durch die geo- 
metrische Konfiguration der Massen des Systems bestimmt wird.) Dieser Satz 
ist es, der uns oft dazu berechtigt, einen ausgedehnten Körper als Massenpunkt 
zu betrachten, denn der Schwerpunkt des Körpers bewegt sich so wie ein Punkt 
von der Masse m = Im, unter der Wirkung der Kraft % = IF, 

Nach diesem Satz spielen bei der Bewegung des Schwerpunktes die inneren 
Kräfte gar keine Rolle, im besonderen können sie den ruhenden Schwerpunkt nie 


132 11. A. Die allgemeinen Sätze der Mechanik der Punktsysteme 


in Bewegung setzen. Das ist, wie ersichtlich, die Folge des dritten Axioms und 
bedeutet eine ganz erhebliche Erleichterung, weil die inneren Kräfte oft un- 
bekannt sind. Wenn z.B. das abgefeuerte Geschoß in der Luft - unter der Wir- 
kung der inneren Kräfte — explodiert, dann setzt der Schwerpunkt der ausein- 
anderfliegenden Splitter seine Parabelbahn auch weiterhin fort (falls man vom 
Luftwiderstand absieht). | 

Der Begriff des Schwerpunktes stammt von ARCHIMEDES (um 250 v.u.Z.); 
der Schwerpunktsatz wurde für Spezialfälle von HuygEns, NEWToN und 
D’ÄLEMBERT, für den allgemeinen Fall von LAGRANGE (in seinem großen Werk 
„Mecanique analytique“, 1788) aufgestellt. 


3. Ein Sonderfall des Satzes folgt sofort aus Gl.(4) bzw. (6): 
wenn % = 0, dann ® = const oder ti, = const. (7) 


Also: Greifen keine äußeren Kräfte am System an („abgeschlossenes System“), 
oder verschwindet die Resultierende der äußeren Kräfte, dann ist der Gesamtimpuls 
des Systems konstant, d.h., der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig und gleichförmig 
oder bleibt in Ruhe. Das ist der Erhaltungssatz des Gesamtimpulses oder des Schwer- 
punktes. Zum Beispiel ist das Sonnensystem — da man von der Wirkung der fer- 
nen Fixsterne absehen kann - ein abgeschlossenes System, und somit ist die 
Geschwindigkeit seines Massenmittelpunktes konstant. 

Man kann im allgemeinen jedes System zu einem abgeschlossenen System er- 
gänzen, indem man die Körper, die sich außerhalb des Systems befinden und 
Kraftwirkungen auf die Glieder des Systems ausüben, zum System rechnet. Zur 
Vereinfachung der Probleme ist aber oft gerade das entgegengesetzte Verfahren 
zweckmäßig: die Ausschaltung einiger Glieder des Systems und die Ersetzung 
ihrer Wirkung durch äußere Kräfte. Von diesem Gesichtspunkt aus betrachtet 
ist der Grenzfall die Mechanik des einzelnen Massenpunktes, bei der man die 
Wirkung aller übrigen Körper in einer einzigen äußeren Kraft zusammenfaßt 
und die auf die übrigen Körper ausgeübte Wirkung des behandelten Massen- 
punktes unbeachtet läßt. 

Weitere Beispiele liefern für. den Erhaltungssatz (7) die bekannten Rück- 
stoßerscheinungen. Der gemeinsame Schwerpunkt einer auf horizontaler, rei- 
bungsfreier Unterlage stehenden Kanone .und ihres Geschosses bleibt auch nach 
dem Abschuß in der durch seine ursprüngliche Lage verlaufenden vertikalen Ge- 
raden. [Im Falle der Reibung oder einer Bewegung längs der vertikalen Rich- 
tung kann der Erhaltungssatz (7) wegen der dann auftretenden äußeren 
Kräfte nicht angewendet werden. Wenn wir aber auch die Erde zum System 
rechnen, verwandeln sich die äußeren Kräfte in innere, und so beeinflußt der 
Abschuüß nach Gl..(7) die Lage des gemeinsamen Schwerpunktes der Erde, der 
Kanone und des Geschosses nicht.] 

Bei einem abgeschlossenen System bedeutet der Erhaltungssatz des Schwer- 
punktes sechs Integrale der Bewegungsgleichungen; darunter. ist zu verstehen, daß 
in den Gleichungen, die die gleichförmig geradlinige Bewegung des Schwer- 
punktes ausdrücken, sechs Integrationskonstanten vorhanden sind. Diese sechs 
Integrale können auch unmittelbar aus Gl. (2), d.h. bei einem abgeschlossenen 
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System aus S'm,t, = 0, angeschrieben werden; z.B. in rechtwinkligen Koordi- 
‚naten: 


DZms,=at+b, Zmyı=@t+b, ms, =@t+b,, (8) 
wobei a,, -. ., db, sechs beliebige Konstanten sind. 


4. Die Konstruktion des Schwerpunktes. Der Schwerpunkt S zweier Massen- 
punkte m, und m, teilt die Entfernung der Punkte im umgekehrten Verhältnis 
zu den Massen in zwei Teile (d.h., S liegt näher zur größeren Masse). Dies kann 
aus der den Schwerpunkt definierenden Gleichung 

(m +) = Mu + Mt, dh mo — 1) = Malte — I) (9) 


und aus der Abb. 55 abgelesen werden: 


AM - Al, 5 AM: As 


In-ul_&_m (10) 
1, — tl HS Mm 


Auf Grund des Vorstehenden läßt sich der 
Schwerpunkt S zweier Massenpunkte leicht 
konstruieren. Der Schwerpunkt $’ dreier Abb. 55 
Massenpunkte kann ermittelt werden, in- 

dem man den Schwerpunkt des im Schwerpunkt S der ersten zwei Punkte ge- 
dachten Punktes von der Masse m, + m, und des von der Masse m, kon- 
struiert. Daß man auf diese Weise wirklich den Schwerpunkt 8’ (sein Radius- 
vektor sei 1,) der drei Punkte erhält, ergibt sich aus der Definitionsgleichung 


[(m, + m;) + my) tg = (m, Mg) tg + Malz 
durch Einsetzen von t, nach Gl. (9): 
(m, + Mg + Ms) Yo = Mt + Motg + Mgta. 


Der Schwerpunkt eines aus mehreren Massenpunkten bestehenden Systems 
kann durch Fortsetzung des geschilderten Verfahrens konstruiert werden. Der 
Schwerpunkt ist von der Reihenfolge der Konstruktion unabhängig, weil die 
Größen m, und r,in den Formeln völlig symmetrisch auftreten. Da ferner in der 
Konstruktion der Anfangspunkt O bzw. das Koordinatensystem nicht vor- 
kommt, hängt auch die Lage des Schwerpunktes nicht von ihnen ab: der 
Schwerpunkt wird allein von der gegenseitigen Anordnung der Massen des Systems 
bestimmt. 


5. Bei einem Körper von kontinuierlicher Massenverteilung ($ 26,6) denkt man 
sich den Körper in sehr kleine Teile vom Volumen AV, und der Masse Am, zer- 
legt. Man kann dann in dem den Schwerpunkt bestimmenden Ausdruck (5) 
statt der Summen die entsprechenden Integrale schreiben: 


u 2 1,Am, [ram 


= Am, ” Jam’ e 
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Diese lassen sich durch Einführung des Quotienten aus dem Massen- und dem 
Volumelement, d.h. der Dichte 


e= ap’ (12) 
in Volumintegrale umformen: | [ev av 
u= (13) 
foav 
Wir haben somit für die Koordinaten des Schwerpunktes des Körpers n- 
xzaV aV zdV 
fe _jwevr __Je die; 


= [eav ’ %= feav ’ = [eav 2 


Die Integrale sind im allgemeinen dreifache Integrale, z.B. in rechtwinkligen 
Koordinaten dV/ = dxdydz. Die Grenzen sind so zu bestimmen, daß jedes 
Volumelement des Körpers in Betracht gezogen wird. Bei homogenen Körpern, 
deren Dichte an jeder Stelle die gleiche ist, kann man in (14) mit o kürzen, 
d.h., die Lage des Schwerpunktes ist dann von der Masse des Körpers unab- 
hängig. Einige Beispiele für die Berechnung der Schwerpunktsläge werden in 
$ 55 behandelt. | 
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1. Man kann zu einem anderen wichtigen Satz gelangen, wenn man die Be- 
wegungsgleichung des i-ten Punktes des Systems 


mi=ır 2 Ein (1) 
vektoriell mit r, multipliziert und die so erhaltenen Gleichungen füri =1, 2, 
..., 2 addiert: z 
PALALANE 2& 31 +2 P2 [4 dıe]- (2) 
Die linke Seite können wir in der Form schreiben: 
d 
12 m[u4ti], 
denn dies ist gleich 
Zmlii) +3 mil; (3) 


und das erste Glied verschwindet nach der Deutung des Vektorproduktes. Wir 
erinnern jetzt daran, daß nach der Definition (10,11) R, = m,[t;t,] das auf den 
Anfangspunkt O bezogene Impulsmoment, der Drehimpuls oder Drall des i-ten 
Massenpunktes ist; man kann also die Größe 


N= IN = Im ut) (4) 
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den gesamten Drehimpuls oder Gesamtdrall des Systems nennen. Ähnlich ist 
M = [1,3] nach der Definition das auf den Anfangspunkt O bezogene Moment 
- oder Drehmoment — der Kraft %,, so daß das erste Glied der rechten Seite von 


Gl. (2), d.h 
ME IM, = 218: (5) 


die Resultante der (Dreh-) Momente der äußeren Kräfte darstellt. 

Wir wählen in der Doppelsumme von Gl.(2), die das Gesamtmoment der 
inneren Kräfte bedeutet, die auf den i-ten und k-ten Punkt bezogenen zwei 
Glieder aus (siehe Abb. 56). Ihre Summe beträgt nach dem dritten Axiom 


[1% dr) T 1% dx] = [HH dl) — IE Biel = I — Ip Furl.» (6) 


Dies und damit die ganze Doppelsumme verschwindet, wenn %,, parallel dem 
Vektor 1, — tr, ist, d.h., wenn die zwischen zwei Massenpunkten wirkenden 
inneren Kräfte in die Richtung der die Massenpunkte verbindenden Geraden 
zeigen, mit anderen Worten, wenn sie Zentralkräfte 
sind ($ 26,2). Unter Beachtung des Vorangehenden 
folgt aus Gl. (2) der Drehimpulssatz 


2 Zmlyi) = 23 HE (7) 


oder : 
N = M. Abb. 56 


Die zeitliche Ableitung des gesamten Drehimpulses des Systems ist gleich dem resul- 
tierenden Moment der äußeren Kräfte, wenn die inneren Kräfte Zentralkräfte sind. 
Diese Beschränkung ist vom praktischen. Gesichtspunkt aus unbedeutend: der 
Satz - der seine obige, allgemeinste Fassung durch LAGRANnGE erhalten hat -ister- 
fahrungsgemäß ohne Einschränkung gültig. Die inneren Kräfte spielen, ähnlich 
wie beim Schwerpunktsatz, auch in ihm keine Rolle. (Werden die inneren Kräfte 
nicht als Zentralkräfte vorausgesetzt, so muß man es als Erfahrungstatsache 
hinnehmen, daß die Doppelsumme, d.h. die Resultante der Momente der inne- 
ren Kräfte, verschwindet. Im Falle gebundener Systeme gelten als äußere 
Kräfte natürlich auch die äußeren Zwangskräfte, vgl. $ 26, 4.) 


2. Als Sonderfall des Satzes folgt aus Gl. (7): 
R= m, [wi] = konstanter Vektor, wenn M=0. (8) 


Also: Wirken auf das System keine äußeren Kräfte (abgeschlossenes System), oder 
verschwindet die Resultante ihrer Momente, dann bleibt der gesamte Drehimpuls 
des Systems konstant. Dies ist der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses, den 
man, da er die Verallgemeinerung des für einen einzelnen Massenpunkt erkann- 
ten Newronschen Flächensatzes (10,4) bzw. (10,14) ist, manchmal auch 
Flächensatz zu nennen pflegt. 

Als Beispiel für diesen Satz können wir viele bekannte Erscheinungen erwäh- 
nen, so z.B. die Drehschemelversuche. Zur bequemeren Übersicht dieser und 
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ähnlicher Erscheinungen drücken wir die in Richtung der Drehachse z fallende 
Komponente von X durch Zylinderkoordinaten (l,, ®,, 2,) aus. Da nach Gl. (10,6) 


Mi, = y=id 
lautet die 2--Komponente der Vektorgleichung (8): 
N,= 3 m,l?o,= const, wenn M,=0. (9) 


In vielen Fällen ist die Winkelgeschwindigkeit jedes Massenpunktes des Sy- 
stems die gleiche: &, = w; dann vereinfacht sich G1.(9) zu 


N,=60w = const, wenn M,=0. (10) 


Der hier stehende Ausdruck 

0=23 ml; (11) 
wird das auf die 2-Achse bezogene Trägheitsmoment des Systems genannt. 
© ist um so größer, je größer die Massen und je größer ihre Entfernungen von 
der Drehachse sind. 

Nach dieser Vorbereitung wollen wir zu den Beispielen übergehen. Breiten wir 
unsere Arme auf dem Drehschemel aus, so vermindert sich die Geschwindigkeit 
der Drehung, besonders wenn wir in unseren Händen größere Massen halten. 
Die Deutung ist einfach. Vor allem kann der Satz (10) angewendet werden, 
weil — die bei der Drehung auftretende Reibung abgerechnet — die äußeren 
Kräfte (die Schwerkraft und die der Unterstützung des Drehschemels ent- 
sprechende Zwangskraft) parallel der z-Achse sind und so die 2--Komponente 
ihrer Momente verschwindet: :M, = 0. Beim Ausbreiten unserer Arme gerieten 
einige Massen des Systems in größere Entfernung von der Achse, d.h., © ist an- 
gewachsen, und so muß sich die Winkelgeschwindigkeit w Sermindern, damit 
© w konstant bleiben kann. — Aus demselben Grund zieht eine Änderung i in der 
Massenverteilung der Erde (prinzipiell z.B. auch der Aufbau eines Hauses) die 
Änderung der Drehgeschwindigkeit der Erde und damit auch die Änderung der 
Länge der Tage nach sich. Man hat neuerlich mit außerordentlich genauen 
„Quarzuhren‘“ nachgewiesen, daß die Rotation der Erde tatsächlich nicht exakt 
gleichförmig ist. - Die Winkelgeschwindigkeit der Erde würde sich auch dann 
vermindern, wenn alle Fahrzeuge sich zur selben Zeit parallel dem Äquator von 
Westen nach Osten, also im Sinne der Erddrehung bewegten. Der Grund ist 
jetzt nicht die Zunahme von ©, sondern die Zunahme von od, einiger Massen; 
siehe Gl. (9). -— Während wir uns nach dem Schwerpunktsatz auf vollkommen 
reibungsfreiem Boden nur mit Hilfe innerer Kräfte nie in Bewegung setzen 
könnten, können die inneren Kräfte eine beliebige Winkeländerung zustande brin- 
gen. Wir können uns z. B. auf dem Eis oder auf dem Drehschemel drehen, indem 
wir unseren Arm nach vorne ausstrecken, rechts in horizontaler Ebene nach 
hinten bringen und dann einziehen. Wiederholen wir diese Bewegung oft genug, 
‘so können wir uns nach der linken Seite mit beliebig großem Winkel drehen. 
(Es ist zweckmäßig, beim Versuch ein größeres Gewichtsstück in unserer Hand 

‚zu halten.) - Ähnlich dreht sich die Katze beim Sturz, um auf ihre Sohlen zu 
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fallen, und ähnliche Bewegungen finden wir auch beim Schaukeln und vielen 
gymnastischen Übungen. | 

Bei einem abgeschlossenen System bedeutet der Erhaltungssatz des Drehimpulses 
drei erste Integrale der Bewegungsgleichungen. Diese drei Integrale — die drei 
Komponenten von Gl. (8) — lauten z.B. in rechtwinkligen Koordinaten: 


2m (ya — 24) = a: m (4%; — u) = m (ud — Yy,%) = Cg, (12) 


wobei c,, Cy, c, drei beliebige bzw. aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende 
Konstanten sind. | 

In einem abgeschlossenen System wird.die zum konstanten Drehimpuls senk- 
rechte, also konstant gerichtete Ebene invariable Ebene genannt. Die durch den 
Schwerpunkt des Sonnensystems verlaufende invariable Ebene kann als die eine 
Koordinatenebene des Inertialsystems gewählt werden. 


3. Die Rolle des Bezugspunktes. Der Drehimpuls W hängt im allgemeinen von 
der Wahl des Bezugspunktes ab. Seien O und 


O’ zwei verschiedene (ruhende) Bezugspunkte, PR, 
—> 
und sei 00’ = 3 = const. Dann gilt nach Pr 
Abb. 57 für die von den zwei Punkten aus- 
‚gehenden Radiusvektoren t,, t;: = m; 
' Abb. 57 


u= u —3 und u=1t.. 


Somit lautet der. Zusammenhang zwischen den auf O bzw. 0’ bezogenen Dreh- 
impulsen N und WR: 


N = Imlni) = im, — 3 6] = Imst) -B, im. 


Das erste Glied der rechten Seite ist N, in dem zweiten ist die Summe nach der 
Definition des Schwerpunktes, d.h. wegen mt, = D m,t,, gleich mt,. Somit er- 
halten wir 


VEN— mi). (13) 


Wenn i, = 0 ist, dann gilt für jedes 8:R’— N. Also: Der Drehimpuls ist von 
der Wahldes Bezugspunktes dann unabhängig, wenn der Schwerpunkt des Systems 
ruht. 

Der Drehimpulssatz ist im Falle jedes ruhenden Bezugspunktes gültig, man 
kann sogar den folgenden wichtigen Satz beweisen: Der Drehimpulssatz gilt auch 
dann, wenn man als Bezugspunkt.den (nach dem Schwerpunktsatz bewegten) Schwer- 
punkt des Systems wählt, oder analytisch: wenn man anstatt des ruhenden 
Koordinatensystems ein System wählt,.dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt 
ist und dessen Achsen parallel den Achsen des Inertialsystems bleiben. Beweis: 
Der Drehimpulssatz lautet in bezug auf den ruhenden Anfangspunkt O [vgl. 


Gl. (211: 
am [üb = 23 [u 8- (14) 
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Statt r, führen wir das vom Schwerpunkt S ausgehende r; ein; nach Abb. 58 ist 
dann 


{1 ! 
Da ferner der von S aus gerechnete Radiusvektor von S ( 2m, ) verschwin- 
det, gilt m 


Sm =0, undsomit mi; =0. (16) 
Gl. (15) in (14) eingesetzt, liefert 
Im + +ül>= - 5% +0, $- 


Nach Ausführung der Multiplikation und Herausheben von rt, und f, aus der 
Summe erhält man: 


Kim, + mi) + mn, ti) + Zmlch) = 13 5 + FE- 


s Das erste Glied der linken und das erste Glied der 
rechten Seite sind einander gleich, da nach dem Schwer- 

7 punktsatz if, m, = 3%, ist. Das zweite und dritte 
Glied der linken Seite sind wegen (16) Null, es gilt also 


A ml) = 3 [68 (17) 


0 was sich von Gl. (14) nur dadurch unterscheidet, daß 

Abb. 58 x; an Stelle von r, steht. Gl.(17) drückt also tatsäch- 

lich den Drehimpulssatz in bezug auf den — entspre- 

chend dem Schwerpunktsatz bewegten - Schwerpunkt aus. [Die Voraussetzung, 

daß sich die Achsen des benützten bewegten Koordinatensystems nicht drehen, 

haben wir in Gl.(15) angewendet; die in Gl.(15) auftretende Differentiation 

müßte im Falle einesrotierenden Koordinatensystems anders durchgeführt wer- 
den, vgl. $ 14,2.] 

Der obige Satz ist darum von Bedeutung, weil das Drehmoment der äußeren 
Kräfte in bezug auf den Schwerpunkt des Systems oft eine einfachere Form hat 
als in bezug auf den raumfesten Anfangspunkt. Wenn z.B. die am System an- 
greifende äußere Kraft nur die Schwerkraft ist, dann ist ihr auf den Schwer- 
punkt bezogenes Moment M = 0, und somit gilt für die auf den Schwerpunkt 
bezogene Bewegung des Systems der Erhaltungssatz N — const, während hin- 
sichtlich des raumfesten Bezugspunktes im allgemeinen nur der weniger ein- 


fache Satz N = M angewendet werden kann. 


8 29. Der Energiesatz. Die zehn Integrale der Bewegungsgleichungen 


1. Wenn wir die für den i-ten Punkt des Systems gültige Bewegungsgleichung 
mu = Hu - wobei %, = Fu + Fu, die auf den Massenpunkt m, wirkende-Ge- 
k 


samtkraft, d.h. die Resultante der äußeren und inneren Kräfte, bedeutet - skalar 
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mit ti, multiplizieren und die so erhaltenen Gleichungen # =1,2,..., n) ad- 
dieren, so erhalten wir 

Zmüh > Zar (= >77 ne 2 dt) (1) 
oder | 


dsl 2_ dan dt _ da 


Hz u u u (2) 


Nach den in $ 8 kennengelernten Definitionen bedeutet hier die Größe 
T= 5 Imit <> Im) (3) 
die (gesamte): kinetische Energie des Systems, und 
VAa=Zdau (-ZEdu+ FF Budn=dam +aam) (M 


ist die ‚elementare Arbeit (d’ Ajdt die Leistung) der äußeren und der inneren 
Kräfte. Gl. (2) besagt also: Die Änderung der kinetischen Energie pro Zeiteinheit 
ist gleich der Leistung aller am System angreifenden Kräfte. 

Integriert man die Gl. (2) zwischen t, und t, — dem Zeitintervall, in welchem 
das System aus der Lage 1 auf einem bestimmten Weg in die Lage 2 übergeht -, 
so erhält man den Energiesatz im weiteren Sinne oder den Satz von der kineti- 
schen Energie: u 

T 2 T, =4, (5) 


d.h., die Zunahme der kinetischen Energie des Systems ist gleich der von allen 
Kräften (inneren und äußeren eingeprägten und Zwangskräften ) des Systems ge- 
leisteten Arbeit. In diesem Satz treten - im Gegensatz zu den zwei vorigen - auch 
die inneren Kräfte auf! 


2. Für konservative Systeme ergibt sich aus dem obigen Satz ein wichtiger 
Erhaltungssatz. Man nennt ein Punktsystem konservativ, wenn eine von den 
Geschwindigkeiten und der Zeit unabhängige, eindeutige Funktion 


V Fr V (x, Yı; 217° ..;, %n: Ynı Zn) (6) 


- das Potential oder die potentielle Energie des Systems — existiert, so daß die 
Komponenten X,, Y,, Z, aller eingeprägten Kräfte sich als negative partielle 
Differentialquotienten von V nach den Koordinaten darstellen lassen: 


(e) _ 97V (e) _ aV | öV 
X; ze 0x, $) Y; day zX m 2, . (7) 


Hier ist also X(” die x-Komponente der Resultante der auf m, wirkenden 
- inneren und äußeren — eingeprägten Kräfte; von den Zwangskräften, die nur 
bei gebundenen Systemen auftreten und von vornherein nicht bekannt sind, ist 
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hier keine Rede! —- Gibt es eine Funktion V, die der Gl. (7) genügt, aber auch die 
Zeit explizit enthält oder mehrdeutig ist, so wird auch diese Potential oder po- 
tentielle Energie, das System aber nicht mehr konservativ genannt. 

Bei einem konservativen System ist die elementare Arbeit der eingeprägten 
Kräfte gegeben zu 


oV oOV 


sale) _ (e) Baer az ie 
WA” = IH duo= 2( ad, Ay +, 


d.h., sie bildet ein vollständiges Differential. Die von der Lage 1 bis zur Lage 2 
des Systems geleistete Arbeit 


2 2 
40 - [I dd, = -[W = —-(,- VD) (9) 
1 1 


hängt dann nur von der Anfangs- und Endlage ab und ist gleich der negativen 
Zunahme der potentiellen Energie. 

Wenn nun das System ein freies System ist oder wenn die Gesamtarbeit der 
Zwangskräfte verschwindet, bedeutet A(@ zugleich die Gesamtarbeit, und aus 
dem Vergleich von Gl. (9) und (5) folgt 7; + Y, = Ta + V, oder 


T+-V=E= const. (10) 


Dies ist der Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie oder kurz der Energie- 
satz: Die Summe der kinetischen und potentiellen Energie (d.h die gesamte 
mechanische Energie E) eines konservativen freien Sysiems ist konstant. Beim 
gebundenen System gilt dieser Satz, wenn die Gesamtarbeit der Zwangskräfte 
verschwindet. (Vgl. auch $ 31,4; historische Notiz in $ 9,6.) 

Der Energiesatz bedeutet ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen. Dieses 
sogenannte Energieintegral lautet z.B. in rechtwinkligen Koordinaten:. 


1 ; | 
52% mM, (dr + ir + 2) + Vz: Yı;> 215: +» An Ynı 27) — sonst. (11) 


3. Die Zerlegung der potentiellen und kinetischen Energie. Um den Energiesatz 
in konkreten Fällen leichter anwenden zu können, müssen wir uns mit der 
kinetischen und besonders mit der potentiellen Energie etwas näher befassen. 
Im folgenden setzen wir freie Systeme voraus, d.h.; alle Kräfte sind eingeprägte 
Kräfte. 

Sind die inneren Kräfte Zentralkräfte im; ‚engeren Sinn (d.h., fällt die von dem. 
Massenpunkt m, auf m, ausgeübte Kraft %,, in Richtung der sie verbinden- 
den Geraden r,,, und hängt ihre Größe nur von der. gegenseitigen Entfernung r, k 
der beiden Punkte ab), dann besitzen sie ein Potential. Sei nämlich %,, eine 
Zentralkraft [siehe die ganz ähnliche Gl. (10,7) und Abb. 59]: 


% Mn 
3. = Mr) = , also X,. = fr, - (12) 
ik T 
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. 1 
en = lu - + - MR (13) 
Das Potential von %,, lautet dann 
Vr= [frddrz (= /r): (14) 
weil man durch Differentiation 
V;, %,; — % 
x; Tjk Kur \ 9) 


und zwei ähnliche Gleichungen für Y;,, Z,, erhält. Wir können nun durch die 
„Teilpotentiale“ V,, in Gl.(14) die sogenannte innere potentielle Energie des 


Si Min 77° 


A, A; 


0 
Abb. 59 


Systems angeben, d.h. die Funktion VÖ(x,,...,2,), deren negative Ableitung 
z.B. nach x, die x-Komponente der auf m, wirkenden inneren Kräfte, also die 


Summe 
X, Tr Xya Fee Ayn -, 2 Kr (16) 


angibt. wir behaupten, daß die innere potentielle Energie des Systems 
1 
w”m= 222 Ph (h,l=1,2,...,n;h=|) (17) 
nh A 


ist. Differenzieren wir nämlich nach x,;, dann kommen nur diejenigen V,,,in Be- 
tracht, bei denen entweder k = j oder I = j ist, da in den übrigen V,, die x;- 
Koordinate nach Gl. (14) nicht auftritt. So braucht man nur die Glieder von 
Typ Y,, und V„,über I bzw. h zu summieren. Da die Bezeichnung des Summa- 
tionsindex beliebig und nach Gl. (14) V,, = V,, ist, erhalten wir: 


av OV., 00V, 
9 --sl2 U + 352) --2GE=80. 08 


letzteres wegen Gl. (15). Die rechte Seite ist gerade der Ausdruck (16), und 
somit stellt (17) tatsächlich die innere potentielle Energie dar. 

Wenn das Potential der am j-ten Punkt angreifenden äußeren Kraft 
V,(&;, yj, 2;), d.h. wenn X, = eh - ist, dann lautet die äußere potentielle 
Energie des Systems: 2; 


vo = 5 V, (19) 
} 
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Wir haben demnach für die im Energiesatz auftretende gesamte potentielle 
Energie 


1 : 
= vo + yü._ 5 v, au 22V (k=12,...,n;j+k). (20) 
; sk | 


Die gesamte kinetische Energie kann in zwei Teile mit anschaulicher Bedeutung 
zerlegt werden. Wird der Ort der Punkte m, statt durch r, durch die aus dem 
Schwerpunkt (r,) des Systems gezogenen Radiusvektoren r; gekennzeichnet, 
dann ist nach Abb.58 1, =, + u; und somit die kinetische Energie des Sy- 
stems von der Form | 


1 1 he 1 s 1 ” 3 
T= Zimt => 2m ( +4)? = > Ami + 5m tu mE. (21) 


Da das letzte Glied der rechten Seite wegen Gl. (28,16) verschwindet, erhalten 
wir den folgenden Satz: Die gesamte kinetische Energie des Systems setzt sich 
aus der kinetischen Energie der fortschreitenden Bewegung des im Schwerpunkt 
vereinigt gedachten Systems und der Energie der Bewegung der Teile des Systems 
relativ zum Schwerpunkt zusammen. Da der erste Teil nach dem Schwerpunkt- 
satz von der Wirkung der äußeren Kräfte herrührt, können wir diesen Teil 
äußere, den zweiten innere kinetische Energie nennen: T‘® bzw. TÜ, 


Nach dem Vorangehenden läßt sich der allgemeine Satz (2) in der ausführlicheren Form 
aT“ + a7 = dA + dA (22) 


schreiben. Haben - wie es oft der Fall ist - nur die inneren Kräfte ein Potential, so 
ist die von diesen geleistete „innere Arbeit“: AU = — dVÜ, und daher gilt (mit 
EU — TÜ) + Y0) 

dEÜ) + dT(a) = d’A), (23) 


Diese Gleichung besagt, daß die von den äußeren Kräften beleistete „äußere Arbeit“ teils 
zur Änderung ‘der gesamten inneren Energie EU) des. Systems, teils zur Änderung seiner 
äußeren kinetischen Energie verbraucht wird. Haben auch die äußeren Kräfte ein Potential, 
dann nimmt Gl. (23) wegen d’ Al) = — dVY(® und E(®) — Ta) + Ye) die Form an: 


dk) +dkle)=0 oder EZÜ 1 Ele) = const, (24) 


d.h., die Summe der inneren und äußeren mechanischen Energie des (konservativen) Systems 
ist: konstant. 


4. Als Beispiel sei nur erwähnt: Der Energiesatz gilt bei einem abgeschlosse- 
nen System, zwischen dessen Gliedern nur die Gravitationskräfte wirken. In 
diesem Fall lautet die potentielle Energie nach Gl. (17) (da keine äußeren Kräfte 

m,m 


Mg 
Tık 


wirken und V,, = —y ‚ wobei y die Gravitationskonstante ist): 
| MM: 
Tr 


(+k=1,2,...,n). (25) 
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Ist das System nicht abgeschlossen, z.B. im einfachsten Fall, wenn wir die 
Bewegung nur eines einzelnen Planeten untersuchen, so ist der Energiesatz für 
dieses System streng genommen nicht gültig. Die am Planeten angreifende 
außere Kraft hängt nämlich außer von seinen Koordinaten wegen der ver- 
änderlichen Lage der anderen Planeten auch von der Zeit ab, ist also keine 
konservative Kraft. | 


5. Bezüglich der Integrale der Bewegungsgleichungen können wir zusammen- 
fassend folgendes sagen. Unter den drei Integralsätzen der Mechanik — bei ab- 
geschlossenen Systemen — ergibt der Erhaltungssatz des Schwerpunktes 6, der 
Erhaltungssatz des Drehimpulses 3 Integrale und der Energiesatz, wenn das 
System noch konservativ und frei ist, ein weiteres Integral. In diesem Sinne ist 
die maximale Anzahl der allgemein angebbaren Integrale 10. Wie wir gesehen 
haben, bestimmen von den 10 Integrationskonstanten 6. den Ort und.die Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes des Systems, 3 den Drehimpuls (oder, was 
dasselbe ist, die Lage der. invariablen Ebene des Systems und den Betrag des 
Drehimpulses) und eine die mechanische Energie des Systems. Wissen wir, daß 
die Glieder des Systems sich in einer konstanten Ebene bewegen, so bedeuten 
die drei Sätze bei diesem ebenen Problem offenbar nur 4 +1 +1 = 6 Integrale, 
und im eindimensionalen Fall2 +0 +1 = 3 Integrale. 

Wenn man die Bewegung der nur unter ihrer gegenseitigen Gravitations- 
wirkung stehenden » Massenpunkte bestimmen will, so kann dieses ‚‚n- Körper- 
‚problem‘ (im engeren Sinn) streng nur für n = 2 gelöst werden ($ 40). Bei dem 
berühmten Dreikörperproblem, wo die drei Integralsätze von den (wegen der 
3.3 Koordinaten und 3.3 Geschwindigkeitskomponenten) erforderlichen 18 Inte- 
gralen nur 10 ergeben, ist man auf Näherungsmethoden angewiesen. 
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1: Die in $26 erwähnten mechanischen Prinzipien, die wir nachstehend be- 
handeln werden, beziehen sich auf solche allgemeine Systeme, deren Glieder 
in ihrer Bewegungsfreiheit von vorgeschriebenen Bedingungen eingeschränkt 
werden. Derartige gebundene Systeme umfassen natürlich als spezielle Fälle 
auch .die freien Systeme. Die Bindungen kann man nach D’ALEMBERT durch 
Zwangskräfte ersetzen: wenn die am Punkt m, des Systems angreifende ein- 
geprägte Kraft mit %, und die Zwangskraft mit %; bezeichnet wird, dann gelten 
nach der Deutung (26,6) der Zwangskraft die Bewegungsgleichungen 


mu =ıHt+H (Ü=12%...,n). (1) 


Die Zwangskräfte sind aber im allgemeinen unbekannt; darum bedarf man 
— um überhaupt weiterzukommen - einer Voraussetzung in bezug auf diese. Das 
ist. nur möglich, wenn wir die bei einfachen Fällen bewährten einleuchtenden 
‚Annahmen in geeigneter Formulierung verallgemeinern. So war es bei dem ein- 
zelnen Massenpunkt eine einfache Annahme, daß die Zwangskraft senkrecht 
zur vorgeschriebenen Fläche oder Kurve gerichtet ist. Diese Formulierung ist 
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für die Verallgemeinerung auf ein Punktsystem nicht geeignet, weil hier auch 
andere Bedingungen als vorgeschriebene Kurven bzw. Flächen auftreten kön- 
nen. (Z. B. bedeutet die starre Verbindung zwischen den einzelnen Punkten eine 
solche Bedingung.) Man kann aber die in $ 12 kennengelernte, auf die Arbeit 
der Zwangskraft bezoger'e andere Formulierung verallgemeinern, die sich auf 
den Begriff der virtueller \erschiebungen, d.h. der mit den Bindungen verträg- 
lichen sehr kleinen, zeitlos gedachten Verschiebungen bzw. auf den Begriff der 
bei solchen Verrückungen geleisteten virtuellen Arbeit, stützt. 

In welcher Weise wir verallgemeinern sollen, d.h. ob wir die virtuelle Arbeit 
jeder einzelnen Zwangskraft %; oder nur die gesamte virtuelle Arbeit der 
Zwangskräfte gleich Null nehmen können, das mag das folgende einfache System 

andeuten. Denken wir uns zwei materielle 
Punkte, die durch eine masselose starre Stange 
verbunden sind. Werden diese Punkte von be- 
liebigen eingeprägten Kräften angegriffen, dann 
verhindert die Bindung nur die Änderung der 
gegenseitigen Entfernung der beiden Punkte, 
‘und es ist naheliegend, von den Zwangskräften 
anzunehmen, daß sie in die Richtung der ver- 
bindenden Geraden fallen und daß % = — % 
ist. (Letzteres folgt aus dem dritten Axiom, erste- 
res ist nichts anderes als die Annahme der Zen- 
tralkräfte, siehe $ 26.) Jetzt aber kann jede 
mögliche kleine Verrückung des Systems nach 
m, Abb. 60 Abb. 60 aus der Translation ör, = Öör,und ausder 
kleinen Rotation um m, zusammengesetzt werden. 
Die virtuelle Arbeit der Zwangskraft 5] bzw. 5, bei der Translation ist gegeben 
zu %ı dr, bzw. Sgöt, = — Fıör, d.h., die Gesamtarbeit ist Null. Die bei der 
Rotation geleistete Arbeit verschwindet ebenfalls, da die Verrückung von m, 
senkrecht zu %, steht. Auf Grund des Vorstehenden lautet die Verallgemeine- 
rung, d.h. unsere auf die Zwangskräfte bezogene Grundannahme: Bei jedem Punkt- 
system ist die gesamte virtuelle Arbeit der Zwangskräfte gleich Null: 


Zgy=0. (2) 


Man kann zwar diese Voraussetzung, wie wir es bei dem obigen Beispiel ge- 
sehen haben, in einigen Fällen auf einfachere Annahmen zurückführen, sie folgt 
jedoch nicht aus den NEwToxschen Axiomen allein und kann als neues Postu- 
lat angesehen werden, dessen Inhalt auch durch die auf das System wirkenden 
eingeprägten Kräfte ausgedrückt werden kann. Da aus Gl.(1) durch Multi- 
plikation mit ör, und Summation 


Zu, = — (u — mit) ör, 


folgt, erhalten wir mit Gl.(2) die vereinigte Form des Prinzips der virtuellen 
Arbeit und des D’ ALEMBERTschen Prinzips: 


2 (u - mi), =0. (3) 
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2. Im Gleichgewichtsfalle — wo jeder Punkt des in einem bestimmten Augen- 
blick ruhenden Systems dauernd in Ruhe bleibt, d.h. jedes i, = 0 ist - gilt das 
Prinzip der virtuellen Arbeit: 


got, =0. (4) 


Ein Punkisystem ist dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn die gesamte vir- 
tuelle Arbeit der am System angreifenden eingeprägten Kräfte verschwindet (bzw. 
nicht positiv ist, s. unten). In diesem Fall sagt man: die eingeprägten Kräfte 
„halten sich das Gleichgewicht‘‘. In der Formulierung des Prinzips spielen also die 
Zwangskräfte keine Rolle; die Bindungen bzw. Bedingungsgleichungen müssen 
natürlich bekannt sein, da diese die virtuellen Verrückungen des Systems be- 
stimmen (siehe den folgenden Paragraphen). 

Oft, z.B. bei Maschinen, treten die Bedingungen nicht in analytischer Form 
auf; in diesen Fällen erkennt man die virtuellen Verrückungen unmittelbar aus 
der Arbeitsweise der Maschine. Wollen wir also die Bedingung des Gleich- 
gewichts eines Systems in der gegebenen Lage be- 
stimmen, dann verschieben wirin Gedanken, ‚‚probe- 
weise‘, das System ein wenig aus dieser Lage, be- 
rechnen die Gesamtarbeit der eingeprägten Kräfte 
und setzen diese gleich Null. 

Ein sehr einfaches Beispiel: Bei einem Hebel ist 
die einzig mögliche virtuelle Verrückung die kleine 
Drehung um die O-Achse, siehe Abb.61. Somit ist, 
wenn P die „Kraft“, Q die ‚Last‘ bedeuten, die gesamte virtuelle Arbeit Paöo 
— Oböp =0; die gesuchte Gleichgewichtsbedingung lautet also: Pa=0Qb, 
mit anderen Worten: die auf die Achse bezogenen Drehmomente sind einander 
gleich. Ähnlich kann man auch die Gleichgewichtsbedingungen der übrigen 
„einfachen Maschinen‘ (feste und lose Rolle, Flaschenzüge, schiefe Ebene, Keil, 
Schraube) und anderer Mechanismen bestimmen. 

Das Prinzip der virtuellen Arbeit ist das allgemeinste Gleichgewichtsprinzip der 
Mechanik, d.h. das allgemeinste Prinzip der Statik. Wir finden seine erste Er- 
wähnung, im Zusammenhang mit dem Hebel, bereits bei ARCHIMEDES, seine 
allgemeine Formulierung stammt von JOHANN BERNOULLI (1717). 


3. Der ursprüngliche Inhalt des D’ALEMBERTschen Prinzips (1743) war fol- 
gender: Man kann ein dynamisches Problem formal auf ein statisches zurück- 
führen, indem man zu den gegebenen eingeprägten Kräften %, die „Trägheits- 
kräfte“ — m,i, addiert ($ 13). Für das statische Problem aber, d.h. für das 
Gleichgewicht, läßt sich das Prinzip der virtuellen Arbeit anwenden (LAGRANGE, 
1788). Daraus entstand die Form (3), die beide Prinzipien enthält. Neuerlich ver- 
steht man stets diese Form unter dem D’ALEMBERTschen Prinzip: 


2 (d —- mi)ö, = 0 (5a) 


oder 
II - mi); + - mi)öy + (ZZ, — m2,)62]) = 0. (5b) 


10 Bud6, Mechanik 
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[Im Falle „einseitiger Bindungen‘ ist hier und in den Gin. (3)-(4) das Gleich- 
heitszeichen durch = zu ersetzen, vgl. $$ 11-12.] Den Inhalt des Prinzips kann 
man etwa so ausdrücken: Ein System bewegt sich unter dem Einfluß beliebiger 
Kräfte und Bedingungen so, daß die „verlorenen Kräfte‘ %, — msi, [d.h. nach 
Gl. (1) die negativen Zwangskräfte] sich in jedem Augenblick das Gleichgewicht 
halten. 

Das Prinzip ist, wie ersichtlich, gleichwertig mit der Grundannahme (2), folgt 
also nicht ohne weitere Annahmen aus den Newronschen Axiomen. So ist das 
D’ALEMBERTsche Prinzip (das auch das Prinzip der virtuellen Arbeit enthält) 
ein selbständiges Prinzip der Mechanik, dem allgemeine Gültigkeit zugeschrieben 
wird, da die aus.ihm gezogenen Folgerungen durch die Erfahrung stets be- 
stätigt worden sind. 


Mehrere bedeutsame Resultate bezüglich der virtuellen Verschiebungen, der durch Un- 
gleichungen ausgedrückten Bedingungen und anderer mechanischen Prinzipien sind 
FARKAS und REray zu verdanken. 


4. Beispiele. Die Arwoonsche Fallmaschine besteht aus den Massen m, und m,, die 
an den beiden Enden des Fadens einer festen Rolle befestigt sind. Wir sehen hier von der 
Masse der Rolle und des Fadens sowie von etwaigen seitlichen Bewegungen der Massen ab. 
In Gl.(5b) treten also nur die vertikalen Verrückungen öz, und ö2, der beiden Massen auf: 


(Z, — mi3)62, + (Z,— m) 6, = 0. (6) 


Die eingeprägten Kräfte sind die Gewichte Z, = m,g, Z, = mag, und wegen der Bedingung 
— der konstanten Länge des Fadens - folgt: 


62, = —-6,unda=si, = —2,. (7) 


Somit erhalten wir aus GI]. (6) 


MI — Ma = MI T M2a. (8) 


(Das hätten wir auch unmittelbar anschreiben können, da wir nach D’ALEMBERT das 
Bewegungsproblem durch Addition der Trägheitskräfte — ma bzw. + ma zu m,g bzw. 
m,g auf das Gleichgewichtsproblem zurückführen können.) Aus Gl. (8) folgt: 


ei, (9) 


m, + my 


Die Massenpunkte führen also eine gleichförmig beschleunigte Bewegung aus, es gilt.z. B. 
für 2,:2, = ry at? + v,f + 2,, wobei 2, und die Anfangslage bzw. Anfangsgeschwindigkeit 


von m, bedeuten. Die linke und die rechte Seite von Gl.(8) bedeuten die „verlorenen 
Kräfte“, d.h. die den Zwangskräften entgegengesetzten Kräfte. Diese beiden Kräfte — der 
Betrag einer jeden‘ist nach Gl. (8) und (9) 


2 m, M, 


m, + m; 
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- spannen den Faden. Eine Kraft dieser Größe zeigen die in beiden Zweigen eingeschalteten 
Federwaagen während der Bewegung, im Gegensatz zu den beim Festhalten des Fadens 
gemessenen Kräften m,g bzw. m»g. 

Als etwas verwickelteres Beispiel betrachten wir den Kurbelmechanismus (Abb. 62), für 
den wir die Gleichgewichtsbedingung aufstellen wollen. Auf den Kolben wirkt die Kraft ? 
(bei der Dampfmaschine die Druckkraft des Dampfes), als „Last“ kommt nur die senkrecht 
zur Kurbel, d.h. tangential zum Kurbelkreis stehende Kraft @ in Betracht. Kraftkom- 
ponenten in der Richtung der Kurbel beanspruchen nur das Kurbellager, hinsichtlich des 
Gleichgewichtes spielen sie keine Rolle. 

Bei einer virtuellen Verrückung öx des Kolbens beträgt die virtuelle Arbeit der Kraft 
Pöx,die der Last —Qr69 (bezüglich der Bezeichnungen sei stets auf die Abb. 62 ver- 
wiesen). Nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit gilt also 


Q öx 
Pöz—-Qröp=0 oder Po (11) 


Zur Bestimmung von öz/rög projiziert man OB und BA auf die x-Richtung, und die 
so erhaltene Gleichung 


| rcosp + lcosy=r+l— x (12) 
differenziert, ergibt 
rsingögp + Isinyöy = Öör. (13) 
sin y läßt sich aus dem Dreieck OAB ausdrücken: 
. r [2 
sıny = T SIND, 


woraus 


Durch Einsetzen von sinyöy in G]. (13) folgt 
cosp 
m = 
1— |—|] sin? 
V (7) sin y Abb. 62 


Mit dem hieraus entnommenen Wert von öz/rög erhält man nach GI.(11) die gesuchte 
Gleichgewichtsbedingung 


r 
reinpöp l+ T 


Q , .r CO8 
pen 1 Aa EoFE aa Gm R (16) 
| 1 — (7) sin? 


durch die das Verhältnis Q/P für jede Kurbelstellung 9 bestimmt ist. 
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$ 31. Die Einteilung der Bedingungsgleichungen. Die LAGRANGESschen 
Bewegungsgleichungen erster Art. Der Energiesatz bei gebundenen Systemen 


1. Eine wichtige Bedeutung des D’ ALEMBERTschen Prinzips 
BAG, — mi)ör = 0 (1) 


ist, daß es die Aufstellung der Bewegungsgleichungen eines gebundenen Sy- 
stems — eines bekannten Bindungen unterworfenen Punktsystems — ermöglicht. 
Für ein freies System enthält das Prinzip nichts Neues. In Ermangelung von 
Bedingungsgleichungen ist nämlich jede virtuelle Verrückung ör, ganz will- 
kürlich, und deshalb kann die Summe in Gl. (1) nur dann Null sein, wenn die 
Koeffizienten der öt, einzeln verschwinden. Das ergibt m,t, = %,, d.h. die wohl- 
bekannten Newronschen Bewegungsgleichungen. 

Wir führen vor allem für die rechtwinkligen Koordinaten und Kraftkom- 
ponenten die folgenden vereinfachten Bezeichnungen ein: 


statt X Yı> 213° -+»Yn 2m: Fr Ups Laser +, Kyn-ı: Vanı 
statt ‘ X Y,; 24; ..e9,9 Y .. 2: X; X, Kg: .o Ausser Agnı (2) 
und m > Mm = Mg = My: My > Myn-2 = Mgn-1 = Mgy: 


Das D’ALEMBERTSche Prinzip lautet somit in rechtwinkligen Koordinaten 
[statt Gl. (1) oder (30,5b)] 


3n 
X mE)ön =0. (3) 


2. Die Einteilung der Bedingungsgleichungen, die wir schon bei einem eın- 
zelnen Massenpunkt in $ 11 kennengelernt haben, kann auch auf Punktsysteme 
ausgedehnt werden. Wenn die Bedingungsgleichungen von der Anzahlr(< 3 n) 
die Form 

CR |, (k=1,2,...,r) (4) 


haben, dann werden die Bedingungsgleicnungen und auch das System selbst 
holonom genannt; genauer holonom-skleronom oder rheonom, je nachdem, ob. 
in Gl. (4) die Zeit t fehlt oder explizit auftritt. Bei einer kleinen Verrückung des 
Systems, wenn sich die Koordinaten in der Zeit dt um dx, ändern, müssen diese 
wirklichen Verrückungen die durch Differentiation von Gl.(4) erhaltenen Glei- 
chungen 


tl POP) 7 of, es. on 
Er 4. 4 a ra er (k=1, 22,0) (5) 


befriedigen; die holonome Bindung kann statt durch Gl. (4) auch durch Gl. (5) 
definiert werden. 
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Es gibt auch allgemeinere Bedingungsgleichungen 
Ad, + + ad, + +9,30 9% + apdt=0 (k=l,2,..., r), (6) 
wobei a,, gegebene Funktionen der Veränderlichen %y* +3 gm, Sind, die aber 
nicht in der Form a geschrieben werden können, d.h., die auf der linken Seite 
j i. | | 

von Gi. (6) stehenden „PFArrschen Ausdrücke‘ sind nicht integrierbar, anders: 
sie sind keine vollständigen Differentiale. In diesem Fall werden die Bedin- 
gungsgleichungen und auch das System selbst nach HERTZ nichtholonom ge- 
nannt; genauer nichtholonom-skleronom oder rheonom, je nachdem, ob £ fehlt 
oder enthalten ist. Ein nichtholonomes System ist z.B. eine Schneide oder ein 


rollendes Rad ($ 34,6). Das Vorangehende zusammengefaßt: Man nennt die 
praktisch wichtigen linearen Bedingungsgleichungen (6) — oder in anderer Form 


Yıilı tat + Sonn to = 0 k=l2,...,,r) (M 
— und auch das mechanische System 
nichtholonom-rheonom, wenn a,, und a,, beliebig sind, } 


nichtholonom-skleronom, wenn a,, = 0 und a,, von t unabhängig, 


holonom-rheonom, wenn Qu = ——— 


dm (8) 


| o 
holonom-skleronom, wenn a, = 0 und a,,;, = ion tunabhängigist 


0%, 
B=1%2..,3n; kein) 


Somit lautet die allgemeine analytische Definition der im D’ALEMBERTschen 
Prinzip auftretenden virtuellen Verrückungen: Die virtuellen Verrückungen Öx, 
müssen die Bedingungen 


4,10% + 232 + 9,06%; + == + G,,3n0&Xan = 0 (k = 1, 2, .o 5) (9\ 
befriedigen. 


Dies ist die Folge von Gl. (6) und öt = 0. Wie wirin $ 12,2 gesehen haben, ermöglicht die 
Vereinbarung öi = 0 die Aussage, daß die Virtuelle Arbeit der Zwangskräfte stets Null ist. 
Über eine andere Begründung für öt = 0 siehe $ 38,2. 

Bei den durch lineare Ungleichungen vorgeschriebenen „einseitigen Bindungen“ muß 
— wie bereits erwähnt — das Gleichheitszeichen in der das D’ALEMBERTSsche Prinzip aus- 
drückenden Gleichung durch das Zeichen < ersetzt werden; die so gewonnene Beziehung 
bestimmt die Bewegung nicht immer eindeutig. In einigen selten vorkommenden Fällen 
sind die Bedingungen nicht linear in den Verschiebungen bzw. in den Geschwindigkeiten; 
dann können das D’ALEMBERTSche Prinzip und das der virtuellen Arbeit nicht angewen- 
det werden. 


3. Zu den Lagrangezschen Gleichungen erster Art — zu den Bewegungs- 
gleichungen eines gebundenen Punktsystems in rechtwinkligen Koordinaten - 
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gelangt man, indem man von der die virtuellen Verrückungen definierenden 
G1.(9) die erste mit A,,.. ., die r-te mit A, (vorläufig unbestimmten Multipli- 
katoren) multipliziert und zur Form (3) des D’ALEMBERTschen Prinzips ad- 
diert. So erhalten wir 


3n 

2 (Km + Aha: + +4,09), = 0 (10) 
Jetzt können wir in der bereits bekannten Weise vorgehen, nämlich },,..., A, so 
bestimmen,daßr Glieder der Summe, alsoz. B. dieKoeffizientenvonöx,,... ,ö6x,, 


verschwinden. In den 3n — r Gliedern der restlichen Summe können die öx, 
bereits als unabhängig voneinander angesehen und willkürlich gewählt werden, 
ihre Koeffizienten müssen also aus diesem Grund verschwinden. Somit lauten 
die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen erster Art: 


mi; = X +Ahmt + 9,9, ; =], 2,...,8n), (11) 


die mit den gegebenen r Bedingungsgleichungen (T) gerade 3n + r Gleichungen 
für die zu bestimmenden Koordinaten X, . - -, %gn und für die Multiplikatoren 
Ay: +, A, bedeuten. 

Gelingt die Integration dieses Gleichungssystems, also zugleich. die Be- 
stimmung der Faktoren /,, dann können wir auch die Zwangskräfte ermitteln. 
Ihre Komponenten X; sind nämlich durch die Gleichungen m&, = X, + X! 
definiert, und sömit ergibt der Vergleich mit Gl. (11) für die Komponenten der 


Zwangskräfte = ++, G=1h2%,...,3n). (12) 


Wir wenden dies allgemeine Resultat auf Grund von (8) auf holonome 
Systeme an. Bei einem holonomen System mit den Bedingungsgleichungen 


a2 etd k=1,2,...,r) (13) 
lauten die LAGRANGEschen Gleichungen erster Art: 
9) Of, 
mi = Kt hg + + ze =1,2,...,30); (14) 
die Komponenten der Zwangskräfte sind gegeben zu 
0 dr 
Xi 150 N 5 (15) 


Die LasrangeEschen Gleichungen erster Art bedeuten offenbar nichts 
anderes als den analytischen Ausdruck des D’ALEMBERTschen Prinzips in 
rechtwinkligen Koordinaten. Sie liefern im Sonderfall &, = 0 - wenn die Be- 
schleunigung aller Punkte Null ist — die explizite Form des für das Gleich- 
gewicht geltenden Prinzips der virtuellen Arbeit: Die expliziten Gleichgewichts- 
bedingungen des Punktsystems ergeben sich aus den LAGRANGESschen Gleichun- 
gen erster Art durch die Substitution &, =0 (ii =1,2,....3n), so daß wir von 
ihrem Anschreiben absehen können. 
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Für die Verwendung der LAasrAngEschen Gleichungen und der Gleich- 
gewichtsbedingungen haben wir einfache Beispiele bereits bei einem einzelnen 
Massenpunkt in $ 11 betrachtet. 


4. Der Energiesatz gilt bei konservativen gebundenen Systemen nach $ 29,2 
nur dann, wenn die Gesamtarbeit der Zwangskräfte verschwindet. Nun hat 
diese Arbeit bei einer wirklichen Verschiebung dx, , dz,, ... des Systems in der 
Zeit dt nach Gl. (12) den Wert 


3n 3n r 3n 
2 Xidz, = 2 (ha, ++ +40), = 2% (r&a.da) 


'=1 k=1 i=1 


—= [wegen Gl. (6)] - >> Ar Gy di. (16) 
k=1 


@,0 ist aber wegen (8) bei skleronomen (sowohl holonomen als auch nicht- 
holonomen) Bedingungen Null, also: Die Gesamtarbeit der Zwangskräfte ist im 
Fall skleronomer Bedingungen gleich Null, bei rheonomen Bedingungen ver- 
schieden von Null. (Um einzusehen, daß die letzteren zeitabhängigen Bin- 
dungen eine Arbeit leisten, können wir als triviales Beispiel die Aufhebung 
einer auf unsere Handfläche gelegten Kugel erwähnen, da die bewegte Hand- 
fläche — auf der der Körper bleiben muß — als rheonome Bindung angesehen 
werden kann.) 

Auf Grund des Vorstehenden können der Satz von der kinetischen Energie 
und der Energiesatz genau folgendermaßen formuliert werden: Die Zunahme 
der kinetischen Energie ist beim skleronomen System gleich der Arbeit aller ein- 
geprägten Kräfte. Wenn das skleronome System zugleich konservativ ist — d.h. die 
eingeprägten Kräfte ein zeitunabhängiges Potential besitzen -, dann gilt der Satz 
von der Erhaltung der mechanischen Energie. Beim rheonomen System ist weder 
der erste noch der zweite Satz gültig. (In den obigen Sätzen liegt der Ton auf 
den eingeprägten Kräften, was begreiflich ist, da diese die gegebenen Kräfte 
sind. Ob die eingeprägten Kräfte äußere oder innere Kräfte sind, ist hier be- 
langlos.) 


$S 32. Das Hamıuronsche Prinzip 


Das Grundgesetz der Mechanik kann außer in dem D’ALEMBERTschen Prin- 
zip auch in mehreren anderen Formen ausgedrückt werden. Die wichtigste 
von ihnen ist das HAMILToNsche Prinzip (1834). Zu seiner Aufstellung führte 
die Frage, wodurch die wirkliche, nach den Gesetzen der Mechanik ablaufende 
Bewegung gegen die von dieser etwas abweichend gedachten Bewegungen aus- 
gezeichnet sei. 


1. Es sei das aus n Massenpunkten bestehende, beliebigen Bedingungen der 
Art (31,7) unterworfene System zur Zeit i,in der Lage (z°,..., x2,) und zur Zeit 
t, in der Lage (x1,..., x1,). Diese beiden Lagen und zwischen ihnen die wirk- 
liche „Bahn“ des Systems sollen durch die die Punkte P, und P, des 3r-dimen- 
sionalen Raumes verbindende, in Abb.63 ausgezogene Kurve dargestellt 
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werden. Eine der von dieser etwas verschieden gedachten Bahnen, eine der so- 
genannten variierten Bahnen - in Abb.63 gestrichelt — erhält man, wenn man 
zu jedem Punkt P(x,,....) der wirklichen Bahn einen Punkt P’(x1,...) (d.h. in 
jedem Zeitpunkt zu jeder. x,-Koordinate eine x;-Koordinate) zuordnet. Die Art 
der Zuordnung ist bis zu einem gewissen Grade eine Frage der Vereinbarung. 
Wir wollen festsetzen, daß die Punkte P und P'. zum gleichen Zeitpunkt ge- 
hören, daß also, wenn x, = z,({t), dann x; = x; (t) ist [und nicht x; (t’)]. Dies 
wird so ausgedrückt, daß man die Zeit nicht variiert: öt = 0. Weiterhin sollen 
der Anfangspunkt und der Endpunkt der variierten Bahn mit dem Anfangs- 
und Endpunkt der wirklichen Bahn zusainmenfallen, d.h., es sollen an den 
op Grenzen - zur Zeit z, und i, — die Koordinaten unvariiert bleiben. 
"Wir verlangen von den „Koordinatenvariationen oz, = x; — x, 
in den übrigen Zeitpunkten nur, daß sie die Bedingungs- 
gleichungen befriedigen; die öx, bedeuten also beliebige vir- 
tuelle Verrückungen. In Gleichungen zusammengefaßt, sei die 
Variation von der Art 


6t=0, (1) 
6%, (t)) = 6%; (th) = 0; (2) 
d2,() > lt) — ,;(t) (3) 


‚Abb. 63 


_ sind beliebige virtuelle Verrückungen. 
Wir sehen die öx, als differenzierbare Funktionen der Zeit an. Es gilt wegen 
(3) für jedes x, oder kurz für jedes x: 


— (ö2) = —- — — =E ll) — &f) (4) 


Die rechte Seite ist die Differenz der Geschwindigkeiten der variierten und der 
wirklichen Bewegung, d.h. nach der Deutung (3) des Zeichens ö 


(tl) - z(t) = di = 02, (5) 


eG - d8; (6) 


so daß 


die „Operationen“ Fri und ödürfen also bei defobigen Variationsart (öt = 0) ver- 
tauscht werden. ,“ 
Nun kann bereits die Variation irgendeiner Funktion von der Form 


B=Ölzn,..,ä&p:-»Ü) (7) 


erklärt werden. Die Differenz der auf der variierten und der wirklichen Bahn 
Ber u. Werte beträgt 


"Sa, ai 32, a la +Öö02%),---i) — Pi:.. rag (8) 
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Der im ersten Glied stehende Differentialquotient beträgt nach Gl. (6): £, + Öf.. 
So kann statt der Differenz in erster Näherung der in den öx und Ö6& lineare 
Teil der TAyLogschen Reihe genommen werden, und dies nennt man Variation 


der Funktion ®: 
od 
06d = 3(5 +). (9) 


Dieser Ausdruck erinnert formal an das vollständige Differential (da 6 = O ist). 

Während die wirkliche Bahn und die virtuellen Verrückungen (bzw. die aus 
den letzteren gebildeten ‚„Übergangsbahnen‘“) die Bedingungsgleichungen be- 
friedigen, erfüllt sie die variierte Bahn — wie es hier ohne Beweis erwähnt sei — 
nur dann, wenn die Bedingungen holonom sind. Im Falle von nichtholonomen 
Bedingungen gehören also die variierten Bahnen nicht zu den kinematisch mög- 
lichen Bahnen. 


2. Nach dieser Vorbereitung können wir zum HAMILTONschen Prinzip durch 
einfache Umformung des D’ALEMBERTschen Prinzips 


2(X, — m&)öx, = 0 (10) 


gelangen. Es gilt für jedes x, = x 


för = < ‚(köR) — (da) = Z (&6.) — ii = 2 7 IR — (>: »), (11) 
alsc 


1 
Imäidn = 2 Imaön, 82 mil. (12) 


Dies in Gl. (10) eingesetzt, ergibt die sogenannte LAGRANGEsche Zentral- 
gleichung 


1 
SImabn, = NZ m + 2 X,6,=5T +64. (13) 


Hier ist 6 T die Variation der kinetischen Energie des Systems, 6’ A die virtuelle 
Arbeit der eingeprägten Kräfte (und nicht die Variation ö A einer Funktion A; 
hierauf weist das Zeichen Ö’ hin). Der Differentialquotient auf der linken Seite 
von Gl. (13) macht die Integration nach t naheliegend: 


t, 
fiöt +8’ A)dt= [Ym&,ö2,],. (14) 
7) 


Die rechte Seite verschwindet, da nach Gl.(2) die öx, in den Grenzpunkten 
Null sind. So erhalten wir das sogenannte verallgemeinerte HAMZLTONsche 
Prinzip: 


tı 
fit +5'Adt=0. (15) 


In 
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Wenn man einfach nur vom HAMILTONschen Prinzip spricht, versteht man die 
unten folgende, für konservative Systeme gültige Form von Gl. (15). 


3. Bei konservativen Systemen und auch dann, wenn das Potential V der 
eingeprägten Kräfte die Zeit explizit enthält, gilt 


GA= dX,ör, = - 22.32, = —6V, (16) 
ı 
womit Gl. (15) die Form ; 


för — Nat=0 (17) 
te 


annimmt. Hier kann die Reihenfolge der Integration und Variation vertauscht 
werden,dasich dieinder Deutung (9) des Zeichens Öauftretenden Differentiationen 
auf die Integrationsgrenzen nicht beziehen. Man erhält so das HamILToNsche 
Prinzip: R 1 
öftt— Vdt=0 oder ö/Ldt=0, (18) 
% 171 
EN k 

wobei der Ausdruc L=-T_V, 19) 
d.h. die Differenz der kinetischen und der potentiellen Energie, LAGRANGEsche 
Funktion oder kinetisches Potential genannt wird. Gl. (18) bedeutet, daß sich der 


Wert von | Ldt - in erster Näherung - nicht ändert, wenn man das Integral 


statt längs der wirklichen Bahn längs der benachbarten variierten Bahnen be- 
rechnet; mit anderen Worten: das Integral hat auf der wirklichen Bahn einen 
sogenannten stationären Wert (im allgemeinen einen Extremwert, es kann aber 
auch z.B. einen Sattelwert besitzen). 

Das HamILToNsche Prinzip kann demnach so formuliert werden: Bei konser- 
vativen Systemen (und auch dann, wenn die eingeprägten Kräfte ein zeitabhängiges- 
Potential besitzen) ist für die zwischen zwei gegebenen Lagen des Systems wirklich 
eintretende Bewegung das Zeitintegral der LAGRangEschen Funktion stationär 
(im allgemeinen ein Exiremumt)): 


# Ldt = Extremum. (20) 


Als Vergleichsbahnen sind die nach GI.(1) bis (3) variierten Bahnen zugelassen. 
Die Zwangsbedingungen können beliebige holonome oder nichtholonome Bedingun- 
gen der Art (31,6-8) sein. [Würde man aber die wirkliche Bahn mit solchen 
Nachbarbahnen vergleichen, die die Bedingungsgleichungen befriedigen, dann 
wäre das Prinzip nach dem unter Gl.(9) Gesagten nur für holonome Systeme 
gültig.] Das Integral (20) wird Prinzipalfunktion oder Wirkungsfunktion, das 


\) Die Frage, ob das Integral einen Extremwert oder z.B. einen Sattelwert besitzt, ist 
bei der Anwendung des Prinzips — wie wir sehen werden - belanglos. 
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Prinzip von vielen das HamıtTonsche Prinzip der stationären oder kleinsten 
Wirkung genannt, obgleich das Integral (20) nicht unbedingt ein Minimum ist. 
(Man versteht unter „Wirkung“ eine Größe von der Dimension Energie x Zeit.) 

Das Hamırronsche Prinzip — das im Gegensatz zum D’ALEMBERTschen 
„Differentialprinzip‘‘ ein Integralprinzip oder ein Variationsprinzip im enge- 
rem Sinne ist — erwies sich über den Kreis der Punktmechanik hinausgehend in 
der ganzen Physik von großer Bedeutung, indem es bei der Aufstellung zahl- 
reicher allgemeiner Gesetze als Wegweiser diente. Seine Bedeutung besteht in 
der Punktmechanik besonders darin, daß in seiner Formulierung kein Bezug 
auf die Koordinaten genommen wird. Die kinetische und die potentielle Energie 
können als physikalische Größen, die eine von der Wahl der Koordinaten un- 
abhängige Bedeutung haben, in beliebigen Koordinaten ausgedrückt werden. 
Ist dies vollführt, so lassen sich die Bewegungsgleichungen auf Grund des 
HamıLTonschen Prinzips mit der Methode der Variationsrechnung unmittel- 
bar, fast mechanisch hinschreiben. Aus ähnlichen Gründen ist die moderne 
Physik bestrebt, ihre Grundgesetze möglichst in Form von Variationsprinzipien 
auszudrücken. Deshalb werden wir im nächsten Paragraphen im Rahmen einer 
mehr mathematischen Betrachtung die Grundelemente der Variationsrechnung 
behandeln. 


$ 33. Die Grundaufgabe der Variationsrechnung 
und das HamıtTonsche Prinzip 


1. Die einfachste Aufgabe der Variationsrechnung ist die folgende Verallgemei- 
nerung der von der Differentialrechnung her bekannten Extremwert-Aufgaben: 
Man sucht diejenige Funktion x = x(t) der unabhängigen Veränderlichen t, für 
die das bestimmte Integral 


I= [Fl »,ö)dt (1) 


: aa dx 
einen Extremwert annimmt; hier ist der Kürze halber & — Frh und der Inte- 


grand F - die Grundfunktion — eine angegebene differenzierbare Funktion seiner 
Argumente. Es wird gewöhnlich vorgeschrieben, daß die Funktion x(f) an den 
Grenzen die gegebenen Werte x,, &, annehmen soll: 


z(t) = 2. 2Üh) = 2% (2) 


Dies sind die sogenannten Randbedingungen. (t und x können natürlich belie- 
bige Größen — nicht nur Zeit und Länge — bedeuten.) 

Solche Aufgaben kommen häufig vor. Ein triviales geometrisches Beispiel: 
Welche Kurve ist die kürzeste von denen, die die in der t,x-Ebene gegebenen 
Punkte P,(t, &)und P; (t,, &,) verbinden? Dadas Bogenelement ds = Ydi?+ dx? 
= yı +&?dt ist, muß die Funktion x(t) so bestimmt werden, daß 

th 


' yl+&?°dt = Minimum (3) 


& 
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und dabei die Randbedingungen (2) erfüllt seien. Ein Beispiel mit-physikali- 
scher Beziehung: In der vertikalen Ebene zwischen zwei Punkten P,(by..%,) und 
P, (1, &) diejenige Kurve zu finden, längs der ein von P, aus losgelassener, nur 
unter der Wirkung der Schwerkraft stehender Massenpunkt am schnellsten 
nach P, gelangt. (Die x- Achse zeige vertikalnach oben, sodaß, > x, ist. Die ent- 
sprechende Kurve ist die sogenannte Brachystochrone; die Variationsrechnung 
entwickelte sich aus diesem, 1696 von JOHANN BERNOULLI aufgeworfenen Pro- 
blem.) Der Massenpunkt durchläuft das zu einem Punkt (t, x) der Kurve ge- 


hörige Bogenelement ds in der Zeit ds/v; hier ist ds = Jl + ä2dt, und die Ge- 
schwindigkeit v,. der Höhendifferenz x, — x entsprechend, nach Gl.(11, 18) 


v = Y2g(x, — x). Die zum Durchlaufen der Kurve P,P, nötige Zeit beträgt also 


bh t, 
ds  1-+3 
a =/ Vs a“ “) 
to io 


und dieses Integral ist durch die Bestimmung der Funktion x(t) zu einem Mini- 
mum zu machen. 

Häufig werden mehrere Funktionen von t gesucht und auch Nebenbedingungen 
vorgeschrieben. Wenn wir z. B. nach der kürzesten Verbindungslinie (geodätische 
Linie) zwischen zwei Punkten P, und P, auf der Kugelfläche vom Radius « 
fragen, so müssen wir diejenigen x(t), y(t), 2(£) Funktionen des Parameters i be- 
stimmen, für die 


tı 
/ &2 + y® + 22dt = Minimum und außerdem ? + 2? +22 — a —=0 (5) 


ist. 


2. Zurückführung der Variationsaufgabe auf die EuLeErschen Differentialglei- 
chungen. Wir legen unseren Ausführungen eine etwas allgemeinere ausgabe als 
(1-2) zugrunde: es werden diejenigen Funktionen x, = ft), .. ., &%, = %„(t) der 
unabhängigen Veränderlichen t gesucht, für die 


I= [F(a,.. 2% 81, ,,0)dt = Extremum (6) 


und 


1 


s(t)=%. “lt)=ü (=1l2...,n) (7) 


ist. Die Grundfunktion F und die Werte t,, t,, x}, x; seien gegeben. 

Wir betrachten die von den gesuchten Funktionen x, = x,(t) etwas verschie- 
denen Funktionen &, = %£,(t), d.h. geometrisch die mit der gesuchten Kurve be- 
nachbarten Kurven (Abb. 64). Diese können in der Form 


Z() = ul) + &5:,) ode =, +6%, (=12%..,n) (8) 
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angesetzt werden. £, (t).sind hier willkürliche, nur die Randbedingungen 
&, (to) = &,() = (% — en n) (9) 


befriedigende (differenzierbare) Funktionen; wenn sich also die kleinen Para- 
meter e, dem Wert Null nähern, gehen die Kurven 2, in die gesuchten x, über. 
Das auf die „variierten Kurven“ (8) bezogene Integral kann als Funktion der 


&, betrachtet werden: 5 
Ü 


t, ‚ 
Ken.) = [Fm + a. + a» Hit. (10) 
2) 


Die Aufgabe ist also auf eine Extremwertbestimmung einer *® 
gegebenen Funktion mehrerer Veränderlicher zurückge- PR? 
führt: /(&,..., &,) muß für a = -- = &, = 0ein Extremum 
besitzen. Die notwendigen Bedingungen dafür sind, wie be- 
kannt: 
4 —0 = 1,2,..,0). (11) 
1) &; =) P, 
Da die Grenzen des Integrals von den e, unabhängig sind, Abb. 64 
kann die Differentiation unter dem Integralzeichen durch- 
geführt werden. Der Integrand in Gl. (10) wird in eine Tayrogsche Reihe ent- 
wickelt und nimmt somit einschließlich der in g, linearen Glieder die Form an: 


OF OF. 
F(x,; ey Kyye ee 1) + Er & 8 + «a + 95, a + .. (12) 
Somit lauten die Bedingungen (11): 
tı 
I {.dF  : OF 
Se Sn a = 1,2,...,0. 
(au eaa Hua) =e nn. 0m 
to 
Das zweite Glied kann durch partielle BRIBerN umgeflormt werden: 
bı 
. OF ar : d OF | 
Das erste Glied der rechten Seite ist wegen der ER SENDER (9) Null, und 
so wird aus Gl. (13) A 
OF d OF | 


Da die Funktion £,(t) beliebig ist, kann das Integral nur dann verschwinden, 
wenn der in Klammern stehende Ausdruck. für jeden Punkt des Intervalls 
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ty — i, verschwindet. (Wäre der Klammerausdruck nicht identisch Null, son- 
den würde er z.B. abschnittsweise positive und negative Werte annehmen, so 
könnte man durch die entsprechende Wahl des Vorzeichens von £, den Inte- 
grand überall — abgesehen von Nullstellen — positiv machen und das Integral 
könnte nicht verschwinden. Diese Schlußweise — die exakt anwendbar ist, wenn 
man die auftretenden Funktionen als genügend oft differenzierbar voraussetzt — 
wird das Fundamentallemma der Variationsrechnung genannt.) 

Damit wurde das gestellte Variationsproblem auf die EuLerschen (oder 
EULER-LAGRAnNGESschen) Differentialgleichungen zurückgeführt: 


d öF OF : 

oe ae = 1,2,...,2), (16) 

die für die gesuchten Funktionen x, (b),...,2„() n gewöhnliche Differential- 

gleichungen zweiter Ordnung bedeuten.(Von zweiter Ordnung, denn die Differen- 

tiation nach t ergibt nach den bekannten Regeln und mit den einfacheren Be- 
; OF 

zeichnungen F; = — usw.: 


0% 
d ’ R 
nt) = Pink + Fat + Fol). 17) 


Die die Lösungen der Euzerschen Gleichungen darstellenden Kurven sind die 
sogenannten Extremalen. Man kann von diesen — indem man den Integrations- 
konstanten geeignete Werte gibt - im allgemeinen die Randbedingungen (7) 
befriedigende (eine oder auch mehrere) Kurven auswählen Zu entscheiden, ob 
das Integral I der Variationsaufgabe längs einer solchen Extremale z. B. ein Maxi- 

mum oder ein Minimum hat, ist schon ein schwieriges, aber in der Physik nur 
selten vorkommendes Problem. [In dem in (5) erwähnten Beispiel der geo- 
dätischen Linien der Kugelfläche gibt es zwei Extremalen: die zwei Bogen des 
durch die Punkte P, und P, verlaufenden Großkreises.] 


3. Oft gebrauchte Bezeichnungen: Man nennt in (8) die Funktionen 


sl) = dr, und Sl) = 6i, (18) 


die Variation der Funktionen x, bzw. &, und den nach Gl. (13) gebildeten Aus- 


druck 
I ' 
1 Zul ), [ei 62, + = s2,)at (19) 


die (erste) Variation des Integrals I. Da öI = O nach Gl. (11) die notwendige Be- 
dingung für I = Extremum ist, wird das m oft 


statt /= f Fdt = Extremum inder Form Ö | Fat = =0 (20) 


Io 
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formuliert. Nach der Umformung (14) ist der allgemeine Ausdruck für die Varia- 
tion des Integrals I: 


d oF 
Öl = 2|& 32. + [268 - 1123 SE) amat (21) 


Im Sonderfall der im Vorhergehenden gewählten Randbedingungen ist die erste 
Summe gleich Null. Verlangen wir in diesem Falle, daß ö6/ = 0, also I = Ex- 
tremum sei, dann gelangen wir von Gl. (21) sofort zu den EuLezschen Differen- 
tialgleichungen (16). Die Variationen ö x, sind nämlich (beim Fehlen von Neben- 
bedingungen) völlig unabhängig voneinander, folglich kann z.B. öx, beliebig 
und die anderen als Null gewählt werden. Daraus folgt aber nach dem bekann- 
ten Fundamentallemma der Variationsrechnung das Verschwinden des Klam- 
merausdruckes 


Fal=-—- 57: (21a) 


Dieser spielt also bei dem Variationsproblem dieselbe Rolle wie der Differential- 
quotient bei gewöhnlichen Extremwertproblemen und wird daher als Variations- 
ableitung (auch funktionale oder EuLERsche Ableitung) von F nach x; bezeichnet 
(und auch öF/öx, geschrieben). 


4. Nebenbedingungen. Müssen in der Variationsaufgabe (6)-(7) zwischen den gesuchten 
Funktionen z;(t) und ihren Ableitungen die Bedingungen 


IA ITRRRFE FE SPRRErE 797), (k=1,2,...,r) (22) 


bestehen, so können diese durch die Methode der Lagrangzschen Multiplikatoren berück- 
sichtigt werden. Man verfährt in der eigentlichen Voriationsrechnung so, daß man die mit 
den unbestimmten Faktoren A, = 4;(t) multiplizierten Ausdrücke /, zu dem Integranden 
von Gl. (6) addiert, d. h. den Extremwert des Integrals der Funktion 


G=F + f (23) 
1 


statt der Funktion F sucht. Kommen die Geschwindigkeiten ö; in f, nicht vor (holonome 
Bedirigungen), dann folgt aus den für @ angewandten EvLerschen Gleichungen (16): 


da Da er (=1,2,...,n). (24) 


Enthalten die Funktionen f; auch die £, (nichtholonome Bedingungen), dann treten an 
die Stelle von (24) verwickeltere Differentialgleichungen, sie sind aber in jedem Falle mit 
den r Nebenbedingungen (22) zusammen gerade hinreichend zur Bestimmung der un- 
bekannten 2,,:. +, Zn» Ays+ «> Ay 

Die in der Mechanik vorkommenden Bedingungsgleichungen sind nach (31,6-9) im all- 
gemeinen von der Form 


a1, + tan tan =0 (k=l2,.:.,r) (25) 
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und bedeuten für die Variationen öx, die Einschränkungen 
6 + tat tn = 0. (26) 


In diesem Falle geht man unmittelbar vom Ausdruck (21) der Variation des Integrals I aus 
(in dem die erste Summe wegen der Randbedingungen verschwindet) und addiert zum 
Integranden von ö/ = 0 die mit A, multiplizierten Gln. (26): 


9, 


[OF od en 2 


0 


Wir können nun durch die Einführung der A, auf Grund des schon mehrmals angewendeten 
Verfahrens auf das Verschwinden aller Klammerausdrücke der Summe (27) schließen. So 
lauten die EuLerschen Gleichungen im Falle der zwischen den Variationen bestehenden Neben- 
bedingungen. (26): 
d OF F ; 
dt da. di = -3 ArQxi (? = L, 2, oo, N), (28) 


die zusammen mit (25) die erforderlichen n -+ r Gleichungen liefern. 


5. Das Hamıttonsche Prinzip führt nach dem Vorstehenden das Problem 
der Bewegung eines konservativen freien Punktsystems auf das folgende Varia- 
tionsproblem zurück: Die Koordinaten x, = x,(t) des Punktsystems sind so 
zu bestimmen, daß 


tı 
[ Ldt = Extremum (29) 


%o 


gilt. Da bei dem aus n Punkten bestehenden System [mit den Bezeichnungen 
31,2)1 
1] 3% 

Ir tein, mi&; — layer Kan) (30) 


i=]1 


ist, lauten die EureRschen Gleichungen der Variationsaufgabe [mit Anwendung 
von (16) auf Z] 


oV oV 


(m, &,) +7 — =0 ode mä,=— 
%; 


—=-X, ii=13,...,3n). (3) 


Diese sind aber gerade die Newronschen Bewegungsgleichungen für ein kon- 
servatives freies System. Bei einem gebundenen System erhalten wir — unter 
Beachtung der Nebenbedingungen (25) und der: Gleichungen (28) — die LA- 
'GRANGESchen Bewegungsgleichungen (31,11). 


Wenn wir die Nebenbedingungen (25) auf die in der eigentlichen Variatioßsrechnung ge- 
wohnte [bei Gl. (23) erwähnte] Weise in Betracht zögen, würden wir im Fall nichtholonomer 
Bedingungen von den Gin. (31,11) verschiedene, unrichtige Bewegungsgleichungen erhal- 
ten. Der Grund dafür ist folgender: Das obige Verfahren müßte dann angewendet werden, 
wenn wirindem HamrtToNnschenPrinzipdietatsächliche Bahn mit solchen variierten Bahnen 
vergleichen würden, die ebenfalls den Nebenbedingungen genügen. Das Prinzip ist aber in 
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dieser anschaulicheren Form nur für holonome Systeme gültig. Es könnte nämlich bewiesen 
werden: wenn die variierten Bahnen den nichtholonomen Bedingungen genügen, dann ge- 
nügen ihnen die 6%, nicht. Nachdem D’ALEMBERTschen Prinzip müssen aber die Verrückun- 
gen öx, und nicht die variierten Bahnen die Nebenbedingungen befriedigen. [Siehe auch 
die Bemerkung nach Gl. (32, 9).] 


6. Von den allgemeineren Variationsaufgaben erwähnen wir hier noch zwei und geben 
ohne Beweis die entsprechenden EvLerschen Gleichungen an. 

a) Kommen in der Grundfunktion F auch höhere als erste Ableitungen der Funktion x vor, 
z.B. 


t, 
ö/F(t, 2,3,8,3)dt=0, (32) 
% 


dann lautet die EuLersche Gleichung 


öoF döF MöOFr Bär 2 
da da amd a Sn 


b) Enthält F zwei unabhängige Veränderliche (s und t), eine unbekannte Funktion 
ö 0 
x=x(s, t) und ihre ersten partiellen Antigen (52 a ER er — «) d.h. für die Varia- 
tionsaufgabe . 


5 


"slfrt, 2,2, 2) dsdt= 0, (34) 


so bı 
ergibt sich die EurErsche Gleichung zu 
or 0 oF oo 0oF\_ 0 0 | 
u et) oder Pu (Get gu) = 0. (35) 
Enthält F auch die zweiten Ableitungen Kg, Ist, Tr, So gilt 


0) 


d d 0° 0° 
F, — (Grat F r-) “ (= a at zu eu) u 


Die Gl. (35) bzw. (36) ist - wie man analog zu Gl. (17) erkennt - eine partielle Differential- 
gleichung zweiter bzw. vierter Ordnung für die gesuchte Funktion x. 


$ 34. Die Lasranseschen Bewegungsgleichungen zweiter Art. Allgemeine 
(generalisierte) Koordinaten, Geschwindigkeits-, Kraft- und Impulskomponenten 


1. Allgemeine Koordinaten und aligemeine Geschwindigkeitskomponenten. Viele 
Probleme können bedeutend vereinfacht werden, wenn man an Stelle recht- 
winkliger Koordinaten andere Koordinaten wählt, und zwar solche, durch die 
die Bedingungen eliminiert werden können. Nehmen wir zunächst an, daß die 
vorgeschriebenen r Bedingungen holonom, d.h. von der Form 


ans )=0 (k=lh2,...r) (1) 


sind. In diesem Falle sind von den 3n rechtwinkligen Koordinaten des Systems 


11 Budö, Mechanik 


n 
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nur 3?n —r unabhängig voneinander, d.h., die Anzahl der Freiheitsgrade des 
Systems ist 
[=3n —r. (2) 


Derartige r voneinander unabhängige Größen 


91: Ja :--» Qp (3) 


die die Lage des Systems vollständig bestimmen, werden allgemeine Koordinaten 
— auch verallgemeinerte oder generalisierte (Lage)-Koordinaten — genannt. 

Beispiele: Bei dem an die Kugelfläche mit dem Radius a gebundenen Massen- 
punkt ist f = 2. Wir können die Lage des Punktes statt durch die x, %, z-Koor- 
dinaten und die Bedingung x? + y® +2?— a?=0 durch zwei sphärische 
Polarkoordinaten, durch 9 und o angeben, dar = a = const ist. — Bei einem 
aus zwei miteinander starr verbundenen Punkten bestehenden System ist 
f= 5. Die allgemeinen Koordinaten können die x, y, z-Koordinaten des einen 
Punktes und die zwei Winkel (9 und 9) sein, die die Richtung der die beiden 
Punkte verbindenden Geräden bestimmen. — Die Lage des starren Körpers als 
Ganzen ist durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte des Körpers fest- 

“ gelegt. Es bestehen jedoch zwischen den 9 Koordinaten der 3 Punkte wegen der 

starren Verbindung drei Gleichungen der Form (x — 25)? + (yı — Yo)? 
+ (2 — 2)? = const, so daß beim starren Körper f = 6 ist. Die allgemeinen 
Koordinaten sind: die drei Koordinaten eines Punktes des starren Körpers und 
drei Winkel, die wir später eingehender besprechen werden. 

Die zeitlichen Ableitungen der allgemeinen Koordinaten nennt man allgemeine 
Geschwindigkeitskomponenten oder Geschwindigkeitskoordinaten: 


ds Go; ... Gr: (4) 


Ebenso wie die q, nicht die Dimension einer Länge haben müssen, so ist die 
Dimension von d, nicht immer eine Geschwindigkeit. 

Da die g, die Lage des Systems vollständig bestimmen, können die recht- 
winkligen Koordinaten durch die g, ausgedrückt werden, d.h., die Größen x, 
sind bekannte, als eindeutig angenommene Funktionen der g;: 


ı,= (9: 9, t) (Ü — 1, 2, nen In). (ö 


(Die Feststellung dieser Zusammenhänge ist eine rein geometrische Aufgabe; 
z.B. ist im Fall sphärischer Koordinaten x = r sind cosp usw.) Die Gleichungen 
(5) enthalten die Zeit t explizit nur dann, wenn die Bindungen von der Zeit 
abhängen. Auch dierechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten können durch 
die q,, d, ausgedrückt werden, es folgt nämlich aus (5) 


RLT m 0 ae ' 
L, ea reser =1,2,2, 30); (6) 


2. Die LAGRANGEschen Gleichungen zweiter Art bei konservativen holonomen Sy- 
stemen. Das naheliegendste Verfahren zur Aufstellung der Bewegungsgleichun- 
gen in allgemeinen Koordinaten wäre die Transformation der in rechtwinkligen 
Koordinaten ausgedrückten Bewegungsgleichungen. Bei Kenntnis der Ele- 
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mente der Variationsrechnung führt jedoch das HamıLtonsche Prinzip leich- 
ter zum Ziel. Die im Hamıtronschen Prinzip vorkommende LAGRANGESsche 
Funktion 


1 3n 
L=T-V= 72 mE — Vans een Zn) (7) 


kann nach den Gleichungen (5) und (6) als bekannte Funktion der allgemeinen 
Koordinaten, der Geschwindigkeitskomponenten und der Zeit betrachtet wer- 


den: ; ; 

L=L(;---:9: ddp )- (8) 
Wir bemerken in Hinsicht auf die späteren Ausführungen: wenn die Bedin- 
gungsgleichungen die Zeit nicht enthalten - d.h. in (6) alle = = OÖ sind -, dann 


hängt L von der Zeit nicht explizit ab, und die kinetische Energie T ist eine 
homogen quadratische Form der d,, deren Koeffizienten Funktionen der.g, 
allein sind. 

Die zum HAMILTONschen Prinzip (32,20) als zur Variationsaufgabe gehören- 
den EvLerschen Gleichungen lauten nach (33,16): 


lu en 0 ü=12...,f. (9) 


Das sind die LAGRANGEschen Gleichungen zweiter Art für konservative holonome 
Systeme (allgemeiner: auch für Systeme, bei denen die eingeprägten Kräfte ein 
zeitabhängiges Potential besitzen). Diese zuerst 1760 gefundenen Gleichungen 
entsprechen, wie aus $33 schon bekannt ist, f gewöhnlichen Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung für die zu bestimmenden Funktionen q;(t). 


Beispiel: Bewegungsgleichungen eines freien Massenpunktes in sphärischen Polarkoordi- 


| l 
naten. V= TV (r,d, 9) sei das gegebene Potential. Die kinetische Energie T = y mv? 
kann nach Gl. (3,29) ausgedrückt werden, so daß: 


ı 
L=-T-V= 5 mir +r262 + r?sin2992) — V(r,d, p) (10) 


gilt. Die Bewegungsgleichungen - die wir jetzt an Stelle von (9) auch in der Form 
daoT 97T oV 


a ee nr 11 
di 9, 99 94 u 
schreiben können - lauten also: 
e, ne 
7 (mr) — mr(ö + sin?d. ö?) Fends (12a) 
d oV 
= (mr?ö) — mr? sind cosdd? = — 39° (12b) 
ES OR 14 12 
7, (mr? sin?99) = — d5° (12c) 
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Für das sphärische Pendel (Abb.45) der Länge r = 1 = const folgt wegen V = mgz. 
= mgl cos® aus Gl. (10): 


L = ml? > (d2 + sin?9&2) -7 cos | ; (13) 


Mithin ergeben sich die zwei Bewegungsgleichungen [aus Gl. (9), nach Dividieren durch m!?] 
zu 


d — sind cosdH? — — sin®—=0, (143) 
ia 14b 
Er (sin2d9) = 0. (14b) 


3. Allgemeine Kraftkomponenten. Die LAGRANGESschen Gleichungen für nicht- 
konservative holonome Systeme. Wir gehen von dem verallgemeinerten HAmIL- 
tonschen Prinzip (32,15) aus: 


121 
foot +8’ Adt=0. (15) 
Die kinetische Energie T ist eine Funktion von g,, d, und t, ihre Variation lautet 


also nach Gl. (32,9): 


OT +. 
= (50 + 5788). (16) 


Für 6’A, die virtuelle Arbeit der eingeprägten Kräfte, hat man zunächst in 
rechtwinkligen Komponenten 


3n 
GA= YX,6x,, (17) 
1 


die öx, aber lassen sich aus (5) durch die ög, ausdrücken: 


Ox, I%,, . 
= —Öd o.. a, t=1,2,...,3n). 18) 


ör; 


Setzt man dies in Gl. (17) ein, dann wird ö’A ein homogener linearer Ausdruck 
der ög, sein: 


I... 
KA = Qön + + Qög; “n 20), 19) 
wobei 
sn O0, x 
uw N. 3,5 ı 20 


ist. Diese Größen, die durch die gegebenen eingeprägten Kräfte X, und die ge- 
wählten Koordinaten [durch die Beziehungen (5)] vollständig festgelegt sind 
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und die als bekannte Funktionen von q,, d, und t betrachtet werden können: 


Q, = 9, ... gp: 9; ... gs; b); (21) 


werden allgemeine Kraftkomponenten (oder Kraftkoordinaten) genannt. Die Di- 
mension der zu den q, gehörenden @, richtet sich nach der der g,, so daß das Pro- 
dukt Q,g, die Dimension einer Arbeit hat. Bedeutet also g, z.B. einen Winkel, 
dann ist Q, ein Drehmoment. 

Nun kann man die Ausgangsgleichung (15) [durch Einsetzen von (16) und 
(19)] folgendermaßen schreiben: 


N; oT oT 
11 —4 oo Ag dt=0. 
% 


Die Glieder der zweiten Summe können durch die aus (33,14) bekannte par- 
tielle Integration umgeformt werden: 


oTd at. or 
fi 97 mac [Eon] [2 )onn 0 
Ei 


wobei das erste Glied der rechten Seite wegen der Randbedingungen Null ist. 
So lautet also Gl. (22): | 


bı 
oT doT | 
Iz(& +0 +4 — Fr 27) sad =0, (24) 
PR 


woraus wir bekanntlich — wegen der Willkürlichkeit der ög, und nach dem 
Fundamentallemma der Variationsrechnung - das Verschwinden der Klammer- 
ausdrücke folgern können. Somit erhält man die LaarAangzschen Gleichungen 
für nichtkonservative holonome Systeme: 


doT oT ‚ 
dd, — du, Q; =], 2,.. Ar ij) (25) 
Haben die eingeprägten Kräfte ein Potential, d.h., existiert eine Funktion 
V=V(e,:.:.,t bzw.wegen (5) V= V(q..-:.?) (26) 

so daß X, = — = ist, so folgt aus der Deutung (20) der Q;: 
9%, ’ 
“ oVdx IV (:-- get) 
ee BB Er PP AB... Wilken! EN 2 

Q, 2, da, = 235, dg, dq ( 7) 


Wie man sofort sieht, gehen die Gleichungen (25) mit der Bezeichnung T— V=L 
tatsächlich in (9) hinüber. 
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Die Gleichungen (25) kommen oft auch in anderer Form vor. Es gelte z.B. 
Q, = Q + QF, wobei Q die Kräfte sind, die ein Potential, V®, besitzen, während 
die Qf keins haben. Dann folgt aus (25). und (27) mit L= T — V® das mit (25) 
äquivalente Gleichungssystem 


aeg Wed, (28) 


4. Bei Systemen mit Kräften, die von den Geschwindigkeiten abhängen, läßt sich 
in gewissen Fällen — obwohl die Kräfte Q, kein Potential haben — die einfachere 
Form 


Be EN u ER (29) 


der LAaGrAnGgEschen Gleichungen aufrecht erhalten. Existiertt nämlich eine 
FunktionV* (q,,...,G,; - - -, ), aus der man die Kraftkomponenten Q, folgender- 
maßen ableiten kann: 


oV* doV* a, 
a=-(5- -357) GW=#1,2,..;P) (30) 


- d.h., sind die Q, die negativen ‚„Variationsableitungen‘“ des sogenannten ver- 
allgemeinerten Potentials V* nach den q,, vgl. (33,21a) -, dann lassen sich die 
Gleichungen (25) offenbar zur Form (29) zusammenziehen. Dabei ist 


L=T-— (31) 


Dies ist die allgemeinere Definition der LaGrAngeEschen Funktion L. Eine 
solche Funktion V* kann man z.B. in dem für die Elektrodynamik und Atom- 
physik sehr wichtigen Fall finden, in dem sich ein elektrisch geladenes Teilchen 
in einem elektromagnetischen Feld bewegt. 


Auf das Teilchen mit der Ladung e und der Geschwindigkeit b wirkt dann - wie wir als _ 
bekannt voraussetzen — die LORENTZ-Kraft 


g=e&+— 19] (32) 


(im GAussschen Maßsystem, c Lichtgeschwindigkeit), wobei € und 9, die elektrische und 
magnetische Feldstärke, sich aus dem skalaren Potential ® und dem Vektorpotential Y nach 
den Gleichungen 

| u 


u’ H= rot A (33) 


E= - gudd — — 


ableiten lassen. Man kann nunleicht zeigen, daß das oben erwähnte verallgemeinerte Poten- 
tial durch 


= —-—-U+ed=—— (4,54 Ad + Ari) +e® (34) 
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dargestellt wird. Es soll nämlich nach Gl. (30) z.B. für die 2-Komponente der Kraft gelten: 


x 


07° 20 ef, 04, „dd „00 
rt: dx: 02 IT 9° 


e (dA, 94,. 9A,.  9A,. 
sr Ur-T rue E >) 
© [,[?Ar _ 242) _ ‚(0A _ 3A] 284. 90 
Na Ay) dr Bel ea de 
Dies stimmt tatsächlich mit der x-Komponente von Gl. (32), d.h. - nach (33) — mit 
. 06 ed4 e 
i=—-e,, 05; +7 pre), (36) 


überein. Die LaGRangEsche Funktion heißt also für ein geladenes Teilchen im elektromagne- 
tischen Feld: 


1a 
Dee „= m +— U ed. (37) 


1 _ 
Bei sehr großer Geschwindigkeit hat man statt 5m bp? den relativistischen Ausdruck für die 


kinetische Energie des Teilchens (mit der Ruhmasse m,) zu nehmen. In diesem Falle ist 


/ 2 
= melı-Yı-%)+0- eo. (37a) 


c? 


5. Integrale der LagrangEschen Gleichungen. Allgemeine Impulskoordinaten. 
Erhaltungssätze. Von den Integralen der LaGRAngeschen Gleichungen können 
einige - in wichtigen speziellen Fällen - sofort angeschrieben werden. Kommt 
in L eine Koordinate, z.B. g,, nicht vor - q, wird dann zyklische Koordinate ge- 
nannt — so ist nach Gl. (29) 


d dL OL 
=— an = 9 h. re S 
dtö FR 0 d 04, const (38) 
ein Integral der Bewegungsgleichungen. 
Die Größen aL 
PR= 94. (39) 


nennt man allgemeine Impulskomponenten (Impulskoordinaten oder einfach 
Impulse), die zu den Koordinaten g, gehören. Diese Bezeichnung ist begründet, 
da die p, im Falle rechtwinkliger Koordinaten und konservativer Systeme in 
die gewöhnlichen Impulskomponenten übergehen: aus 


1 
L=z Im — Van...) folgt Pu, = mii,. (40) 


Die Dimension der p, richtet sich nach derjenigen der q,. Das Produkt p,4, 
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hat immer die Dimension Energie mal Zeit (Wirkung). Ist also g, ein Winkel, 
so hat p, die Dimension des Drehimpulses. 

Danach bedeutet G1.(38): Die zu den zyklischen Koordinaten gehörenden Im- 
pulse sind konstant. Die dies ausdrückenden Gleichungen stellen Integrale der Be- 
wegungsgleichungen dar. Spezialfälle dieses Satzes sind z.B. die für den Impuls, 
den Drehimpuls bzw. für einige ihrer Komponenten gültigen Erhaltungssätze. 


So kommt z. B. beim sphärischen Pendel der Winkel pin L [siehe Gl. (13)] nicht vor, also 
ist 
OL 


— — mi2sin®#$ = const oder sin?#& = const. (41) 


IH 
Dies ist der auf den Fall der Axialkräfte verallgemeinerte Flächensatz, vgl. G1.(10,9). 


Ein anderer wichtiger Fall: hängt L von der Zeit nicht explizit ab, so kann ein 
Integral der Bewegungsgleichungen sofort angeschrieben werden. Aus L=L(g, d) 
folgt nämlich wegen (29) 


dl [OL . 22, ‚4 OL OL. 
OL. d „oOL. 
ee i) = istt, (42) 

Anders geschrieben lautet dies: 

d OL. 

2 u-2) =, (43) 
d.h., a 

3: FIR G; — L = const (44) 


ist ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen. 

Ein Sonderfall dieses Integrals ist der Satz von der Erhaltung der Energie, 
d.h. das Ennergieintegral. Gl.(44) ist dann mit dem Energieintegral identisch, 
wenn Vin L = T — V nur von den g, abhängt und T eine homogene quadra- 
tische Funktion der 6, ist, d.h. wenn das System konservativ und skleronom. 
ist [siehe die Bemerkung nach Gl. (8)]. Es.gilt nämlich für die.Funktion 


T=aıh +20.hıa ++ 4% (45) 
wie man leicht erkennt (siehe auch unten): 
0 T; 
— -=2T. 46) 


v 
Also kann man Gl. (44) - bei Benützung der Voraussetzung = = (0 - auch 
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umschreiben in. 
Senne ee —-—2T—- (T- V)=T+V = const, (47) 
Od; 04 


und dies ist gerade das Energieintegral. 

Die Existenz von Integralen der Art (38) oder (44) ermöglicht stets die Redu- 
zierung des gegebenen dynamischen Problems, d.h. die Zurückführung des Pro- 
blems auf ein Problem mit weniger Freiheitsgraden. Wir können jedoch auf 
diese Fragen hier nicht näher eingehen. 


Das Energieintegral lautet z.B. beim sphärischen Pendel wegen Gl. (13) und (47)(nach 
Dividieren durch mi?): 


en a 
;(# + sin 99°) +7 cosd = const. (48) 


Von dieser und der Gl.(41) ausgehend, haben wir die Bewegung in $ 23 behandelt. 


Wir erwähnen noch als mathematische Ergänzung und Verallgemeinerung der Gl. (46) 
den Eurzrschen Satz über homogene Funktionen. Er lautet: Ist F(x,,..., x,) eine homogene 
Funktion m-ten Grades - d.h. eine Funktion, die für jeden Wert von } die Bedingung 


Filz, 12,), = IE (2,5342) (49) 
- erfüllt -, so gilt für sie die Beziehung 
OF 
» FE x; = mF. (50) 
Beweis: Differentiation der Gl.(49) nach } ergibt 


OF 
———-T= m—1 4 
Dr mein, (51) 


woraus für I = 1 die Ql. (50) folgt. 


6. Nichtholonome Systeme, Nebenbedingungen und Zwangskräfte. Das System 
ist nichtholonom, wenn zwischen den Differentialen der allgemeinen Koordinaten 
Q1> +: 9 — die schon die minimale Anzahl der zur Bestimmung der Lage des 
Systems notwendigen, voneinander unabhängigen Parameter bedeuten - 
r(<s f) nichtintegrierbare Gleichungen bestehen (siehe $ 31,2): 


0,1891 4 .. — Q,,49; + A,0dt = N) (k — 1, 2, ..e9, r) (52) 

oder 
0,191 4 ee + Ay, + Go = 0 (k = 1, 2, .0.0., r) . (53) 
@,; sind hier gegebene Funktionen der Veränderlichen g,; . - -, 9,; t, und zwar der- 


art, daß (52) kein vollständiges Differential einer Funktion f, ist, d.h. die 
Gleichungen 
Of, 


a =1,2,..,f), 90 = a’ (54) 
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oder die aus diesen folgenden „Integrabilitätsbedingungen“ 


da,; _ 00, 0a,: _ Ian « s 
dg, = dq’ Hr dq, (für alle k, i, n) (55) 


nicht erfüllt sind. 


Beim nichtholonomen System sind also von den Koordinatendiferentialen 
dq,nur f—runabhängig voneinander. Man kann aber die Anzahl der notwendigen 
Koordinaten q, selbst nicht kleiner als f wählen, da sich die Differentialgleichun- 
gen (52) bzw. (53) nach der Voraussetzung nicht in endliche Gleichungen über- 
führen lassen, aus denen man einige q, eliminieren könnte. Diese Tatsache wird 
auch so ausgedrückt: das nichtholonome System hat im Endlichen f und in infi- 
nitesimalen Dimensionen nur f— r Freiheitsgrade. 


Beispiele für nichtholonome Systeme. Das einfachste Beispiel ist die Schneide (etwa die 
eines Messers), die über eine Fläche, die xy-Ebene, geführt wird. Das (entsprechend ideali- 
sierte) System besitzt drei unabhängige Koordinaten, also drei Freiheitsgrade im Endlichen: 
die x, y-Koordinaten des die Fläche berührenden Linienelements und den Winkel y, den 
das Linienelement etwa mit der x-Achse einschließt. Die Bewegung ist nun dadurch ein- 
geschränkt, daß das Linienelement keine Verschiebung senkrecht zu seiner Richtung aus- 
führen kann. Daher muß die Tangentenrichtung der Bahnkurve in jedem Punkt mit der 


d 
Richtungdes Linienelementes übereinstimmen, d.h., es muB die Bedingung Er =tanyoder 


dy -tanydz=1’dy+ (—-tany)de+0-dy=0 (56) 


bestehen. Daß dies tatsächlich eine nichtholonome, also nichtintegrierbare Bedingungs- 
gleichung ist, sieht man nach (55) sofort ein, da == er ist. (Das System hat also 
„im Unendlichkleinen“ nur 3 — 1 = 2 Freiheitsgrade.) Ähnliche Bedingungsgleichungen 
treten auch beim Schlittschuhlaufen und Schlittenfahren auf. 

Ein anderes Beispiel liefert ein auf ebenem Boden rollendes Rad. Seine Lage ist durch fünf 
voneinander unabhängige Koordinaten bestimmt: die x, y-Koordinaten seines Berührungs- 
punktes mit der Unterlage (xy-Ebene), den Winkel » der Berührungstangente mit der 
x-Achse (also x, y, y wie bei der Schneide), den Winkel 9 zwischen Radachse und z-Achse 
und den Rollwinkel 9, den der zum momentanen Berührungspunkt gerichtete Radius der 
Länge 0 mit einem festen (etwa dem horizontalen) Radius in der Radebene einschließt. Das 
Rollen ohne Gleiten bedeutet, daß bei einer kleinen Drehung dy des Rades der in der Tan- 
gentenrichtung der Bahnkurve zurückgelegte Weg ds = ad beträgt. Da die Projektionen 
von ds auf die Achsendx = ds cosy, dy = ds sinysind, lauten die Bedingungsgleichungen 
des reinen Rollens: 

dz=acosydyo, dy=asinydo. (57) 


Diese stellen, wie es sich wiederum leicht zeigen ließe, nichtholonome Bedingungen dar, 
d.h., esexistiert keine Beziehung der Form f(x, 4, d, y, 9) = 0 zwischen den Koordinaten 
selbst. (Das System hat im Endlichen5, im Unendlichkleinen nur 5 — 2 = 3 Freiheitsgrade.) 


Die Bewegungsgleichungen können auch im obigen Fall aufgestellt werden, 
ähnlich wie wir es in $ 31 für rechtwinklige Koordinaten kerinenlernten. Die 
Nebenbedingungen (52) entsprechen für die Koordinatenvariationen ög, (vir- 
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tuelle Verrückungen, öt = 0) den folgenden Gleichungen: 
Gr ögı + 2 + 44:09; + ee — 44,09; = 0 (k = 1, 2, o.., r) . (58) 


Wir addieren sie, mit A, multipliziert, zu dem bei der Ableitung der allgemeinen 
LAGRANGESchen Gleichungen vorkommenden Integranden von (24) und machen 
auf Grund der bekannten Beweisführung die Koeffizienten von ögq,,..., Ög, 
gleich Null. Wir erhalten auf diese Weise die auch für nichtholonome Systeme 
gültigen LAGRANGESschen Gleichungen „von gemischtem Typ“: 


dao0oT oT j 
di ög, q =Q, +Amı ++ GÜ=h2..,P): (39) 


die zusammen mit den Nebenbedingungen (53) die zur Bestimmungder g,,: -, g, 
und Ay; : - -, A, erforderliche Anzahl der Gleichungen liefern. 

Man wendet diese Gleichungen oft auch bei holonomen Systemen an. Hier 
könnte man zwar, wie wir gesehen haben, durch die Einführung der allgemeinen 
Koordinaten alle Bedingungen eliminieren (dann würden die Glieder mit A, nicht 
auftreten), es kann aber oft zweckmäßig sein, mit mehr q,-Koordinaten zu arbei- 
ten, als es notwendig ist, d.h. einige holonome Bedingungsgleichungen zu be- 
halten. Auf diese Weise müssen wir besonders dann vorgehen, wenn wir außer 
der Bewegung des Systems auch die Zwangskräfte bestimmen wollen, die wegen 
der bestehenden entsprechenden Bindungen auf das System wirken. (Der vom 
technischen Standpunkt aus sehr wichtige Zweig der Mechanik, der sich mit der 
Bestimmung der Zwangskräfte, d.h. der Beanspruchung der Körper bei der 
Bewegung, befaßt, ist die sogenannte Kinetostatik.) In G1.(59) — ähnlich wie 
bei den LaGrAngeschen Gleichungen erster Art — bedeuten die Größen 


= Aa ++: (ml, 2,2...) (60) 


allgemeine Zwangskraftkomponenten, und zwar Igutet die der k-ten Bedingung 
entsprechende i-te allgemeine Zwangskraftkomponente: 


= Ayayıs (61) 
siehatim Fall einer holonomen Bedingung f; (9; - - -» 95; t) = 0 [siehe Gl. (54)] die 
Form | 


 _ 7 Le 
Danze (62) 


Als Beispiel für die Anwendung des Verfahrens berechnen wir die beim ebenen mathema- 
tischen Pendel auftretende Zwangskraft. Die kinetische und potentielle Energie beträgt in 
ebenen Polarkoordinaten r, # (9 von der Gleichgewichtslage aus gemessen): 


T- mie +rö9), 7 = — mgrcosd. (63) 


Wir setzen in diese Gleichungen die Bedingung r = ! absichtlich nicht ein, sondernschreı- 
ben sie gesondert auf: 
her,d)=zer—-Ii=0. (64) 
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Die (59) entsprechenden zwei Gleichungen - da bei unserem konservativen System nach 


oV oV 
am), = —-,:9=-755 


ist — lauten: 


3 
mi) - mr =Q, + Mo mgoosd + 4-1 65) 
Fr T ru”—=ßW, Fri g ı 1» (65) 
d 7) i 
Ze (mr2B) = 004 1,54 = — morsind + 1,0. (6) 


Man hat die drei letzten Gleichungen für r, 9 und A, zu lösen. Gl. (66) stellt die bekannte 
Bewegungsgleichung 1d = — g sind dar. Die übrigen Gleichungen liefern nach (62) für die 
allgemeinen Zwangskraftkomponenten 


‚W=rn=—mgosd— mi, W=0. (67) 
Sie drücken aus, daß sich die Zwangskraft aus der Normalkomponente der eingeprägten 
Kraft und aus der Zentripetalkraft zusammensetzt ($ 13, 3 und $ 22, 4). 

Die Lacrangeschen Beweyungsgleichungen zweiter Art bzw. vom gemischten Typ be- 
deuten in bezug auf die Anwendungen eine der weittragendsten und brauchbarsten Methoden, 
die in der Mechanik bekannt sind. Sie sind besonders bei schwierigeren technisch-mechani- 
schen Problemen wichtig, bei denen Bindungen und Zwangskräfte verschiedenster Art vor- 
kommen. Es gibt noch einige Erweiterungen bzw. Modifikationen der Gleichungen (für 
„Quasikoordinaten“, Reibungs- und Stoßkräfte, die wir ganz kurz in $ 53,1, $42,4 und 
$ 44,1 erwähnen werden). 


& 35. Die Hamitronschen oder kanonischen Bewegungsgleichungen. 
Die HamıtTon-Funktion 


1. Über die Integration der Bewegungsgleichungen. Nachdem die Bewegungs- 
gleichungen in sehr allgemeiner Form aufgestellt wurden, erhebt sich die nahe- 
liegende Frage, wie diese Gleichungen integriert bzw. wie aus dem Charakter 
der Gleichungen selbst allgemeine Folgerungen gezogen werden können. Mit 
diesen Fragen beschäftigt sich die Integrationstheorie der Bewegungsgleichungen, 
die von HAMILTON, JACOBI, OSTROGRADSKI und anderen für solche Systeme 
ausgearbeitet wurde, für die ein kinetisches Potential (LaGrAngzsche Funk- 
tion) L existiert. Wir verstehen unter L im allgemeinsten Sinne die durch Gl. 
(34,31) definierte Funktion. Die im folgenden (88 35-37) zu untersuchenden 
Systeme sind also holonome, aber nicht unbedingt konservative Systeme, für die das 
Hamıttonsche Prinzip bzw. die Laarangzschen Gleichungen in ihrer ein- 
facheren Form 


& 
ö/Lat —=0 (1) 
bzw. 


4öL _OL_, G=1,2,...N (2) 
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gültig sind. Wir sehen hier L als bekannte Funktion der (voneinander unabhän- 
gigen) allgemeinen Koordinaten, der Geschwindigkeiten und der Zeit an [seine 
Bestimmung aus (34, 30-31) ist jedoch oft eine schwierige Aufgabe]: 


L = L(q,; “0.0 g, Gı; ..0)7 gr; t), kurz L(g, 6, D). (3) 


Unsere Systeme, für die die folgenden Überlegungen gelten, sind also nicht 
die allgemeinsten. Bei vielen technischen Problemen hat man es mit nicht- 
holonomen Systemen zu tun und oft auch mit solchen, die kein kinetisches 
Potential besitzen. Für solche Probleme bleiben die erweiterten LAGRANGE- 
schen Gleichungen unentbehrlich. Aber die Himmelsmechanik und die Mecha- 
nik der Atome und Moleküle bietet fast ausnahmslos Probleme, bei denen ein 
kinetisches Potential existiert und bei denen es Bindungen überhaupt nicht 
gibt. Alle diese Probleme gehören also zum Gültigkeitsbereich der nachstehen- 
den Ausführungen. 

Wir können hier nur die Elemente der erwähnten Integrationstheorie schil- 
dern. Vor allem lassen sich aus den LAGRANGEschen Gleichungen durch ein- 
fache Transformation Gleichungen anderer Form erhalten, die sich für manche 
wichtige Untersuchungen besser eignen. 


2. Die Ableitung der Hanmittonschen kanonischen Gleichungen. Wir haben 
schon in (34, 39) die allgemeinen Impulse p, durch die Gleichungen 


OL 
= —— (=12.., 

De j (4) 
eingeführt. Die Geschwindigkeiten d, ‚ga, ...könnenauf Grund dieser Gleichungen 
als Funktionen der Impulse 7, Ps; - - . betrachtet werden, und umgekehrt. 

Die LaGrangeschen Gleichungen (2) lauten nach der Einführung der p;: 
ol 
, = — (=12,..,f)- 5 
Pı d q; (i f ) ( ) 


Wir bilden nun unter Beachtung der Gleichungen (5) und (4) aıe totale Ände- 
rung der Funktion L. Werden die Variablen t, q,, d, um dt, dg,, dd, geändert, 
dann findet man 


OL OL OL 
dlL = dt dt + 2(& dq; +53 a da) = The +2 (didq, + Pıdd). (6) 
u P,d4, = d(P4ı) — ddr (7) 
folgendermaßen schreiben: 
OL Ä 
«2394. —-D= ar dt — Z(d.dq, — ddp). (8) 


Die rechte Seite ist also das Differential der Funktion 
H= 394 —L. (9) 
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Da man in ihr die d, nach den Gleichungen (4) durch die p; und g; ausdrücken 
kann, läßt sich H, die HAMILTON-Funktion, als bekannte Funktion der allgemei- 
nen Koordinaten, Impulse und der Zeit auffassen: 


H=H(,--- pP ++» DoP). (10) 
Das vollständige Differential von H ist somit gegeben zu 
OH OH oH 


und muß mit (8) identisch sein. Es folgen durch Vergleich der Koeffizienten 


von di, dp,, dq, in Gl.(8) und (11) einerseits I4 — — und andererseits 


‘die HAmILToNschen oder kanonischen Bewegungsgleichungen: 


= - (12a) 
GWel2:2;]): 
; OH 


Diese auffallend symmetrischen Gleichungen bedeuten für die zu bestimmenden 
Funktionen q,(t) und p,(t) 2f gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Die Hammttonschen Gleichungen (1834) sind den f LAGRANGEchen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung (bei Systemen, bei denen L existiert) 
gleichwertig, sie können aber wegen ihrer Symmetrie bei vielen Problemen vor- 
teilhafter angewendet werden. Daher stammt die Bezeichnung kanonisch, d.h. 
„regelmäßig“. p, wird auch „zu q, kanonisch konjugierter Impuls“, das Veränder- 
lichenpaar g;, p, kanonische Variablen genannt. 

Die Koordinaten qg,, . . ., g, des mechanischen Systems können als rechtwink- 
lige Koordinaten eines Punktes des f-dimensionalen Koordinaten- oder Konfigu- 
rationsraums, die Impulse 7,, . . ., ?,alsrechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
des f-dimensionalen /Impulsraums betrachtet werden. Der 2f-dimensionale 
Raum, in dem die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes durch q,, . . ., 95; 
P1; - - -» Pr gegeben sind, wird Phasenraum genannt. Während also der augenblick- 
lichen Lage des Systems ein Punkt des Koordinatenraums und dem Geschwin- 
digkeitszustand des Systemsein Punkt des Impulsraumsentspricht, wird der voll- 
ständige (Lage- und Geschwindigkeits-) Zustand des Systems zur Zeit t durch 
einen Punkt des Phasenraums - den Phasenpunkt — dargestellt. Die Bewegung 
des Phasenpunktes, die auf einer Phasenbahn erfolgt, wird durch die kanoni- 
schen Gleichungen bestimmt. Diese Interpretationen sind in der statistischen 
Mechanik von grundsätzlicher Bedeutung. 

Die kanonischen Gleichungen lassen sich auch aus dem HamıLTtonschen Prin- 
zip herleiten. Diesen Weg wollen wir im folgenden kurz andeuten. In der Form 
(1) des HamıtTonschen Prinzips, in der L die f unbekannten Funktionen g,, 
die f Ableitungen d, und die Zeit t enthält, führt man die d, als neue, unab- 
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hängig zu variierende Veränderlichen durch die Gleichungen d, — k,=0 ein. 
Dadurch hat man ein Variationsproblem mit 2f unbekannten Funktionen 
(9x; %,) und f Nebenbedingungen 9, — k,=0. Die letzteren werden mit un- 
bestimmten Faktoren. A, multipliziert und zum Integranden addiert: 


5 El: Kr) + I Ali — k)dt=0. (13) 

Die A, lassen sich aus den folgenden / EurLerschen Gleichungen bestimmen: 
ot) döäL)_ OL _ aL 

Ok, ar a me: d.h. Te (14) 


Durch Einsetzen von /, in Gl. (13) erhält man 


L 


d.h. ein Variationsproblem mit den 2f unbekannten Funktionen (g,, k,), ohne 
Nebenbedingungen. Führt man die allgemeinen Impulse 


u OL (9; kx; i) (= IL (9 Gr; 2) 


ein, so können die k, (und damit auch L) auf Grund dieser Gleichungen als 
Funktionen von q,, P,, t angesehen werden, und Gl. (15) geht in 


ö/tz (9x Pr») + Z[Prde — Prkr (9 Pr, ONE = O0 (17) 
über. Definiert man nun die HamıLTonsche Funktion wie folgt: 
H (q; Pr» d) — 2 Prkr (9: Pr» $) — L(» Pr: ), (18) 
so erhält die Variationsaufgabe (17) die Form 
[IE Prde — Ha, Pu; Y)di = 0. (19) 
Die zugehörigen 2f EuLerschen Gleichungen, d.h. 
ddl) 9) _d oH 
dm m FT 
aa) 9) oH _ 5 
di Op, 9 Ber 9m i = 


sind gerade die kanonischen Gleichungen (12a, b). 


3. Die HamıLtonsche Funktion H hat man im allgemeinsten Fall auf Grund 
ihrer Definition (9) — (10) zu ermitteln. Das kann eine schwierige Aufgabe sein, 
wenn L noch nicht bekannt ist. 7 hat aber bei den am häufigsten vorkommen- 
den konservativen und zugleich skleronomen Systemen eine sehr einfache Be- 
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deutung [die wir eigentlich schon in (34,47) festgestellt haben, hier aber kurz 
wiederholen wollen]. Bei konservativen Systemen ist L=T — V. Ist das 
System auch skleronom (die Bedingungsgleichungen enthalten die Zeit nicht), 
so hängt V einerseits nur von den q, ab, andererseits ist T eine homogene 
quadratische Funktior der 9, ($ 34,2). Durch die Anwendung des EuLeErschen 
‚Satzes über homogene Funktionen und aus der Definition der Impulse folgt 
daher IT 


7=275,%= 25 = 23 9 (21) 


also H= N 9, —- L=2T-(T-NW=THV. (22) 


Die HamILTonsche Funktion ist ber einem konservativen und zugleich sklerono- 
men System die Summe der kinetischen und der potentiellen Energie, d.h. die Ge- 
samtenergie. Wir brauchen also bei solchen Systemen nur 7 + V als Funktion 
der q, und 9, auszudrücken und können dann die kanonischen Gleichungen so- 
fort hinschreiben (Beispiele siehe weiter unten). 

Es gilt allgemein: 


dH OH oH. b (23) 


u“ u + 27 rn, Pı 


Da die Summe wogen der kanonischen Gleichungen identisch verschwindet, gilt 


der folgende Satz: Ist Lei =0, d.h, enthält die HamıLtonsche Funktion die 


0 
Zeit nicht explizit, so ist 

H (1: »--> 9 Pı> ---, 2,) = const (24) 
ein Integral der Bewegungsgleichungen. Speziell ist bei konservativen skleronomen 
Systemen 


T+V= const (25) 
das Energieintegral, das den Satz von der Erhaltung der Energie ausdrückt. 


Beispiele: a) Die HamıLTon-Funktion für einen einzelnen freien Massenpunkt, der sich 
in einem konservativen Kraftfeld mit dem Potential V in bezug auf ein ruhendes Koordi- 
natensystem bewegt. (In diesem Fall kann V die Zeit nicht explizit enthalten.) In recht- 
winkligen Koordinaten lautet die LAGRANnGE-Funktion: 


1 
I=T-17/=-Zm#+P+P)—- Va y2) (26) 
und die Impulse sind gegeben zu 
. OL j . 
m=,, mi y=md, 9 mi. (27) 


Führt man & = p,/m, usw.inH = T-+ Vein, so erhält man die HamILToN-F unktion in 
rechtwinkligen Koordinaten: 


1 2 2 2 p 
=, PtPytP) + V/(&, 9, 2) an v. (28) 
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In Zylinderkoordinaten lauten die LAGRAner-Funktion und die Impulse [nach (3, 25)] 


= me +09 +2) — V(0, 92); (29) 
P=mo, P=med, = mi, (30) 
und in sphärischen Polarkoordinaten [auf Grund von Gl. (3,29)]: 
L= + m(#? + 7382 + 7? sin2992) — 7 (r, 9, 9), (31) 
»=mi, p=mrd, = mrsindd, (32) 


Somit findet man die HamıLTon-Funktion in Zylinderkoordinaten: 


1 pP 
H= +? + + 2) +V(eo, 9, 2) (33) 


und die HamıLrTon-Funktion in sphärischen Polarkoordinaten: 


i 
ne re) + 70 (34) 


b) Beim linearen harmonischen Oszillator ist die auf den aus seiner Ruhelage um x ab- 
1 
gelenkten Massenpunkt wirkende Kraft gleich — kx, also gilt V = Ey ka, und für die 
Hamınron-Funktion nach Gl. (28) mit Pr = pP: 


® ka? 
mtr en 


Somit lauten die zwei kanonischen Gleichungen 


[Hr „__MH__, 
Sie sind natürlich der bekannten Bewegungsgleichung m& = — kx gleichwertig: Aus der 
ersten folgt p = m&ä und damit aus der zweiten nö = — ka. 


c) Die Hamıtıon: Funktion für ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Die 
(nichtrelativistische) LAGRangzsche Funktion ist nach Gl. (34,37): 


- 1 -M-. e® 
2 c 


1 e 
= gm (£? + 9 + 22) + e (A,8 + AyV + A) = ed (x, Y 2). (37) 
Hieraus erhält man die allgemeinen Impulse 
OL a e. 
Pr; mit An (a9 -m+ Sn), (38) 


die also in diesem Fall von den gewöhnlichen Impulskomponenten (mi, ...) verschieden 
sind. Da jetzt die auf das Teilchen wirkende resultierende Kraft kein Potential besitzt, 


12 Budö, Mechanik 
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greifen wir zur Aufstellung der HamıLron-Funktion auf ihre ursprüngliche Definition 
zurück. Wir lösen die Gl. (38) nach den Geschwindigkeiten auf: 


1 | 1 
le SA)... ah. ee) (39) 


und berechnen 
H=9päö+m3+pi—L. =Pb—L, (40) 


wobei wir in Z [in (37)] durch die Gin. (39) p,. »,, p, statt &, 9, 2 einführen. Es ergibt sich: 


1 e 1 e _ \% e e 
a-r-*n)- 5.20) Zußp-x)+eo (al) 
oder 


B- u) ® 42 
#2 +e®. (42) 


Dies ist ein Ausdruck, der in der Elektrodynamik und Quantenmechanik oft gebraucht 
wird. . 


4. Zyklische Koordinate (oder zyklische Variable) wird eine Koordinate g, ge- 
nannt, die iri der LAGRANGE-Funktion L nicht vorkommt ($ 34,5), oder — wie 
man auch sagen kann — die in der Hamırron-Funktion 7 nicht auftritt.!) 
Physikalisch bedeutet eine zyklische Koordinate, daß die HAMıLToNn-Funktion 
bzw. die Energie des-Systems gegen die Änderung dieser Koordinate unemp- 
findlich ist. Dieser Fall tritt oft bei einer Translation oder Rotation des gesam- 
ten Systems um eine Achse auf, woraus auch die Bezeichnung ‚„zyklisch“ resul- 
tiert. 

Ist q, zyklisch, so folgt sofort 

ö OH _ 

d., = I 0, 9% = const. (43) 
Der zu einer zyklischen Koordinate kanonisch konjugierte Impuls ist konstant. 
Dies liefert uns ein Integral der Bewegungsgleichungen. Die Spezialfälle dieses 
Satzes sind die Sätze von der Erhaltung des Impulses und des Drehimpulses 
(bzw. einiger ihrer Komponenten), wie dies schon in Verbindung mit den LaA- 
GRANGEschen Gleichungen erwähnt wurde. | 

Die kanonischen Gleichungen besitzen gegenüber den LAGRANGEschen 
einen großen Vorteil. Ist nämlich etwa q, zyklisch und folglich p, = const = x,, 
dann hat 7 die Form: 


H=H(:-:» 94-1» Pı> +» +» Pr-1: %; 8)» (44) 


Man hat es also mit einem Problem mit nur f— 1 Koordinaten zu tun, das man 
weiter behandeln kann, ohne die Koordinate g, zu berücksichtigen. (Deshalb 


” 


!) H erhält man bekanntlich, indem man in (37, d; — L) die aus den Gleichungen p, = = 

i 

berechneten Ausdrücke g, einsetzt. Wenn also g, in Z nicht vorkommt, kann es auch in H 
nicht auftreten. 
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werden die zyklischen Koordinaten auch ‚‚ignorable Koordinaten‘ genannt.) Bei 
den LaGrAngEschen Gleichungen ist diese einfache Art der Reduzierung des 
Problems nicht möglich. 
Sind alle Koordinaten zyklisch, d.h., ist H eine Funktion nur der Impulse und 
der Zeit: 
H=H(p.-:» PP), (45) 


so lassen sich die kanonischen Gleichungen sofort vollständig integrieren, d.h., die 
Lösung des mechanischen Problems kann unmittelbar angegeben werden. Bei 
zyklischen Koordinaten folgt nämlich aus den Gleichungen 


oH 


oH 
PD, = — =0, 7 = -— — (0) t , 46 
p og, G op, e) ( ) 


wobei w,(f) wegen p, = const bekannte, nur von t abhängige Funktionen sind: 
9 = &(=const) und = /oWdi+ß, (=12....ND; (47) 


&,, ß, sind dabei die notwendigen 2 Integrationskonstanten. 
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1. Auf Grund des oben 'bewiesenen Satzes kann man die Lösung eines ge- 
gebenen dynamischen Problems auch versuchen, indem man Koordinaten zu 
finden strebt, von denen möglichst viele oder aber alle zyklisch sind. Es liegt 
nahe, neue Koordinaten Q; durch geeignete Transformation der alten Koordina- 
ten g,, d.h. durch Gleichungen der Form 


g; = 4(Qı: -- -; Q,: t) (= I; 2, eh) (1) 


einzuführen. Eine solche sogenannte Punktiransformation, die nur die Lage- 
koordinaten transformiert (und jeden Punkt im Lagenraum der g, wieder in 
einen solchen überführt), erweist sich aber für den obigen Zweck nicht hin- 
reichend allgemein. Allgemeiner ist die Transformation, bei der man neben den 
neuen Lagekoordinaten Q, auch neue Impulskoordinaten P, einführt, ins- 
gesamt also 2 neue Variable durch 2f Gleichungen: 


4 = 4A. An Pr --» Pod; 
G=1,2,..,f).: 0 

pP: = 9, (Qı; le Fi .o.y P,; A) 
Wir müssen von dieser Transformation in erster Linie fordern, daß die kano- 


nischen Gleichungen auch für die neuen Veränderlichen Q,, P, gelten. (Daß die 
Q, auch zyklisch sein sollen, sei vorläufig noch nicht verlangt.) Ist dies erfüllt, so 


12* 
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wird (2) eine kanonische Transformation oder — wegen ihrer Verwandtschaft zu 
den Berührungstransformationen der Geometrie — Berührungstransformation 
genannt. Da die kanonischen Gleichungen nach (35, 19-20) aus dem HAMmIL- 
tonschen Prinzip folgen, ist dafür, daß die Transformation (2) kanonisch ist, 
hinreichend, wenn neben 


&ı 
Fr — Hp, Ndi=0 (3) 
% 


auch die ähnliche Forderung für die neuen Variablen mit einer neuen HAMIL- 
tonschen Funktion X erfüllt ist: 


t, : | 
8 Z PQA—K(R, 9, Ö}dt=0. (4) 


Dazu ist es nicht notwendig, daß die Integranden in (3) und (4) übereinstimmen, 
sondern es genügt, wenn sie sich nur um den vollständigen zeitlichen Differential- 
quotienten einer Funktion ® unterscheiden. Dabei kann ® eine willkürliche 
Funktion von 2f unabhängigen Variablen - wir wählen 9, .. -, 9: Qu: + Qr — 
und der Zeit sein. Die Bedingung lautet also: 


Zpu-H= 2 PU K+ Pa QM. (5) 


An der Variationsaufgabe wird nämlich durch Addieren der Funktion = zum 
Integranden nichts verändert, da die Variation von f = dt für beliebige Funk- 


tionen q,(t),.Q,(t) verschwindet: 


5 f RT BER IC. TV RBER RR CC RRER FE 


Dies gilt; da bei der HAmıLTonschen Art der Variation an den Grenzen alle 
Variablen konstant bleiben. 


Wir setzen nun in die Gl.(5) den Ausdruck 


dd _ 9® 
ein und erhalten nach einer Uinformung: 
OD\ . od | od 
2(n-5)4=2(r+ Z)u+H- RT (8) 
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Diese Beziehung wird erfüllt, wenn die folgenden Gleichungen bestehen: 


= 9 (4:91: -- 


a og, 2 
B= Fa CORE DE SEHE | (9b) 
K=-H+ IP (a; Qu.» (9c) 


di 


Da die q, im allgemeinen (von singulären Fällen abgesehen) aus den f Gleichun- 
gen (9b) als Funktionen von Q,, P,, t ausgedrückt werden können und dann 
ebenso auch die p, nach (9a), kann man die Gln. (9a, b) als die gesuchten Trans- . 
formationsgleichungen (2) ansehen. Wir erhalten also den folgenden Satz: Die 
Gleichungen (9a, b) stellen bei beliebiger Wahl der Funktion © (4: Qı:-- 
stets eine kanonische Transformation dar, wobei die neue HAMILToONsche Funk- 
tion durch (9c) gegeben ist. [Man muß natürlich in Gl.(9c) an Stelle der alten 
die neuen Variablen einführen.] Die Funktion ® nennt man die Erzeugende der 
Transformation. Ist sie von t nicht explizit abhängig, so wird K = H. 

Es ist bemerkenswert, daß die Hamıtton-Funktion ZH, die für das unter- 
suchte mechanische Problem charakteristisch ist, in den Transformations- 
gleichungen (9a, b) selbst nicht auftritt, d.h.: ob eine Transformation kanonisch 
ist oder nicht, hängt nicht von der speziellen Natur des mechanischen Problems 
ab. 

‘Man kann die Erzeugende ® an Stelle einer Funktion der Variablen g,, Q, 
auch als Funktion von f anderen alten und f neuen Variablen betrachten. Die 
vier Haupttypen sind: 

P(49.), Pa P;i), PiQ,1), Dip Pd). (10) 


Bei Verwendung irgendeiner dieser Funktionen würde man stets kanonischen 
Transformationen entsprechende Gleichungen erhalten. So folgen z.B. im Falle 
von Ö(g, P,t) aus der analog zu Gl.(5) aufgestellten Beziehung 


s . :d | 
Zph - H=2PQ -K+n,®—-2PQ) (11) 
die Transformationsformeln 


en ID (4; Pı:---,1) 


p, Er (12a) 
i 

Q; = ei nd Bil, 2005; N- (12b) 

K=H FL ÄtDE Iren) (12c) 


dj 
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Die sehr große Freiheit in der Wahl der kanonischen Transformationen (® 
ist eine völlig beliebige Funktion!) bringt es mit sich, daß der Koordinaten- und 
Impulscharakter der kanonischen Variablen Q, P ganz verloren gehen kann. So 
lautet z.B. die aus der erzeugenden Funktion 


® = 2 PR (13) 
abgeleitete Transformation nach den Gin. (9a, b): 
= 4=-P: (14) 


d.h., die Koordinaten und „Impulse“ werden durch die Transformation (bis auf 
das Vorzeichen) vertauscht. | 
Mit der Erzeugenden 
D® = FM) Pr (15) 
folgt aus (12b) für alle >: 
9; = Fa: -»9: 9; (16) 


d.h. die allgemeinste Punkttransformation. Damit ist gezeigt, daß alle Punkt- 
transformationen kanonisch sind. 


2. Als Beispiel, wie man die kanonischen Transformationen zur Integration der Bewe- 
gungsgleichungen anwenden kann, wählen wir den einfachen Fall des linearen harmonischen 
Oszillators. Die Hamıtronsche Funktion lautet nach. Gl. (35,35): 


PER WIR. BEE 1, mu: _ ir 
=,.P+y oder =5,.Fr751 (17) 


(mit den gebräuchlichen Bezeichnungen z = g, k/m = w?). Die erzeugende Funktion © sei 
folgendermaßen gewählt: 


94,9) =. 4 000. as) 


Mit diesem © erreicht man, wie sich es gleich zeigen wird, daß Q eine zyklische Variable ist. 
Nach den Gln. (9a-b) gilt 


od 
»= EP mwg cotQ, = 9” u sing (19) 


Um die explizite Form der Transformation zu erhalten, löst man diese Gleichungen nach g 
und p auf. Aus der zweiten Gleichung folgt 
| 2. ve. | 
gq= er ® YP -sın Q. (20) 


und damit aus der ersten _ 
p=Y2mw-YP-cosQ. (21) 


Durch Einsetzen in Gl. (17) finden wir die neue Hamıtronsche Funktion 


K=aP, (22) 
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in der Q nicht vorkommt, d. h., Q ist zyklisch. So ergibt sich aus den Gl. (85, 47) oder un- 
mittelbar aus den kanonischen Gleichungen 


. OK »: OK 

Pengg: 0=5p - 
als Lösung des Problems: 

P=o Q=wi-+Bß, (24) 


wobei a, ß zwei willkürliche Konstanten sind. - Wenn wir zu den ursprünglichen Variablen 
zurückkehren, erhalten wir aus Gl.(20) und (21) 


g= er _. -sin(wt + ß) = Csin(wt + ß), (25) 
— Y2 mwa: cos(wt +ß) = mwCcos(wt +) (= md), (26) 


also das bereits bekannte Resultat. 
8. Infinitesimale kanonische Transformationen. Die Transformation 
G=u+ mp.) P=m+ ei (P---,i) (27) 


heißt infinitesimal, wenn e eine sehr kleine Konstante ist, deren höhere Potenzen vernach- 
lässigt werden können. Dabeisind n, und Z, gegebene Funktionen. Soll diese Transformation 
kanonisch sein, so muß nach der Bedingung (5) die Differenz 


E(pi — H) —- Z(PıQ, — K) (28) 


gleich dem vollständigen zeitlichen Differentialquotienten einer Funktion von 2 f unab- 
hängigen Variablen und der Zeit sein. Für die Differenz (28) folgt aus Gl. (27): 


(mi - HH - 2 [put en +) — K = 
d 
= — 7,2 mPpı + ei(mdi—- Gi) +K-—H. (29) 


Da das erste Glied auf der rechten Seite schon ein vollständiger Differentialquotient ist, 
genügt es, diese Eigenschaft nur von dem übrigen Teil zu fordern: 


d 
em —- Gi) +K—- H= el Pi.) 
„er öF OF j 0 
dt +2 dq; rt 5, Pi 5 (30) 


Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir den Satz: Die infinitesimale Transformation (27) 
ist dann (und nur dann) kanonisch, wenn die Bedingungen 


a C _ G=1,2 D 
Zeug = 772 r=1,2,...,]) 
PP: i 99: 
(31) 
K-Hı.X 
BT 


184 U.A. Die allgemeinen Sätze der Mechanik der Punktsysteme 


erfüllt sind. Die willkürliche Funktion F(q,, ?,,.».,?) heißt die Erzeugende der Trans- 
formation. 
Vergleichen wir die infinitesimale kanonische Transformation (27), die wir also in der 


Form ar 5 
u-aumin=e,, a re (32) 


schreiben können, mit den kanonischen Gleichungen 


OH 
ner). =dan=dz, mtr) pnW)=-dpn=— u (33) 
P: 94 

so folgt: Man kann die kanonischen Gleichungen als infinitesimale kanonische T'ransforma- 
tion mit der HAmı.Ton -Funktion H als Erzeugenden auffassen. (H bleibt dabei unverändert, 
wenn das System konservativ und skleronom ist, vgl. $ 35,3.) Mit anderen Worten: die zum 
Zeitpunkt ? + di gehörenden Werte der kanonischen Variablen g, p gehen aus ihren Werten 
zur Zeit t durch eine infinitesimale kanonische Transformation hervor. Die Bewegung des 
Systems im Zeitintervall dt entspricht einer. solchen Transformation. Ebenso ist es auch 
inden darauffolgenden Zeitintervallen, d. h., die Bewegung des Systems in einem endlichen 
Zeitintervall (von t, bis t) wird durch eine Folge infinitesimaler kanonischer Transforma- 
tionen dargestellt. Da nun — wie sich zeigen läßt — zwei nacheinander ausgeführte 
kanonische Transformationen einer einzigen äquivalent sind, kann der gesamte Verlauf der 
Bewegung eines mechanischen Systems als Entfaltung einer kanonischen Transformation auf- 
gefaßt werden. 


4. Invarianten bei kanonischen Transformationen. Die Lagrangzschen und die Poıs- 
sonschen Klammerausdrücke. Von den vielen Fragen und Sätzen, die mit den kanonischen 
Transformationen zusammenhängen, seien noch einige ohne Beweis erwähnt. 

Die kanonischen Transformationen lassen nach ihrer Definition die Form der kanonischen 
Gleichungen invariant. Es gibt aber auch andere Invarianten bei kanonischen Transforma- 
tionen. Eine von den sogenannten Integralinvarianten ist das 2/-fache [über eine beliebige 
2/-dimensionale Mannipgfaltigkeit des (p,, q,)-Raumes erstreckte] Integral 


I, = /..(dp, on dy, dg, Er dgy. (34) 


Die Invarianz von I, bedeutet, daß sich das Volumen im Phasenraum gegenüber kanoni- 
schen Transformationen nicht verändert. Dies ist im wesentlichen der für die statistische 
Mechanik grundlegende LiouviLL&Esche Satz. | 

Invariant sind auch die durch die nachstehenden Gleichungen definierten LAGRANGET- 
schen Klammerausdrücke (Klammersymbole) : 


Hi d 
=}, gkOPr Pi Igr 
uVvV)= BEE FO EA EA 
er 2 0% u =) (35) 


- wobei u, ® er Parameter bedeuten, von denen die kanonischen Variablen q,, p, auf 
beliebige Weise abhängen können - und ferner die Poıssonschen Klammerausdrücke: 


J ; 
[F, 6) ln un) (36) 
k=1\OKIPr Oprdg 


in‘denen F und @ zwei beliebige Funktionen der kanonischen Variablen q,, p, sind. Wir 
verweilen nur bei den Poıssonschen Klammersymbolen, die auch in der Quanten- 
‚mechanik Bedeutung erlangt haben. 
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Man kann zunächst unmittelbar aus der Definition (36) die einfachen Rechenregeln 


[F,P]=0, [F,@]= -[@ F], FG +@)=1[P,@1+ 1,6; D (37) 


OF _ OF 


sowie andere ähnliche REIN ableiten. Es gelten ferner für alle kanonischen Variablen 


= 9 Pl=0 [9] = 6; (39) 


(4; = 1füri = j, d,, = Ofüri +7). Die kanonischen Gleichungen (85, 12) lassen sich nach 
(38) auch in der folgenden Form schreiben: 


G=[1q,HAl, H=[m, A. (40) 


Für den vollständigen zeitlichen Differentialquotienten einer Funktion F(g, ++.» Pıs« «+» Ö) 
erhält man durch die Anwendung der kanonischen Gleichungen: j 


dF OF 
Hyten. (al) 


Für H selbst ergibt sich also wegen [Z, H] = 0 das schon aus Gl. (35,23) bekannte Resultat 
dH OH 
di 9 ' | 
Mit Hilfe der Klammersymbole lassen sich viele wichtige Sätze der höheren Dynamik 
auf sehr elegante Weise ausdrücken. Es seien nur die folgenden zwei erwähnt. 1. Die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß die Transformation Q, = Q, (4; ?ı)» 
P, = P;(gx; ?,) kanonisch ist, sind 


9: 9)=09, [Pu P)=0, Q, Pl=d; WIi=1L2..,f). (42) 


2. Sind F = const und @ = const zwei zeitunabhängige Integrale der kanonischen Glei- 
chungen, so ist auch [F\, @] = const ein Integral, das allerdings nicht notwendig ein neues 
Integral zu sein braucht. Auf Grund dieses Satzes gelingt es ineinigen Fällen, neue Integrale 
der Bewegungsgleichungen zu finden, 


& 37. Die HaAmıLTon-Jacopısche partielle Differentialgleichung. 
Die Wirkungsfunktion 


1. Bei Kenntnis der kanonischen Transformationen können wir die Frage nach 
der Lösung des mechanischen Problems bzw. der Integration der kanonischen 
Gleichungen auch so formulieren: Ist es möglich, durch geeignete Wahl der 
willkürlichen erzeugenden Funktion ® eine kanonische Transformation zu fin- 
den, die bewirkt, daß alle neuen Koordinaten zyklisch sind, oder allgemeiner, 
daß die neue HamItTon-Funktion möglichst einfach wird? Um diese Frage zu 
beantworten, ist es zweckmäßig, an unsere früheren Resultate (36,49) zu er- 
innern. Geht man von den kanonischen Variablen q,, p, durch die aus einer er- 
zeugenden Funktion 

®=Ö(q,Q,--,d (1) 
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abgeleitete Transformation 
od od 
pP, = da. ‚ P= 29, 


in die neuen Variablen ?,, Q, über, so bestehen für sie die kanonischen Glei- 
chungen 


(2%) 


: ok . oK 
u=5PR h=-70, (8) 
mit der neuen HAMILToONschen Funktion 
2 Ä 
K(Q, Pı:--,.)=H(gq:9:---; d) + (4) 


Nun ist die neue HAamıtTonsche Funktion X offenbar dann ani einfachsten, 
wenn sie identisch verschwindet. Ist es möglich, dies zu erreichen, dann folgt 
aus (3): 

Q,; = const, P, = const. (5) 


Das Problem ist dann — wie man sagt — auf ein Gleichgewichtsproblem trans- 
formiert. Wir bezeichnen im folgenden diejenige Erzeugende ®, bei welcher K Null 
wird, mit W. (zur Unterscheidung von anderen Erzeugenden). Für W besteht 
also nach (4) die Gleichung 


0 W (9; en t) 


dt + Hq:9.:::-)=d. (6) 


ö: 
04, m 
halb bedeutet Gl. (6), daß W als Funktion der Variablen g,, . . ., g,, t die folgende 
Gleichung befriedigen muß: | 


oW oW oW 
23: + lan 5 3) =0. 


Dies ist die HAMILTON-JacoBIsche partielle Differentialgleichung für die ge- 
suchte erzeugende Funktion W. Ihre Aufstellung ist im konkreten Falle sehr 
einfach: Man ersetzt in der gegebenen HamıtTonschen Funktion H die Im- 


pulse p, durch — und setzt den so erhaltenen Differentialausdruck 7 + = 


Dabei gilt jetzt wegen (2) p, = er. und die Q, sind wegen (3) konstant. Des- 


m 


gleich Null. — Diese Gleichung wurde von HAMILTON im Jahre 1834 auf eine 
andere Weise abgeleitet. Von JACOBI stammt der im folgenden noch zu bespre- 
chende Satz. 


2. Die Bedeutung der HAMILTON-JacoBIschen Gleichung ist für das unter- 
suchte Bewegungsproblem die folgende. Wir nehmen an, daß wir eine so- 
genannte vollständige Lösung (ein vollständiges Integral) dieser partiellen Diffe- 
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rentialgleichung erster Ordnung der f +1 Veränderlichen (g,, . - -, q,; £) gefunden 
haben, d.h. - wie es in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen vor- 
kommt - eine Lösung, die f + 1 beliebige Konstanten enthält. (Eine solche 
Lösung ist nicht die allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung; in 
der letzteren kommen willkürliche Funktionen vor.) Von den Konstanten ist 
eine, z.B. c, additiv (es ist nämlich unmittelbar ersichtlich, daß mit W auch 
W + ceine Lösung ist), die übrigen f Konstanten mögen a,, - -, «&, sein. Die voll- 
ständige Lösung hat also, bis auf die additive Konstante, die wir fortlassen 
können, die Form 


Wiq:--» gps). (8) 


Wir definiereu mit diesem W als erzeugendem eine kanonische Transforma- 
tion durch zu (2) analoge Formeln. Dabei betrachten wir jetzt die-«, alsneue 
Koordinaten und bezeichnen die neuen Impulse mit f, (die «, entsprechen ..also 
den Q,, die ß, den P;): 


öW oW . 
Ra,’ Be @=12...,f). (9) 


Die neue HamıIttonsche Funktion K ist Null, da wir W gerade so gewählt 
haben. Also lauten die kanonischen Gleichungen (3) für die «, und ß;: 


=0, ,=0 (=12..,P), (10) 


d.h., außer den «, sind auch die f, beliebige Konstanten. Die in (9) dargestell- 
ten 2f Gleichungen (nicht mehr Differentialgleichungen!) geben die Lösung des 
mechanischen Problems, da sie zusammen 2f beliebige Konstanten enthalten 
und daherdie inihnen vorkommenden Unbekannten g,,. - -, 97 P1 - - ., ?,als Funk- 
tionen der Zeit - und der aus den Anfangsbedingungen sich ergebenden Kon- 
stanten «&,, ß,- berechnet werden können. (Es ist also nicht nötig, die Transfor- 
mation (2) wirklich durchzuführen.) Dies ist der JacoBısche Satz (1837): Ist 
W (>: - 49%» - - -» &%, 8) eine vollständige (f beliebige Konstanten «, enthaltende) 
Lösung der partiellen Differentialgleichung (7). dann liefern die Gleichungen 


oW oW 
94, Pe FF. =], Dual) (11) 


— wobei ß, beliebige Konstanten sind — die Lösung des mechanischen Problems. Die 
zweite Gruppe der Gleichungen bestimmt die Koordinaten, die erste die Im- 
pulse als Funktionen der Zeit. 

Die Lösung des mechanischen Problems bzw. die Integration der kanoni- 
schen Gleichungen ist dadurch auf das Aufsuchen einer vollständigen Lösung 
einer einzigen partiellen Differentialgleichung mit f + 1 Veränderlichen zurück- 
geführt. Man hat damit scheinbar nicht viel gewonnen, da die Lösung der par- 
tiellen Differentialgleichungen im allgemeinen schwieriger zu finden ist als die 
der gewöhnlichen. Es hat sich indessen erwiesen, daß die Behandlung der 
HAMILTON-JacoBIschen Gleichung bei vielen Problemen — besonders in der 
Mechanik der Himmelskörper und in der Atomphysik - leichter ist, als die der 
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Bewegungsgleichungen. Ihre Einführung bedeutet darum einen großen Fort- 
schritt und ist auch in anderer Hinsicht bedeutsam (siehe Absatz 7 und $ 39). 


3. Enthält die HamıLTonsche Funktion die Zeit nicht explizit - wie bei konser- 
vativen skleronomen Systemen -, so ist die HAMILTON-JacoBIsche Gleichung 
von einfacherer Gestalt. Kommt nämlich tin H nicht vor, so sieht man sofort aus 
Gl. (7), daß W in t linear sein muß: 


W=S-Eiı, (12) 


wobei E eine Konstante ist und die Funktion S nur von den g, abhängt. Gl. (12) 
in (7) eingesetzt ergibt für S die die Zeit nicht mehr enthaltende, sogenannte 
verkürzte HHAMILTON-JAcoBIsche Gleichung: 


°S 08 
B(g.-.0n da 5.) =E. 


Aus dieser Gleichung ist mit Rücksicht auf (35, 22) ersichtlich, daß bei konser- 
vativen, skleronomen Systemen E die Gesamtenergie bedeutet. 

Eine vollständige Lösung der Gl.(13) enthält — den f Veränderlichen ent- 
sprechend — f Integrationskonstanten «;, . - ., &, von denen eine (z.B. «,) auch 
jetzt additiv ist und darum fortgelassen werden kann. Es kommt aber in Gl. (13) 
und damit auch in S die Konstante E vor, so daß die vollständige Lösung die 
Form 


(13) 


8 (91: 95: Er 09, -- .,&,) (14) 


besitzt. (S enthält also auch jetzt f beliebige Konstanten, E anstatt «,.) Finden 
wir ein solches S, so wird die Lösung des Problems auf Grund des allgemeinen 
Resultats (11) und (12) durch die Gleichungen 


Pr G=12,..,f) (15) 
ös 08 ö | 
dE =i; ßı: PIE —Pß, (= 2, 2,50 N (16) 


geliefert. E, a,,.. . ., &, Bi, - - - ß, Sind hier 2f beliebige Konstanten. 


4. Für die Integration der HaMILToON-JacoBIschen Gleichung läßt sich keine 
allgemeine Vorschrift angeben. In manchen Fällen zerfällt die verkürzte Glei- 
chung (13) durch den Ansatz 


S(9; Mehl) ++ S,(g,) (17) 


in f gewöhnliche Differentialgleichungen für die S,. In diesem Fall sagt man, 
daß die Gl. (13) durch Separation der Variablen lösbar, oder separierbar ist. Da- 
mit die Gl. (13) in den angewendeten Koordinaten separiert werden kann, muß 
H bestimmte Bedingungen erfüllen. Ist z.B. ZH von der Form: 


H(q:- 2) = Ha: pP) ++ H,(4;: P7)» (18) 
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so ist die Separation sicher möglich. Gl. (13) lautet nämlich mit dem Ansatz 
(17): 
ds, AS, 


H, (a 52) Zr u A,@ 2) =£, (19) 


und diese Gleichung kann befriedigt werden, indem man jedes Glied A, für sich 
einer Konstante «a, gleichsetzt: 


| ds ds 
A, (a a) = (Ay. H, (ar = = 0, (20) 


wobei 
& 4 wa. + Xr = E 


ist. Die Gleichungen (20) stellen f gewöhnliche Differentialgleichungen dar, 
deren jede durch Quadratur gelöst werden kann. 

Es gibt auch andere Fälle [nicht nur (18)], in denen die Separation möglich 
ist, doch läßt sich die allgemeine Bedingung dafür nicht einfach formulieren. 


5. Als Beispiel für die Anwendung der Methode behandeln wir den Wurf. Wir nehmen 
der Einfachheit halber als bekannt an, daß der Wurf eine ebene Bewegung ist. Sind die 
Koordinaten des Massenpunktes in der Wurfebene x und y (die y-Achse sei nach oben 
gerichtet), dann lautet die HamıLron -Funktion nach Gl. (35,28): 


m 1 
H=-T+V/=-Z@ +) tmyy=-5 (Pr + Py) + may. (21) 
Da das System konservativ ist, läßt sich die verkürzte HamıLtoNsche Gleichung (13), d.h. 
1 |/ö8\ (5) _E 55 
aml\az/t PT] +mgy= (22) 


anwenden, wobei E eine willkürliche Konstante bedeutet. Versuchen wir die Separation 
durch den Ansatz 


Ss=S8,(2)+%8,(Y), (23) 


daS, /dS,\ 
7) + 2) +2m’gy=2mE. (24) 


so gilt 


Dies ist erfüllt, wenn $, und 8, die folgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen be- 
friedigen («, ist eine zweite willkürliche Konstante): 


as“ dS,\2 
de) w er] =(2mE — 0.) — 2 m’gy. .(25) 
Die Lösungen lauten nach einfacher Integration: 
= 1 A 
SS =Ya2+cont, = — Zm2g (2 mE — 0,) — 2 m2gy]® + const, (26) 


Eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung (22) lautet also (nach Weg- 
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lassen der unwesentlichen additiven Konstante): 
1 | 
= Yan 8 Zug [{2mE — &) — 2m2gy]. (27) 


Die Lösung des Problems ist nach (15)-(16) durch die Gleichungen 


08 GING 98 08 
Ep 2 Pr 55” —-ß> a, Pa (28) 


gegeben. Aus der dritten folgt der Zusammenhang zwischen y und t: 


1 
- [emE - 2) - 2mgy? =t— PB, (29) 
oder 
| 1 2mE—a 1 
vg Tg tatt (30) 


wobei wir die Koeffizienten von t und it? - aus den ursprünglichen Konstanten zusammen- 

gesetzte beliebige Konstanten - kurz mit c, und c, bezeichnet haben. Die G1.(30) ist ein 

bekanntes Resultat. Die vierte Gleichung von (28) liefert die 

A Me Beziehung zwischen x und y, d.h. die Gleichung der Bahn, 

5%, dieersten beiden Gleichungen (28) ergeben die Impulse (Ge- 

| schwindigkeiten),wovonwirunsleichtüberzeugenkönnen. Bei 

solchen einfachen Problemen ist die Methode relativ schwer- 
fällig, ihr Vorzug zeigt sich in verwickelteren Fällen. 


6. Einen anderen Weg zu der HAMILTON-JACOoBI- 
wirkliche schen Gleichung liefert die Untersuchung der beim 
Sahner  Hammwtonschen Prinzip auftretenden Wirkungsfunk- 
tion 

W= n Ldr. (31) 


17} 


. p’ 
Abb. 65 Dieses W hat im Falle gegebener Anfangslage {t,, 9,0) 
und Endlage (t, q,) des Systems für die tatsächliche 
Bewegung einen bestimmten Wert, und zwar im allgemeinen ein Extremum, 
gegenüber den Werten, die W auf den nach der HammTonschen Art variierten 
Bahnen annimmt. Bei dem Hamıtrtonschen Prinzip wurden die Anfangs- und 
die Endwerte der Koordinaten nicht variiert. Jetzt fragen wir aber, um wieviel 
sich W verändert, wenn wir auch die Anfangs- und Endwerte der Koordinaten 
um Öög,0 bzw. 64 ändern. Die Zeit bleibt auch jetzt unvariiert, und man ver- 
steht unter W immer das Integral längs der wirklichen Bahn, s. Abb. 65. 
Die gesuchte Änderung beträgt nach dem allgemeinen Ausdruck (33, 21) der 
Variation des Integrals mit den jetzigen Bezeichnungen: 


vll fslr-sf]ne 
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Das zweite Glied auf der rechten Seite ist Null, da für die wirkliche Bewegung 
die LAGRAnGgEschen Gleichungen gültig sind, so daß man bei Benützung der 


Definition p, = 3: der allgemeinen Impulse findet: 
i 
öW = [mög = I (md — Doöho): (33) 


öW kann aber auch anders ausgedrückt werden. W läßt sich nämlich nach dem 
Obigen als Funktion der Anfangs- und Endlage, also als Funktion von t,, t, 
40, Q, ansehen, und so beträgt die Änderung von W bei der Änderung der 
Koordinaten um ög,,, 69; 


oW 
öW = > 64 + RL) . (34) 


Aus dem Vergleich mit Gl. (33) folgt: 


oW 0oW 

se en . 35 

d 9 P; d gro Po ( ) 
Wir betrachten nun auch die zeitliche Änderung von W und nehmen an, daß 

sich die q, mit der Zeit t der wirklichen Bewegung entsprechend ändern, die 

Anfangslage G40; 4, aber festgehalten ist. Dann lautet der vollständige zeitliche 

Differentialquotient von W unter Beachtung der Gin. (35): 


dW oW o 0W . oW 


LA Sud le Slgdr, ) 
Andererseits folgt aus Gl. (31) 
dW | 
ed L, (37) 
so daß Ww 
+ Zn D=0 (38) 


ist. In der Klammer steht gerade die Hamıttonsche Funktion A (g,, ?,, t), in 
der wir nach Gl. (35) . für p, schreiben können. So ergibt sich aus Gl. (38) 


ı LEE A ')=0, 


+ Hlme ang (39) 


d.h., die Wirkungsfunktion W - als Funktion von q;, 9; t - befriedigt die HamıL- 
ToN-JAacoBIsche partielle Differentialgleichung. 


Nun gilt der JAcoBIsche Satz: Ist W(q, . . ., 95 &: - - +» &, t) irgendeine voll- 
ständige Lösung der G1.(39), so liefern die Gleichungen 
0W oW 


du =D: 9, = —ß, = 1, 2,...,J) (40a-b) 
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die Lösung des Problems, wobei «, und ß, beliebige Konstanten sind. Auch die- 
ser Satz kann ohne Anwendung der kanonischen Transformationen bewiesen 
werden, und zwar in folgender Weise. 


Aus Gl. (40b) folgt 
d () _. 092W L 8W 2 


andererseits erhält man durch Differenzieren der Gl. (39) nach «, und unter Be- 


achtung von u = m: 


0g, 
0?W OH Op, _ 0°?W 0W OH 


— 


EFT = a 5 ed. 
00,0: ' 7 99,9, 9adt  T da,dq, OP, =1,2,...,f). (42) 


Man kann im allgemeinen aus dem linearen Gleichungssystem (41) bzw. (42) 


die d, bzw. die 92 berechnen. Da jedoch die Koeffizienten in beiden Gleichungs- 


Op, 
systemen identisch sind, erhält man unmittelbar 
OH 
1 = — el,2 22, N 43 


d.h. die erste Hälfte der kanonischen Gleichungen. 


Wird nun Gl.(39) nach g, differenziert, dann erhält man (wieder wegen a 


= WW OH &®W = 
44 
EIEIAM Dar + 2 dp Ind 90, = 
oder mit Rücksicht auf Gl. (43) 
92:W 02: W 
, =0. 
9q0t +3 Ft k EIKIM 94; “ni a 
Dies läßt sich in der Form 
da/0oW OH | 
aan] a (46) 
schreiben, und somit gilt wegen Gl. (40a) 
; OH . 2 
M=a, =12,...,f). (47) 


Die auf Grund der G1.(39) und (40) berechneten Koordinaten und Impulse 
erfüllen also die känonischen Gleichungen (43) und (47), d.h. beschreiben die 
wirkliche Bewegung des Systems. Damit ist der Satz von JACOBI bewiesen. 
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7. Die geometrische Bedeutung der Wirkungsfunktion. Wir beschränken uns auf 
Systeme, deren HAMILTON-Funktion die Zeit nicht explizit enthält. Dann ist 
die Wirkungsfunktion (oder Prinzipalfunktion) W mit der „verkürzten Wir- 
kungsfunktion“ (oder charakteristischen Funktion) S durch die Beziehung (12), 
d.h, W = S — Et verknüpft, wobei E eine Konstante ist. Wenn wir der An- 
schaulichkeit halber nur einen einzelnen Massenpunkt mit den rechtwinkligen 
Koordinaten (g,, 93; 9) = (%, Y, 2) betrachten, so gilt 


W(2, y,2,1) = S(%, y, 2) — Et. (48) 


Die Gleichung S = const bedeutet dann eine feste Fläche im gewöhnlichen 
dreidimensionalen Raum. Gibt man der Konstanten verschiedene Werte, so 
erhält man eine Flächenschar, z. B. sind in der Abb. 66 die Flächen S— — E, 
S=0,8=E usw. eingezeichnet. Die Glei- 


chung W = C = const stellt eine bewegte a $=4E 
Fläche dar, die in einem bestimmten Zeit- 1 

punkt (t,) nach Gl.(48) mit einer Fläche der PT a 
Schar S = const (nämlich mit S=C+Ei) XT ı ı 


I 
I 
I 
zusammenfällt. So fällt z.B. die Fläche W = 0 RC a m an m S=2E 
zur Zeit t = 0 auf die Fläche $S = 0 und in den a Ä 
0, ! 
ı 


A 
! 
Zeitpunkten t=1,2,... der Reihe nach auf KTTT— SeE 
die Flächen S= E,2E,.... Ähnlich fällt die 
Fläche W = Einden Zeitpunktenti=0,1,2,... 
der Reihe nach mit den Flächen S = E, 2E, 
3E,... zusammen usw. Die Flächen W = const 
wandern also über die festen Flächen S = const 
hinweg. 

Da ein solcher Vorgang — wie aus der Experimentalphysik bekannt ist — an 
eine Wellenbewegung erinnert, können wir sagen: Die Flächen W = const be- 
schreiben eine Fortpflanzung von „Wellenflächen‘‘ — eine Ausbreitung von „Wir- 
kungswellen‘‘ — im Koordinatenraum. Besitzt das mechanische System f Frei- 
heitsgrade, so ist der Koordinaten- oder Konfigurationsraum f-dimensional. 


. Für die Impulskomponenten des Massenpunktes gilt nach (11) und (48) 


_9IW _09S 
Men, Dog 


in Vektorform: p= mv = gradW = grad S. (49) 


Nach dieser Beziehung erfolgen die möglichen — d.h. verschiedenen Integra- 
tionskonstanten entsprechenden — Bewegungen des Massenpunktes senkrecht 
zu den obigen Flächen W = const oder S = const. (Die Bahnen sind in Abb. 66 
gestrichelt eingezeichnet.) Mit anderen Worten: die Bahnkurven sind die ortho- 
gonalen Trajektorien der Wellenflächen W = const bzw. S = const, ähnlich wie 
sich die Lichtstrahlen als die orthogonalen Trajektorien der optischen Wellen- 
flächen ergeben. Auf diese HammTonsche Analogie zwischen Mechanik und 
Optik, die für HAMILTON den Ausgangspünkt zu seiner Theorie der Dynamik 
bildete, kommen wir in $ 39 zurück. 


13 Budö, Mechanik 
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Die Funktionen W und $ enthalten nach Gl. (8) und (14) im Falle eines ein- 
zelnen freien Massenpunktes 3 willkürliche Konstanten: «, ,&,, &,. Verleiht man 
diesen feste Zahlenwerte, etwa &,,, %Xa9, &go, So entspricht dem eine Wirkungs- 
welle, die wegen der anderen drei willkürlichen Konstanten ß,, ß,, ß, [siehe (11)] 
eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Bewegungen beschreibt. Alle 
diejenigen Bewegungen, die in dem gegebenen Potentialfeld (z. B. dem Schwere- 
feld) vor sich gehen können - eine sechsfach unendliche Mannigfaltigkeit -, 
werden durch die dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von Wirkungswellen 
erfaßt. | 


8.Im Rahmen der Hamitronschen Theorie der Dynamik kann ein mechanisches 
Problem nach den bisherigen Erörterungen auf zweierlei Weise behandelt werden. Man 
versucht entweder die kanonischen Gleichungen oder die HamiLTon-JAacopgısche Diffe- 
rentialgleichung zu lösen. Es gibt aber auch einen Mittelweg, der manchmal einfacher sein 
kann. Man zerlegt die HAmı.ron-Funktion HZ in zwei Anteile: 


H= HA, + H,» (50) 


möglichst so, daß eine vollständige Lösung W der mit H, gebildeten HAMILTON-JACoBI- 


schen: Gleichung 
oW | oW oW 
gı> ‚t)=0 


Eeg il Fear öl 


angegeben werden kann. Diese Lösung W (in der f willkürliche Größen Q,,..., Q, VOr- 
kommen) wird als Erzeugende einer kanonischen Transformation gewählt. Die trans- 
formierte HAMILToN-Funktion ergibt sich nach G1.(36,9c), (50) und (51) zu 


W (4: Qı> +++») 
0 


Man führe in H, statt der alten g,, p; die neuen Variablen Q,, P, auf Grund der Trans- 
formationsgleichungen 


K=-H+ =H,+H,—- A, = Hl: 92; ---»d)- (52) 


oW oW 
Pı F) g i F} Q; ( ) 
(vgl. (36,93, b)] ein und bilde mit der so entstandenen Hamm,ron-Funktion 
H,(Q,; Pi, -‚ €) die kanonischen Gleichungen 
bu OH, OH, er 
9 d P; P i Fr) Q; ’ (5 ) 


die eventuell einfacher als die ursprünglichen zu lösen sind. Der Leser möge das Verfahren 
an einem einfachen Beispiel [etwa bei dem Wurf, siehe Gl. (21), mit H, = myy, H, = 


== (pz + p,)] selbst nachprüfen. 


Das Analogon der obigen Methode wird neuerdings oft bei der Schwingzeschen Be- 
handlung quantenmechanischer Probleme angewendet. 
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*& 38. Einige weitere Prinzipien der Mechanik. (Die Prinzipien von EULER- 
MAUPERTUIS, JACoBI, HERTZ, GAUSS und JOURDAIN) 


Von den Prinzipien der Mechanik haben wir bisher das D’ALEMBERTsche 
Prinzip (das auch das Prinzip der virtuellen Arbeit enthält) und das HAmır- 
tonsche Prinzip kennengelernt. Das ersie ist ein Differential-, das zweite ein 
Integralprinzip oder Variationsprinzip im engeren Sinne. Weitere, zum Teil 
allgemeinere Prinzipien werden im folgenden besprochen werden. 


a) Integralprinzipien 


1. Das nach der zeitlichen Entwicklung erste Integralprinzip, das „Prinzip 
der kleinsten Wirkung“, ist das Ergebnis des Bestrebens von MAUPERTUIS (1747), 
einen dem FermaATschen Prinzip der Optik — dem Prinzip des kürzesten Licht- 
weges — analogen Satz aufzustellen. (Der Gedanke, man könne die Naturge- 
setze aus Maximum-Minimum-Eigenschaften ab- 
leiten, ist sehr alt. Die Gesetze der Reflexion des 
Lichtes wurden schon im Altertum in ähnlicher 
Weise gedeutet.) MAUPERTUIS verstand unter „Wir- 
kung“ das Integral 


[mvds (= [mu2dt = [2Tdı), (1) 


wobei v die Geschwindigkeit des Punktes mit der 
Masse m und ds das Bahnelement bedeuten. Nach 
seiner Behauptung ist diese Wirkung bei den in der 
Natur tatsächlich eintretenden Bewegungen immer ein Minimum. Dieses ur- 
sprünglich nur sehr unklar formulierte Prinzip wurde genauer von EULER und 
danach von LAGRANGE begründet. Wir werden es im folgenden als speziellen 
Fall eines sehr allgemeinen Prinzips erhalten. 


2. Das allgemeine Variationsprinzip. Das D’ALEMBERTsche Prinzip kann 
durch Einführung allgemeinerer Variationen (als die ö-Variationen) in eine Form 
transformiert werden, die alle Integralprinzipien der Mechanik in sich ver- 
einigt. Zur Vorbereitung und der Anschaulichkeit halber betrachten wir die 
Kurve x(f), die die wirkliche Bahn des Systems in einer Dimension darstellt 
und die Nachbarkurve r’(t), die variierte Bahn (Abb.67). Bei der HAMILToN- 
schen Variationsart wurde, wie bekannt, dem Punkt 1 (x, t) der Punkt 2(z',i) 
zugeordnet, d.h., die Zeit wurde nicht variiert: 


oz = rl) — et). (2) 


Eine allgemeinere Variation besteht darin, dem Punkt 1 (z, !) den Punkt 4 (x, i’\) 
zuzuordnen, d.h. auch die Zeit zu variieren. Es ist zweckmäßig, dies, um es von 
ö zu unterscheiden, anders, z.B. mit A, zu bezeichnen: 


Ax= «(tt + At) — ei). (3) 
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Hierbei werden die Variationen At und Az als differenzierbare Funktionen der 


Zeit betrachtet, so daß die Ausdrücke . und 


Punkt 1 kann man den Punkt 4 so erreichen, indem man zuerst längs der wirk- 


einen Sinn haben. Vom 


lichen Bahn von 1 nach 3 geht — wobei sich x um den Wert u It = &4t 


ändert -, dann von 3 nach 4 mit der virtuellen Verschiebung öx(t + Ai) 
= öx(t). (Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich nur in kleinen Größen 
höherer als erster Ordnung.) Es ist also 


Ax=6dxr +8Ä4t. (4) 


Allgemein erhält man die A- Variation einer Funktion © offenbar so, daß man 
zu der bei konstant gehaltener Zeit ausgeführten Variation ö® [siehe Gl. (32, 9)] 


den von der Variation der Zeit herrührenden Anteil ad At addiert: 


dt 
48-80 +. a. 6) 
Die A-Variation der Geschwindigkeit lautet also: 
Ad: = 64 +Äilt. (6) 


Wir differenzieren nun Gl.(4) nach t und beachten, daß auf Grund des $ 32 die 


Operationen ö und H vertauschbar sind |— 62 = 32) Dadurch erhalten wir 


dt 
d ER „at 
7, 18 = 68 +84 48 (7) 
oder wegen Gl. (6) 
d „, —4d4t 


Bei der A-Variation dürfen also A und z nicht mehr vertauscht werden. 


Nach diesen Vorbereitungen werden in die das D’ALEMBERTsche Prinzip 
ausdrückende Gleichung 


In 

2 (X, — m,&,)öx, = 0 (9) 
für öx, aus Gl.(4) Ax, eingeführt und im Verlaufe der weiteren Umformungen 
für die Ax, die Gl. (8) benutzt. Man braucht die Berechnung nicht von vorn zu 


beginnen, sondern kann gleich aus der LacrAngzschen Zentralgleichung 
(32,13) 


ST +8A=L Imädz (10) 
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ausgehen, wobei T die kinetische Energie und ö’A die virtuelle Arbeit der ein- 
geprägten Kräfte bedeuten. Aus dieser Gleichung ergibt sich auf Grund der 
Beziehung (5), durch Übergang von der ö- zu der A-Variation: 


AT WA, do, ag, 


Das letzte Glied lautet in anderer Form: 


d dT d4t 
— TA) = —2—, M4—-2T 


Bringen wir es auf die linke Seite und integrieren von t, bis t,, so erhalten wir 
das dem Dp’ALEMBERTSchen Prinzip gleichwertige allgemeine Variations- 
prinzip: 

t, 


dAt dT d’A 3n 1a 
Ner+sas or + er Emasz|, (12) 


bo 


Dabei müssen die Variationen At und Ax, im Falle der allgemeinsten linearen 
Bedingungsgleichungen (31,7) die Gleichungen 


gn 
Da,ds, +0dt=0 (k=1,2,...,r) (13) 
ii 


befriedigen, sonst können sie beliebige differenzierbare Funktionen der Zeit sein. 

Die letztere Bedingung (13) ist leicht einzusehen. Die Bedingungsgleichun- 
gen (31,7) und die auf die virtuellen Verschiebungen bezogenen Bedingun- 
gen (31,9) sind die folgenden: 


Da,;8; + 7771) — 0, 29,9% = Ö (k — l, 2, ...; r). (14a-b) 


Wird nun das At-fache der ersten Gleichung zu der zweiten addiert, so findet 
man 


Da,,(&,At + 6%) + a, dt = [wegen (4)] Ja, Ar; +a,0At=0, (15) 
d.h. gerade die Gl. (13). 


Umgekehrt folgt aus Gl. (15) wegen (4) und (14a) die Gl. (14b). Mit anderen Worten: 
Hätte man zuerst den Begriff der A-Variation eingeführt, d. h. die Verschiebungen Az, mit 
der Zeitdauer At + 0, und nachher auf Grund der Gl. (4) bzw. (5) die ö-Variation (die vir- 
tuellen Verrückungen ö:,), so würde man aus den auf die Ax, bezüglichen, natürlicher 
erscheinenden Bedingungen (15) die auf 6x, bezüglichen — wegen öt= 0 künstlicher 
wirkenden — Bedingungen (14b) erhalten. Ferner ergäbe Gl. (5) auf ® = t angewendet: 

t 
öt:= dt — Fr At=0,d.h., wir kämen zu der auf die „Zeitdauer“ der virtuellen Ver- 
rückungen vereinbarten Bedingung dt = 0. 
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Wird speziell so variiert, daß dt = O ist -d.h., daß die A- und ö-Variationen 
nach Gl.(4) und (5) übereinstimmen -, und werden an den Grenzen die ör, 
gleich Null gewählt, dann folgt aus Gl. (12) das verallgemeinerte HAMILTONsche 
Prinzip 


tı 
fit +8'Ad=0, (16) 


bo 


siehe (32,15). Bei anderer Wahl der Variationsbedingungen kann man da- 
gegen zu anderen Prinzipien gelangen. 


3. Die EULER-MAUPERTUISsSche Form des Prinzips der kleinsten Wirkung 
folgt aus (12), indem. wir den Bereich der zum Vergleich zugelassenen Be- 
wegungen durch die folgenden Bedingungen verringern: 1. Die [die Gl. (13) be- 
friedigenden] Variationen At und Ax, werden an den Grenzen so gewählt, daß 
die Randbedingungen 


3n t, 
|Zmıs.4 7 —0 (17) 
1 to 


erfüllt sind. 2. At und Az, werden in dem Zeitintervall t, — £, so gewählt, daß 
längs der „Übergangsbahnen“, die aus den virtuellen Verrückungen gebildet 
werden, der Satz .von der kinetischen Energie gültig ist (die Zunahme der 
kinetischen Energie ist gleich der virtuellen Arbeit der eingeprägten Kräfte): 


ö6T=6'A, d.h. nach G1.(5) AT eg — (18) 


Unter Beachtung dieser Bedingungen vereinfacht sich die Gl. (12) bedeutend: 
L 
dı 
Nar+ 7%) 0. (19) 
6 
Dieses Integral ist gerade die A-Variation des Integrals / = [ Tdt,d.h. die 


Differenz I(z, + Az,,t + At) — I(z,, t) (bis auf kleine Größen höherer Ord- 
nung). Es gilt nämlich: 


t, t, 
A|Tdt = ILL ©, +42: + Al)die+ Al) — [T (m, dat 
lo 17) 


t, bı 
[ws anfa + ta) [rar 


to 17} 


fi 


- [(ar + 7°) (20) 


Io. 
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Somit lautet die allgemeinste Form des EULER-MAUPERTUISSchen Prinzips 
der kleinsten Wirkung: 


tı t, 
Al Tdt=0 oder [ Tdi = Extremum. (21) 


bo I, 


Das Zeitintegral der kinetischen Energie des Systems nimmt für die wirkliche 
Bewegung im allgemeinen einen Extremwert an, verglichen mit den nach (17) 
— (18) variterten Bewegungen. Dieses auch für nichtholonom-rheonome Sy- 
steme gültige Prinzip (1900) ist in speziellen Fällen von anschaulicherem Inhalt. 
Bei skleronomen Systemen - in Gl.(13) a,, = 0 - können die Bedingungs- 
gleichungen (13) und die Randbedingungen (17) erfüllt werden, wenn zur Zeit 
t, und t, jedes Ax,;, = O0 und At beliebig ist. Dann können also die variierten 
Bewegungen von gegebener Anfangslage zur: Endlage in beliebiger Zeit ab- 
laufen. Ist außerdem das System konservativ, so hat wegen der Bedingung (18) 
die Gesamtenergie längs der variierten Bahnen den gleichen konstanten Wert 
wie längs der wirklichen Bahn. Ist endlich das System holonom, so ist die 
variierte Bewegung auch eine kinematisch mögliche, d.h. eine die Bedingungs- 
gleichungen befriedigende Bewegung ($ 32). 

Nach diesen Überlegungen lautet das Prinzip der kleinsten Wirkung für 
konservative holonom-skleronome Systeme: Das Zeitintegral der kinetischen 
Energie ist für die wirkliche Bewegung im allgemeinen ein Extremwert, verglichen 
mit denjenigen Nachbarbewegungen gleicher Gesamtenergie, die zwischen der glei- 
chen Anfangs- und Endlage in beliebiger Zeit verlaufen. Wir weisen von neuem 
darauf hin, daß die Variation der Zeit beim EULER-MAUPERTUISSchen Prin- 
zip sehr wesentlich ist. Deshalb lassen sich die Bewegungsgleichungen aus der 
Form (21) des Prinzips nicht durch Anwendung der in $ 33 angegebenen EULER- 
schen Gleichungen ableiten. 


4. Die JacoBIsche Form des Prinzips der kleinsten Wirkung bezieht sich auf 
konservative holonom-skleronome Systeme und ist dadurch gekennzeichnet; 
daß in ihm die Zeit nicht vorkommt. Bei den erwähnten Systemen ist im 


Energieintegral 
T+V=E= const (22) 


die kinetische Energie T eine homogene quadratische Funktion der allgemeinen 
Geschwindigkeiten (siehe $ 34,2): 


: i 1 

T= 2,£ irre rue Hieraus di= Var D’a,dq,dg,» (23) 
1 3 ; | | 

5 T} --)°. Damit und mit 7 = E-— Verhalten wir aus der all- 
gemeinen Form (21) das JacoBIsche Prinzip (1842): 


also Tdt = 


(1) 


I} E— VY %%.dq,dg, = Extremum. (24) 


(0) 
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die Integrationsgrenzen sind die zu den Zeitpunkten t, und {, gehörigen, fest- 
gewählten Koordinaten des Systems. Das Prinzip enthält nur die Koordinaten 
und kann zur Bestimmung der Bahnkurven der Punkte des Systems dienen. 
Zu diesem Zweck betrachten wir die g, als Funktionen eines Parameters 7 und 
führen die Abkürzung dq,/dr = g; ein. Dann gilt 


/ YE-Vyd 0x ddhdr — Extremum. (25) 
To 


Auf diese Variationsaufgabe können - da wir den Parameter 7 nicht variieren — 
die EuLerschen Gleichungen angewendet werden. Wird also in Gl.(25) der 
Integrand kurz mit F = F(g,, g, r) bezeichnet, so ergeben die Lösungen der 
Differentialgleichungen 


ee VE (26) 


die Gleichungen der Bahnkurven in Parameterdarstellung. 
2 
Im Falle eines einzelnen Massenpunktes reduziert sich wegen T = zm(2 


die Summe in Gl. (24) auf mds?. Dann nimmt also das Prinzip (24) die Form 


8 
} YE— Vds = Extremum (27) 
an. > 


Diese Form des Prinzips läßt sich auch bei Systemen mit f Freiheitsgraden 
aufrechterhalten, indem man ein Linienelement ds durch die Gleichung 


ds = Y Ya,,dg,dg, (mit Gy = 4,,/m) (28) 


2 
definiert. Da dann ’ = Et m ar) wird, bedeutet dies, daß das System durch 


einen Punkt der Masse m (z.B. m = 1 Einheit) dargestellt wird, der sich auf 
einer Kurve des /-dimensionalen g-Raumes bewegt. 


Der Leser, der mit den Elementen der Differentialgeometrie in Räumen beliebiger Di- 
mensionszahl — der RiEmAnNschen Geometrie — vertraut ist, wird in Gl.(28) die die Metrik 
des g-Raumes definierende Gleichung und in den aj, die Komponenten des meirischen 
Fundamentaltensors erkennen. Ist der Raum euklidisch — wie es hier der Fall ist —, dann 
läßt sich ds? durch dieselbe Koordinatentransformation an jedem Ort des Raumes auf die 
Form bringen: ds = da? + da3 + -- + da}.. 


5. Sind keine eingeprägten Kräfte vorhanden, dann ist nebst Z auch Y kon- 
stant, und die Gl. (27) vereinfacht sich zu 


8 


[ds = Extremum, (29) 


4 


% 
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d.h.: wirken auf den Massenpunkt bzw. auf das Punktsystem keine eingepräg!sx 
Kräfte, so ist die Länge der wirklichen Bahn zwischen zwei gegebenen Punkten im 
allgemeinen ein Extremum, verglichen mit anderen, von den vorgeschriebenen 
Bedingungen zugelassenen Bahnen. Das Extremum ist hier — wie beweisbar — 
ein Minimum, wenn die beiden Punkte genügend nahe beieinander liegen. Man 
nennt daher Gl. (29) das Prinzip der kürzesten Bahn. 

Ohne Bindungen ist die Bahn des Massenpunktes eine Gerade, bei Bewe- 
gungen auf vorgeschriebener Fläche bzw. im Falle des f-dimensionalen Raumes 
eine geodätische Linie ($ 33,1). Nach der Geometrie ist die Krümmung dieser 
Linie kleiner als die aller anderen den Bedingungen entsprechenden Kurven, 
d.h.,diegeodätische Linie ist die „geradeste‘‘ Bahn. Damit ist Gl. (29) im wesent- 
lichen äquivalent dem HErTzschen Prinzip der geradesten Bahn oder der klein- 
sten Krümmung. (HERTZ wählte das Prinzip in einer anderen Formulierung 
zum Ausgangspunkt des Aufbaus der Mechanik. Sein Bestreben war es, den 
Kraftbegriff zu eliminieren.) 


Wir bemerken, daß die Gl. (29) formal auch dann aufrechterhalten werden kann, wenn 
auf das (holonom-skleronome) System konservative Kräfte einwirken. In diesem Falle 
wird das Linienelement ds- mit Rücksicht auf Gl. (24) und mit Verwendung kartesischer 
Koordinaten - folgendermaßen definiert: 


dem, = (E — V) Em, daR. (30) 


Dies entspricht aber nicht mehr einem euklidischen Raum (denn Y hängt von.den x, ab). In 
dieser Weise kann die Bewegung des unter der Wirkung konservativer Kräfte stehenden 
Systems formal auf die Bewegung eines kräftefreien Systems im nichteuklidischen Raum 
zurückgeführt werden. Wir haben diese Auffassung erwähnt, weil in der allgemeinen Re- 
lativitätstheorie eine ähnliche vorkommt. 


Für ein System ohne eingeprägte Kräfte, bei dem T = const ist, folgt aus 
.dem allgemeinen Prinzip (21) 


tı 
fat = 4 — i, = Extremum. (31) 
bo 
Man kann es als das Prinzip der kürzesten Ankunft bezeichnen. Auf das ihm 


entsprechende FERMATsche Prinzip der Optik werden wir noch zurück- 
kommen. 


b) Differentialprinzipien 


6. Das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges (1829). Die NEwTonschen 
Bewegungsgleichungen lauten für ein freies Punktsystem: m,ä, = X,@ =1, 
2,...,3n), also ist der Ausdrück 


sn , X,\2 
2= m, (# _ =) (32) 


beim freien Punktsystem gleich Null, bei einem gebundenen System aber (das 
durch die Bedingungen gezwungen ist, sich anders als das freie System zu be- 
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wegen) eine nichtnegative Funktion des Ortes und der Zeit. GAUSss bezeichnete 
diese Größe Z als „Zwang“ und verlangte (analog wie bei der von ihm begrün- 
deten Methode der kleinsten Fehlerquadrate), daß Z für die wirkliche Bewegung 
möglichst klein sei, genauer gesagt: Ein den eingeprägten Kräften X, und irgend- 
welchen Bedingungen unterworfenes System bewegt sich so, daß in jedem Augen- 
blick der Zwang (32) ein Minimum wird gegenüber allen Bewegungszuständen 
gleicher Lagen und Geschwindigkeiten, aber mit anderen möglichen (den Bedin- 
gungen entsprechenden) Beschleunigungen. 

Um den Sinn der auf die Vergleichszustände bezogenen Behauptung des 
Prinzips einzusehen, differenzieren wir den Ausdruck des D’ALEMBERTschen 
Prinzips 

ZZ (m&, — X,)ö% = 0 (33) 


d 
nach der Zeit. Unter Benützung der Relation Hi x, = Öf, [vgl. (32,6)] ergibt 
sich 


B d, „ 
2 (m;&, — X,)ö8, + 27 (mE, — X), = 0. (34) 
Nun setzen wir öz, = O und differenzieren abermals nach der Zeit:. 
> (m,ä, — X)68, + Pier (m,&, — X,)6&, = 0. (35) 


Nimmt man jetzt 6, = 0 an, so gilt 
m, — X), =0. (36) 


Wir setzen jetzt fest, daß bei der Variation die Koordinaten und Geschwindig- 
keiten konstant zu halten und nur die Beschleunigungen zu variieren sind. Bei 
dieser sogenannten Gaussschen Variation - 6%, =0, 6%, =0, öt=0 - 
ist die Variation der (die Beschleunigungen &, nicht. enthaltenden) Kraft- 
komponenten offenbar Null: öX,(x,, &,,t) = 0. Somit läßt sich Gl. (36) auch 
in der Form 


1 1 s a X, 
E> 2 (m,&, — X,)?=0 oder 6m, (# _ =) —0 (37) 
schreiben, die mit der Aussage 


\2 
Zz=>m, ( &,— =) — Minimum (38) 


i 


des Gaussschen Prinzips äquivalent ist. Z besitzt wirklich ein Minimum, da es 
eine positiv definite quadratische Ferm der (&, — X,/m,) darstellt. 

Das Gausssche Prinzip ermöglicht die Aufstellung der Bewegungsgleichungen 
auch im Falle der allgemeinsten nichtholonom-rheonomen Bedingungen 


Or iger Me, (39) 


$ 38. Einige weitere Prinzipien der Mechanik 203 


die also nicht notwendig linear in den Geschwindigkeiten %, sind und bei denen 
das D’ALEMBERTsche Prinzip bereits versagt. Wir wollen die Bewegungs- 
gleichungen für den sehr allgemeinen Fall ableiten, daß außer (39) noch 
holonome Bedingungen 


(neue el 2rrD) (40) 


vorhanden sind. Wir differenzieren G1.(39) einmal, G1.(40) zweimal nach der 
Zeit: 


. Op . 0p 2 0p An 
9 u %; = 3, T, = an =; (41) 


In der letzten Summe wurde nur das Glied mit £, EN da wir nach 
unserer Festsetzung nur die Beschleunigungen variieren und daher die Variation 
der übrigen Glieder verschwindet. So folgt aus Gl. (41) und (42) 


Zapsn=0, Z5Rsn-0 del2..nk=12...,p. (9) 


Die Addition dieser mit — A, bzw. — A, multiplizierten Gleichungen zu der 
Form (36) des Gaussschen Prinzips liefert: 


Im, — X Enge - E4 9m 32-0 (44) 


i 


Daraus folgen nach der bereits bekannten Schlußweise die Bewegungsgleichun- 
gen des betrachteten Systems: 


mis, = 48 n58 + IngE =0 G=1,2,...,3n), (45) 


08, 


die neben den Bedingungsgleichungen (39) und (40) zur Bestimmung der z,, 
A, A, grundsätzlich hinreichen. Die Gin. (45) bedeuten eine Erweiterung der 
LacrAngeEschen Gleichungen erster Art (31,11). Ähnlich wie bei den letzteren, 
stellen die auf der rechten Seite der Gl. (45) hinter den X, stehenden Glieder die 
Komponenten der Zwangskräfte dar. 

Das Gausssche Prinzip, das auch die Behandlung von bestimmten singulären 
Fällen der N ebenbedingungen ermöglicht, ist eines der allgemeinsten Prinzipien 
der Mechanik. 


7. Das JourDaınsche Prinzip (1908) ist in der Gl. (34) mit öx, = 0 enthalten. Es 
lautet also: Für die wirkliche Bewegung ist 


(mi, — Z)6ıh=0, (46) 


wobei zum Vergleich alle Bewegungszustände mit gleichen Lagen (öx, = 0) aber mit alien 
möglichen (mit den Bedingungen verträglichen) Geschwindigkeiten dienen können. Das 
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Prinzip steht formal „zwischen“ dem D’ ALEMBERTschen und dem Gavssschen Prinzip und 
führt ebenfalls zu den Bewegungsgleichungen (45). 

Es sei hier bemerkt, daß aus den Prinzipien der Mechanik auch neue, von den bisher er- 
wähnten verschiedene Formen der Bewegungsgleichungen hergeleitet werden können, 
von denen besonders die („zwischen‘‘ den LaGRangzschen und Hammrtoxschen Glei- 
chungen stehenden) Routuschen Gleichungen (1876) und die GIBBS- AppEuschen Glei- 
chungen (1879 und 1899) von Bedeutung sind, 


*$ 39. Über die Beziehung zwischen klassischer Mechanik, Optik und 
‚Wellenmechanik 


Wir haben in $ 37,7 auf die Hamıtronsche Analogie hingewiesen, die einer- 
seits zwischen den sich wellenartig ausbreitenden Flächen konstanter Wirkung 
und den optischen Wellenflächen, andererseits zwischen den Bahnkurven des 
mechanischen Systems und den Lichtstrahlen zu bestehen scheint. Im folgen- 
den wollen wir uns mit diesen Fragen etwas eingehender befassen. 

Es sei wieder, wie in Gl. (37,48), ein freier Massenpunkt im konservativen 
Kraftfeld mit dem Potential V (x, y, z) betrachtet, die Gesamtenergie sei 2. Die 
Wirkungswellen werden dann durch die Gleichung 


W(z,y,2,1)=S(z,y,2) — Et = const (1) 


beschrieben. Wir wollen zunächst ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit u be- 
stimmen. In einem bestimmten Zeitpunkt t, fällt die Fläche W = C nach 
Gl. (1) mit der Fläche S = C + Et, zusammen, und nach der kurzen Zeitspanne 
dt fällt sie auf die Fläche 8 +dS = C + E(t, + di). Die Zunahme von S wäh- 
rend dt ist also einerseits dS — Edt, andererseits aber nach der Definition des 
Gradienten: dS = | grad S | ds, wobei ds den senkrechten Abstand der beiden 
benachbarten S-Flächen bedeutet. Es gilt daher Edi = |gradS| ds, und dar- 
aus folgt für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit: 


„_de__B_ , 
dt |gradS| ' (2) 


Unter Beachtung der verkürzten HAMILTON-JacoBIschen Gleichung. 


lee. 


(gradS)”? =2m(E— V) (4) 


oder 


beträgt also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wirkungswellen: 


ORSER SOSE - EHEN (5) 
Rm(E — V) 
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während für die Geschwindigkeit des Massenpunktes nach Gl. (37,49) 


„_gredS| _YPm(E— N (6) 


m m 


gilt. Aus (5) und (6) folgt vu = = ‚d.h., die Geschwindigkeitder Wirkungswellen 


ist der Körpergeschwindigkeit ı unaltshe pr.portional. 
Für die Lichtwellen sei hier nur angedeutet, daß ihr Verhalten durch die 
Wellengleichung 
1 09? .n? 0?D 


bestimmt wird. Hier bedeuten 


PD ® 0°:®d 0:d 
Ad = div grad® = HE + — Er + Ep (8) 
den „LArpLaczschen Differentialausdruck“, c und c’ die Lichtgeschwindigkeit 
im Vakuum und in dem betreffenden Medium mit dem Brechungsindex r und ® 
eine das Licht kennzeichnende Größe, die nach der elektromagnetischen Licht- 
theorie z.B. eine rechtwinklige Komponente der elektrischen Feldstärke sein 
kann. (Über die Wellengleichung vgl. $ 74.) | 
Bei konstantem r lautet eine (partikuläre) Lösung der Gl. (7), wie man durch 
Differentiation leicht bestätigt: 


DO = ©, sin2nv > — ) ; (9) 
oder mit den Abkürzungen 
2nv ©_ 27 
k ee — 2 
z 5 FE w v (10) 


(1, = Wellenlänge im Vakuum, » = Frequenz des Lichtes) in komplexer 


Schreibweise: 
0) gu De (knz-ot) , (11) 


Diese Lösung stellt bekanntlich eine in der 2-Richtung fortschreitende ebene 
Welle dar: Bezeichnet man den Ausdruck © = knz — wt’als Phase, so sind die 
Flächen gleicher Phase - die Wellenflächen — die Ebenen 2 = const. 

In der Optik hat man es aber fast immer mit Problemen zu tun, bei denen im 
Raum verschiedene Medien, Grenzflächen und Hindernisse (Linsen, Spiegel, 
Schirme usw.) vorhanden sind. Im allgemeinen Falle inhomogener Medien ist n 
nicht konstant, und der Ausdruck (11) ist keine Lösung. der Gl. (7). Es wäre 
außerordentlich kompliziert, solche Probleme immer mit den Methoden der 
Wellenoptik, d.h. auf Grund der Wellengleichung, zu behandeln. Bei vielen Fra- 
gen kann man - allerdings unter Verzicht auf bestimmte Feinheiten der Vor- 
gänge — mit der einfacheren Methode der geometrischen Optik (Strahlenoptik) 
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auskommen, indem man den Begriff der Lichtstrahlen anwendet und ihren Ver- 
lauf zu bestimmen sucht. Dabei wird eigentlich angenommen, daß es durch Jın 
Raum eilende Flächen konstanter Phase gibt — deren orthogonale Trajektorien 
gerade die Lichtstrahlen sind -, und daß die Krümmungen dieser Flächen nicht zu 
groß sind, damit ein kleines Stück von ihnen als Ebene angesehen werden kann. 

Man kann nun im Falle eines variablen Brechungsindex n(z, y, 2) die Be- 
stimmung der Flächen gleicher Phase in der Weise versuchen, daß man statt 
mit (11) mit dem allgemeineren Ansatz 


D == Alx, Y, 2) EL, y,2)-aoll] _ Ae9 (12) 


in die Wellengleichung (7) eingeht. Dadurch ergeben sich Gleichungen für die 
Amplitude A der Welle und für das sogenannte Eikonal L, das im wesentlichen 
die Phase 


bestimmt. Es gilt 
od 04 OL\ ‚o 
Dr (32 = 615,0”. 
0?:® 0A AOL 0®L OL 
or. en De SE ee u, 2 io, 
FE Gr + az wa.) |e 
Addiert man zu der letzten Gleichung die entsprechenden Ausdrücke für ——, 
020 9 
en (12) 
n? 0°®d wen 9 a 
Be Aec® = — k?n? Ae 


ist, so folgt aus Gl. (7) 
AA + ik(2 grad A m. + AAL) — KAl(gradL”? — n?]=0. (14) 


7 Ar 
Nach Dividieren durch k®A = = A 7 A (A = Wellenlänge im Medium) 
und Trennung des Realteils vom Imaginärteil erhalten wir die beiden Glei- 
chungen 

n?12 AA 


EEE grad? — 2] = 0, (15) 
9 grad Agrad L 


A 
Ist die Wellenlänge A genügend klein gegenüber den räumlichen Änderungen 
im Medium - was in der geometrischen Optik vorausgesetzt wird —, so kann das 


erste Glied in Gl. (15), von Ausnahmefällen abgesehen, vernachlässigt werden, 
und man erhält die Differentialgleichung des Eikonals: 


(grad L)? = n?. (17) 


#4, =0. (16) 
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Wird L aus dieser Gleichung bestimmt, so bedeutet (16) eine Gleichung für 4A, 
die uns aber hier nicht weiter interessiert. 

Für die geometrische Optik hat nun FERMAT bereits 1679 einen sehr all- 
gemeinen Satz aufgestellt. Bezeichnet man das Produkt aus dem Brechungs- 
index n und der infinitesimalen Länge ds als infinitesimale optische Weglänge 
(Lichtweg schlechthin), so lautet das FERMATsche Prinzip: 


P 


f nds = Extremum, (18) 
Pı 


d.h., die optische Länge eines Strahles zwischen zwei festen Punkten besitzt 
einen Extremwert, meistens ein Minimum; daher wird Gl. (18) das Prinzip des 
kürzesten Lichtweges oder der schnellsten Ankunft genannt. Letzteres deshalb, 
weil wegen nds = cdt (c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum) ji d=h —i 
— Extremum gilt. Aus dem Fermartschen Prinzip lassen sich die Reflexions- 
und Brechungsgesetze (und ihre Folgerungen) ableiten, d.h., in ihm ist die ge- 
samte geometrische Optik enthalten. Es konnte auch gezeigt werden: 1. Das 
längs Lichtstrahlen genommene Integral (18) hängt nur von den Koordinaten 
(2% Yo» 20: %, Y, 2) des Anfangs- und Endpunktes ab. 2. Die Funktion 


pP 
L = [nds = L(x,: Yo; 20: © 9% 2)» (19) 
Po 


das sogenannte Eikonal oder optischer Weg, genügt der partiellen Differential- 
gleichung (17). 3. Die Differentialgleichung (17) ist dem FermATschen Prinzip 
äquivalent, daher enthält auch sie die gesamte geometrische Optik. Die Tat- 
sache, daß wir von der Wellenoptik ausgehend für A — 0 zu derselben Gleichung 
gelangt sind, bedeutet also: Die geometrische Optik ist der Grenzfall der Wellen- 
optik für verschwindende Wellenlängen. 

Die Eikonalgleichung (17) hat aber genau die gleiche Form wie die Gl. (4) der 
klassischen Mechanik. Die Flächen konstanter Wirkung, S = const, fallen .also 
mit den Eikonalflächen L = const zusammen, wenn 2m(E — V) proportional 


n?,d.h.,wennn = const - JE — V ist. Da sowohl die Bahnkurven als auch die 
Lichtstrahlen orthogonale Trajektorien der entsprechenden Flächen sind, kön- 
nen wir sagen: Bewegt sich ein Massenpunkt in einem konservativen Kraft- 
feld mit dem Potential V, so sind seine Bahnen identisch mit denjenigen 
der Lichtstrahlen in einem inhomogenen Medium, dessen Brechungsindex pro- 


portional zu Yy E — V ist. Dies folgt auch aus dem Vergleich des FermaArtschen 
Prinzips (18) mit der Form (38,27) des Jacosischen Prinzips, d.h. mit 


I E — V ds = Extremum. 


Die eben erhaltenen Resultate lassen sich zusammenfassen: Jedem Problem 
der geometrischen Optik läßt sich ein mechanisches Problem zuordnen, indem man 
das Eikonal L proportional zu der verkürzten Wirkungsfunktion S setzt. Die 
klassische Mechanik entspricht also der geometrischen Optik, d.h. der für ver- 
schwindende Wellenlängen gültigen Näherung der Wellenoptik. 
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Ebenso wie in der geometrischen Optik eine Spur von Wellen in Form pve- 
wegter Wellenflächen - die die Strahlen zu konstruieren gestatten — vorhanden 
ist, gibt es eine Spur von Wellen (in Form der Wirkungswellen) auch in der 
klassischen Punktmechanik. Die charakteristischen, von der Wellenlänge ab- 
hängigen Eigenschaften dieser Wellen (Interferenz, Beugung) treten jedoch 
ebensowenig in Erscheinung wie die entsprechenden Eigenschaften der Licht- 
wellen unter den Bedingungen der geometrischen Optik. Von den Wellen- 
längen der hier betrachteten Wellen kann man daher im Rahmen der klassi- 
schen Mechanik nur behaupten, daß sie im Vergleich zu den Dimensionen der 
dort vorkommenden Kraftfelder und Potentiale sehr klein sein müssen. 

Führt man aber die obige Analogie — zunächst rein formal — etwas weiter, so 
lassen sich einem mechanischen Problem auch solche Wellen zuordnen, deren 
Wellenlänge und Frequenz in Beziehung zu mechanischen Größen gesetzt 
werden können. Aus der im erwähnten Sinne zu verstehenden Proportionalität 
von S und Z folgt, im Hinblick auf die früher gefundenen Gleichungen 


W=S-Et, | grad w\ = grad S| = Y2m(E— V) = mv, (20) 
L 27 2an 2m 
0-22"). er ale (21) 


daß auch die Wirkung W und die Phase © als zueinander proportional zu 
betrachten sind. Schreibt man dies in der Form 


Vera 


(22) 
wobei die Proportionalitätskonstante h/2 m offenbar die Dimension einer Wir- 
kung haben muß, so folgt aus den Gin. (20) und (21), daß die Frequenz und die 
Wellenlänge mit den mechanischen Größen durch die Beziehungen 


h h 


mv YV2m(E—V) Ze 


E=hv, J= 


verknüpft sind. Für die Geschwindigkeit u der Welle ergibt sich aus u = A» wie- 
der der in Gl. (5) angegebene Wert. 

Die letzteren Überlegungen hängen eng mit der Frage zusammen, was für 
eine Mechanik es wäre, die nicht dem Grenzfall A — 0 der Wellenoptik, sondern 
ihr selbst entspräche? In dieser Mechanik müßte für eine Größe Y, die die dem 
Massenpunkt zugeordnete Welle beschreibt, die zu Gl.(7) analoge Wellen- 
gleichung 1 ey P> 
we mit uW= — (24) ; 

u? 01 2m(E — V) 
gelten, aus der im Grenzfall A — 0 für W bzw. S die HAMILTON-JAcoBIschen 
Gleichungen W = S — Et, (grad S)? = 2m(E — V) hervorgehen sollen. Um 
die Erfüllung der letzten Forderung zu sichern, wählt man — mit Rücksicht aut 
die Beziehungen (12) und (17) -für Y die dem Ausdruck (12) analoge Form Be'®, 


AP 


ı 
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d.h. unter Beachtung von (22) die Form 


mi (S’-Ei) 2niEt 


Y=Bet oder Y=we #4 . (25a-b) 


Geht man mit (25a) in aie Wellengleichung (24) ein, so gelangt man im 
Grenzfall-A—0, d.h. [nach Gl. (23)] A — 0, zur Hamitton-JacoBischen 
Gleichung für 8’ (in diesem Grenzfall ist also S’ = S). Will man diesen Grenz- 
übergang nicht durchführen, so werden die beiden unbekannten Funktionen 8’ 
und B durch die Abkürzung y = Be?=iS’IR in einer einzigen zusammengefaßt, 
und das Einsetzen von (25b) in die Wellengleichung (24) ergibt für die 
„Amplitudenfunktion‘“ y(x, y, 2) der Welle die Differentialgleichung 


8 2 
Ay + —— (E - Ny=0. (26) 


Die physikalische Bedeutung dieser Überlegungen, die an sich als’ bloße 
Spekulationen erscheinen, sieht man erst richtigin Verbindung mit der Entwick- 
lung der neueren Physik. Statt der obigen reinformalen Zuordnungvon Wellen zu 
materiellen Teilchen führte DE BRoGLIe (1924) die Hypothese ein, daß jedem be- 
wegten Teilchen tatsächlich eine Welleentspricht, deren Frequenz», Wellenlänge A 
und Fortpflanzungsgeschwindigkeit!) % durch die Gl.(23) und (5) gegeben 
sind; die Konstante. A wurde dabei mit der PuancxKschen Konstante (h 
— 6,62 - 10°?” erg s). identifiziert. Schon bevor die Annahme dieser ‚M aterie- 
wellen““ durch die Erscheinungen der Elektroneninterferenzen experimentell 
gerechtfertigt wurde, kam SCHRÖDINGER auf den Gedanken, die sich in ato- 
maren Dimensionen als unzulänglich erwiesene klassische Mechanik durch eine 
neue zu ersetzen, die in ähnlicher Beziehung zur klassischen Mechanik wie die 
Wellenoptik zur geometrischen Optik steht. Von diesem Gedanken ausgehend, 
gelangte er 1926 zu der nach ihm benannten (zeitunabhängigen) SCHRÖDINGER- 
Gleichung (26), deren Folgerungen durch die Erfahrung glänzend bestätigt wur- 
den und die eine Grundlage der Wellenmechanik bzw. Quantenmechanik bildet. 


B. Spezielle Probleme aus der Mechanik der Punktsysteme 
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1. Das Zweikörperproblem im engeren Sinne lautet: Wie bewegen sich zwei 
Massenpunkte — z.B. die Sonne mit der Masse M und die Erde der Masse m - 
in ihrem gegenseitigen Gravitationsfeld ? Wenn wir die Lage der beiden Körper 


!) Von dieser sogenannten Phasengeschwindigkeit der Materiewellen ist ihre „Gruppen- 
geschwindigkeit“ zu unterscheiden, die sich [auf Grund der G. (88, 51)] als identisch mit 
der Teilchengeschwindigkeit v erweist. 


14 Bud6, Mechanik 
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in einem Inertialsystem durch die Vektoren r, und t, charakterisieren (Abb. 68) 
und ihre gegenseitige Entfernung |, — t,| mit r, die Gravitationskonstante 
mit y bezeichnen, so lauten die Bewegungsgleichungen: 


r yMmv,-—y 

Mt, =; r2 r ’ (1 a) 
N y Mm To Zu Y 

Mg ee 2 r . (1 b) 


Von den Integralen dieses Gleichungssystems, das sechs skalare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung darstellt, könnte man zehn nach $ 29 auf Grund der 
Sätze von der Erhaltung des Schwerpunktes, des Drehimpulses und der Energie 
sofort hinschreiben. Die noch fehlenden beiden Integrale sind ebenfalls be- 


M A, —e m 
ai] Zi 5 = 
M 
0 A, 
Abb. 68 Abb. 69 


stimmbar. Wir führen aber die Integration nicht aus, weil die Hauptresultate 
durch Vergleich mit dem „Einkörperproblem‘“ einfach zu bestimmen sind. Wir 
erinnern daran, daß wir M in $ 21 als ruhend betrachtet und aus der Gleichung 


a ) 


r? Tr 


mi= — 


(rt ist der vom M aus gemessene Radiusvektor von m) die KerLERschen Gesetze 
abgeleitet haben. 


2. Zuerst beweisen wir, daß das Problem auf ein ebenes Problem zurück- 
geführt werden kann. Nach dem Schwerpunktsatz — der durch Addieren der 
Gl.(1a) und (1b) folgt — bewegt sich der Schwerpunkt des Systems mit dem 
Ortsvektor \ 

Myu-+mt 

2 M -m (3) 
geradlinig und gleichförmig oder bleibt in Ruhe: i, = 0. Nach dem GALILEI- 
schen Relativitätsprinzip können wir also den Anfangspunkt unseres "Ko- 
ordinatensystems in den Schwerpunkt S legen, d.h. S als ruhend betrachten. 
Wenn wir also im weiteren tr, und r, von S aus messen (Abb. 69), so besteht die 
Beziehung 

Mı, + MY, — 0. (4) 
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Nach dem Satz von der Erhaltung des Drehimpulses ist nun 
M|It, vd, ] + m[T, D,] = Ro —— const, (5) 


wobei N, durch die Anfangslagen (tg; Ta) und Anfangsgeschwindigkeiten 
(040; O20) bestimmt ist. Aus Gl. (5) folgt nach skalarer Multiplikation mit r, und 
dann mit r,, da beide Vektorprodukte senkrecht zu r, und auch zu tr, stehen: 


Notı = 0, RyTo = 0. ei (6) 


Also stehen r, und t, senkrecht auf N,, d.h., beide Massenpunkte bewegen sich 
dauernd in der zu NW, senkrechten und durch den Schwerpunkt gehenden Ebene - in 
der invariablen Ebene. 


3. Ein weiteres Resultat kann man gewinnen, wenn man von der durch M 
dividierten Gl. (la) die durch m dividierte Gl. (1b) subtrahiert: 


e 5 ym+M)un—ı Ss y(M -+m) ı 
el e e oder er (7) 
wobei der Abstandsvektor oder relative Radiusvektor 
T=h-h (8) 


die relative Bewegung — z.B. die Bewegung der Erde relativ zu der Sonne - be- 
schreibt. Unmittelbar kann nur diese Bewegung beobachtet werden. Die Gl. (7) 
hat dieselbe Form wie die Gl. (2) beim Einkörperproblem; für M kommt in ihr 
M + m vor. Dieser Unterschied ist nur bei dem dritten KEPLERschen Ge- 
setz (21,24) wesentlich, weil bei den ersten beiden Gesetzen M nur in Ver- 
bindung mit beliebigen Konstanten aufgetreten ist [siehe Gl. (21,12) und (21,13)]. 
Wir können also sagen: Für die aufeinander bezogenen Bewegungen der beiden 
Körper bestehen die ersten zwei KEPLERSchen Gesetze ungeändert, das dritte aber 
verändert sich zu 

T? 4? _ 4n? 


@® yM+mM) | _[ m\ 


Die rechte Seite ist für verschiedene Planeten des Sonnensystems verschieden, 
so daß hinsichtlich der Umlaufzeiten zweier Planeten der Zusammenhang 


(9) 


3 3 
Q Qa 
VAR 2 1 Fi 2 
12:73 = 


Mm My (10) 
1+— 1+— 

Tu tu 
besteht. Der Einfluß der Bewegung der Sonne äußert sich also in dem Ver- 


hältnis 7 . Dies ist beim Jupiter, dem Planeten mit der größtenMasse,rund 1°/,,. 


4. Man kann auch auf den Schwerpunkt bezogene Bewegung der beiden Kör- 
per leicht feststellen. Die von S ausgehenden Vektoren r, und r, lassen sich 
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durch das obige r [aus (4) und (8)] folgendermaßen ausdrücken: 


m M 


41= TO yIm” "Turm" 


(11) 


Daraus ist ersichtlich: Die auf den Schwerpunkt bezogene Bewegung beider Körper 
ist ebenfalls eine KErLERSsche Bewegung. Die Ellipse des Planeten ist wegen des 


Faktors un =; 1 nahezu vom gleichen Maß wie die Ellipse der auf die Sonne 
bezogenen Bewegung, und die Ellipse der Sonne eine um das Verhältnis een 
kleinere Ellipse. M + m 

5. Während das Zweikörperproblem vollständig gelöst werden kann, ist diestrenge 
Lösung des allgemeinen Dreikörperproblems trotz der Bemühungen der bedeutendsten For- 
scher nicht gelungen. Von den notwendigen 18 Integralen liefern die drei Erhaltungssätze 
nur 10 Integrale ($ 29,5), und es gibt außer diesen keine weiteren, von ihnen unabhängigen 
„algebraischen Integrale“. [Satz von BRuns, 1887. Algebraische Integrale sind solche, die 
-inkanonischen Variablen ausgedrückt - die Form f(q, - - - 99 P1> +» 79, t) haben, wobei f 
eine algebraische Funktion der Variablen g;, 7, und t ist.] Auch die Nichtexistenz gewisser 
allgemeinerer Integrale wurde bewiesen (PoIncAR£, 1889). Die- Schwierigkeiten werden 
weder beim ebenen noch beim sogenannten eingeschränkten Dreikörperproblem aufgehoben. 
Im letzteren Fall setzt man zwei Massen - z. B. Sonne und ein Planet - als sehr groß gegen 
die dritte — ein Mond — voraus und sucht unter der Annahme, daß die Bewegung der Sonne 
und des Planeten durch den Mond nicht gestört wird, die Bewegung des Mondes zu be- 
rechnen. Streng und durch elementare Formeln läßt sich das Dreikörperproblem nur unter 
gewissen noch spezielleren Annahmen lösen, so z. B. im LAGRANGEschen Spezialfall (1772), 
bei dem vorausgesetzt wird, daß die drei Körper anfänglich ein gleichseitiges Dreieck bilden 
und dieses sich dauernd ähnlich bleibt. 

Näherungsmethoden (Reihenentwicklungen) zur Lösung des Dreikörperproblems und 
allgemeinerer Probleme der Himmelsmechanik wurden in der astronomischen Störungs- 
theorie entwickelt. Durch diese jm allgemeinen mit schwierigen Rechnungen verknüpften 
Methoden lassen sich die Bewegungen mit hinreichender Genauigkeit bestimmen bzw. in 
Übereinstimmung mit den Beobachtungen deuten. Eine Ausnahme bildet die bei dem der 
Sonne nächstgelegenen Planeten Merkur auftretende Anomalie (Perihelbewegung des 
Merkur). Die große Bahnachse dreht sich in der Bahnebene, und die Drehung ist im Jahr- 
hundert um 43” größer als der Wert, den die Störungsrechnung ergibt. Diese Anomalie 
kann, wie es scheint, nur mit Hilfe der allgemeinen Relativitätstheorie erklärt werden. 


6. Auf Grund des Zweikörperproblems können wir bezüglich des Inertial- 
systems folgendes sagen. Das bei dem FoucAauLTschen Pendelversuch erwähnte 
Koordinatensystem — dessen Anfangspunkt der Erdmittelpunkt, dessen z- 
Achse die Erdachse ist und die x, y-Achsen durch die Fixsterne bestimmt sind, 
siehe $ 25 - kann kein Inertialsystem sein, denn in diesem System vollführt der 
Schwerpunkt der Sonne und der Erde (annähernd das Sonnenzentrum) eine 
beschleunigte Bewegung. Würden wir von der Wirkung der anderen Himmels- 
körper absehen, so könnte als Inertialsystem ein System dienen, dessen Mittel- 
punkt der Schwerpunkt der Sonne und der Erde, dessen zy-Ebene die im Ab- 
satz 2 erwähnte invariahle Ebene, d.h. die Ebene der Erdbahn, ist (die x-Achse 
würde von der Sonne zu einem Fixstern hinweisen). Genauer als dieses System, 


8 41. Gekoppelte Schwingungen von zwei Massenpunkten. Das Doppelpendel 213 


das in.den meisten Fällen schon ausreicht, wäre das System, dessen Anfangs- 
punkt der Schwerpunkt des gesamten Sonnensystems und dessen xy-Ebene 
die invariable Ebene des gesamten Sonnensystems ist. 


7. Beim Zweikörperproblem im weiteren Sinne, bei dem zwischen den beiden 
Massenpunkten m, und m, mit gegenseitigem Abstand r = | 1, — t, | beliebige 
Zentralkräfte wirken, haben die Bewegungsgleichungen an Stelle der Form (1) 
die allgemeinere Form 


= 5 7 a ia Das 
mt = nf, 0) z r " , Mi, = — fr, 0 —. 


(12) 


Wenn wir rt, und tr, vom Schwerpunkt aus rechnen und den relativen Radius- 
vektor t ='1, — tr, einführen, so gehen beide Gleichungen wegen 


Ms ut 
u = - — rt, = 
Mm + mM: m + m, 
in die folgende Gleichung über: 
mm; .» a 
en Bu ne — — f(r, f,t) ie (13) 


Das bedeutet: Das Zweikörperproblem ist hinsichtlich der Bewegung der Körper 
um ihren Schwerpunkt einem Einkörperproblem äquivalent, bei dem sich im Ab- 
stand ı vom Schwerpunkt die „reduzierte Masse‘ 


Mı Ma 


—_—— 14 
en (14) 


u = 


befindet. Infolge dieses Satzes lassen sich außer dem KEPLER-Problem auch 
andere Probleme vereinfachen. So können z.B. die Schwingungen der Atome 
eines zweiatomigen Moleküls auf diejenigen eines Massenpunktes um einen 
festen Punkt (d.h. auf die Schwingungen eines Oszillators) zurückgeführt wer- 
den. 
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1. Wir betrachten die in Abb. 70 dargestellten zwei Massenpunkte. Es wirke 
auf den von der Gleichgewichtslage O, in der Entfernung x, befindlichen Punkt 
m, die Kraft — c,x, und auf den von O, in der Entfernung x, befindlichen Punkt 
m, die Kraft — c,%,. Die beiden Massenpunkte seien durch eine Spiralfeder mit- 
einander verbunden, die dann im ungedehnten Zustand sein soll, wenn m, in 
O, und m, in O, ist. Das erwähnte System können wir annähernd durch zwei 
lange, mit einer Feder verbundene Pendel mit kleinem Ausschlag verwirklichen. 
Ist die Federkraft pro Dehnung um die Längeneinheit gleich k’, dann wirkt die 
Feder in der dargestellten Lage - in der die Dehnung der Feder x, — x, beträgt - 
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auf m, mit der Kraft k’(x, — x,) und auf m, mit der Kraft— k’ (x, — x,). Also 
sing die Bewegungsgleichungen des Systems gegeben zu | 


mi = —um + Kr, — a), Mä,= — 00 — kK(— 2), (1) 


woraus mit den Bezeichnungen 


Cı 6% k’ KK 
= —, &=—, €khk=-—, Rkh=— 2 
N m 2 m, 1 m, 2 (2) 
die Gleichungen 
= - 0% + — 2): (3a) 


folgen. Zögen wir auch die Reibungskraft in Betracht, so träten zu der rechten 
Seite Glieder der Form — ,&, bzw: — ß,%, hinzu. Durch die Spiralfeder - ohne 
die die beiden Punkte harmonische Schwingungen mit der Kreisfrequenz o, 


N 
N 
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L 
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Abb. 70 


bzw. w, ausführen würden — werden die beiden Punkte miteinander gekoppelt. 
Das wird durch k, und k,, durch die sogenannten Koppelungskoeffizienten, aus- 
gedrückt. Jenachdem, ob diese relativ zu w? klein oder groß sind, spricht man 
von loser bzw. fester Koppelung. | 

Bei der Integration des Gleichungssystems (3) verwenden wir die üblichen 
Ansätze 


= Ad, = Bet. (4) 
Sie führen zu 
AA2+o +k)= Bi, BÜ + -+k,) = Ak. (5) 
Hieraus folgt 
B_R+o4h_ m e 
A kı 2 +0 +k 
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d.h., man erhält für A die ‚„Säkulargleichung“ 
+0 +k)®?+ +kh)— ki=0, (7) 


deren Wurzeln leicht bestimmt werden können. 

Wir beschränken uns in der weiteren Behandlung des Problems auf den spe- 
ziellen Fall, für den die beiden Glieder des Systems einander vollkommen gleich 
sind, d.h. 

y3=-W%=0% kh=k,=k. (8) 


In diesem Fall können wir anstatt des obigen allgemeinen Verfahrens auch ein- 
facher zum Ziel gelangen, indem wir die eine der Gleichungen (3) von der ande- 
ren subtrahieren, dann addieren und die Größen 

1-7 ah t% (9) 
einführen. Für diese erhalten wir 

2, +(w3 +2k)2, =0, 

1 Ö 1 | (10) 
Ze — wo 12) = Ö. 


Die allgemeinen Lösungen dieser voneinander unabhängigen Differential- 
gleichungen lauten: 

2 = 4, coswt + b, sinwi (w — YoR + 2%) > a 

29 = 4, C0SWyt + d5 Sin pt. 


Die Anfangsbedingungen seien z.B. (wenn das um den Abstand C aus seiner 
Ruhelage entfernte m, ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird) 


fürt=0: .=0(, 8-0 ı==/0, (12) 
d.h. wegen Gl. (9) 


fürt=0: y=n=6, eis el. (13) 
In diesem Fall folgt aus (11): 
also 
= Ccosot, %2=( coswil: (15) 
Wir greifen auf die ursprünglichen Veränderlichen x,, x, zurück [aus (9): 
R. 1 
y4=7 (2, +2) = zu; (2, — 2%)| und finden mit der Umformung von 
cos& + cosß: 
= we Gr o i,, 
2 2 
(16) 
% — Ü sin en u I: 
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Die physikalische Bedeutung der gefundenen Lösung für lose Koppelung 
(kleines k), für die 


o—-— =) +2k - u <w+w (17) 


gilt; ist aus der Kinematik bekannt ($5,4). Beide Glieder des Systems führen 
auf die in Abb. 71 dargestellte Weise eine Schwebung aus. Hat die Amplitude der 


mern Le] | 
DAAD 


m 


1} N 


I N l 

| ' I 

l 
| I } 1 
L 
) 
) 
| 


BNNNIESENLNSATELNLNN SER 


Abb.71 


Schwingung von m, ihren größten Wert, dann ist: die von m, Null, und um- 
gekehrt. Bei diesen Koppelschwingungen wird die Energie des Systems zwischen 
den beiden Gliedern des Systems peri- 


odisch ausgetauscht. (Würden wir auch 
die Reibung berücksichtigen, so er- 
hielten wir mit der Zeit exponentiell 
abnehmende Ausschläge. Die Energie 

, | des Systems setzt sich dann in Wärme 
um). 


Dieser Energieaustausch erfolgtnicht, 

wenn man im Anfang beide Pendel um 

a ) den gleichen Abstand aus der Ruhelage 

Abb. 72 entweder in gleicher oder in entgegen- 

gesetzter Richtung entfernt (Abb. 72a 

und b), d.h., wenn die Anfangsbedingung”n an Stelle der Gl. (12) die folgen- 
den sind: | 


bzw. 9): 

N) 3 =20, 12 =heh=0, (18) 
oder 

b) füri=d: Del, n=—G, send, 


bzw. %, = 26, = 2, = es it: (19) 
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Im Fall a) erhalten wir für die in der allgemeinen Lösung (11) vorkommenden 
Konstanten: a, = 2C, die anderen sind Null. Somit ist 


im Fall a) 4 =0, = 20 coswlb; 

d.h. % =Cecosw % = Ü cost. (20) 
Analog erhält man 

im Fall b) = 20 coswt, 3=0, 


d.h. x =ÜCcoswot, 23 = —Ücoswt. (21) 


Die zwei Schwingungszustände a) und b) werden Normalschwingungen (auch 
Eigen- oder Fundamentalschwingungen), die Frequenzen w,/2r und w/2r Nor- 
malfrequenzen (auch Eigen- oder Fundamentalfreqguenzen) des Systems genannt. 

Auch das ursprüngliche, nicht auf gleiche Pendel bezügliche Problem läßt sich 
leicht lösen. Es ergibt sich, daß dann die Schwe- 


bungen im allgemeinen weniger ausgeprägt sind, 


d.h., die Amplituden der Schwingungen gehen - im 
Gegensatz zur Abb.71 - nicht bis Null. 

Nun nehmen wir an, die Masse eines Punktes, 
z.B. m,, sei sehr groß. Dann ist nach Gl. (2) k, ver- 
nachlässigbar klein, die elastische Kraft c,x, soll 
jedoch so bemessen sein, daß w, endlich ist. Nach 
Gl.(3b) ist jetzt x, = Asin(wst + «), also liefert 
die Formel (3a) 


= —- (of + k)aı +k,Asin(wt +). (22) 


Das ist die im $ 19 angegebene Differentialgleichung 
der erzwungenen Schwingung für den Massenpunkt Abb.73 

m,. Ganz allgemein ist die erzwungene Schwingung 

der Sonderfall der Koppelschwingungen. Die Erregung eines schwingungs- 
fähigen Systems durch eine periodische äußere Kraft bedeutet seine Koppelung 
mit einem solchen zweiten System, das vom ersten nicht bzw. nur in vernach- 
lässigbar kleinem Maße beeinflußt wird. 

Differentialgleichungen vollkommen analoger Form wie die Ausgangsglei- 
chungen (3) sind auch für viele andere Probleme gültig, z.B. für die Strom- 
stärken zweier induktiv gekoppelter elektrischer Schwingungskreise. Daher 
treten auch dort gekoppelte Schwingungen auf. 


2. Wir untersuchen jetzt die ebene Bewegung eines Doppelpendels oder „sympathischen 
Pendels“, das aus einem Fadenpendel und einem an dessen Ende hängenden anderen Faden- 
pendel besteht. Wollen wir nur. die Bewegung bestimmen - nicht aber die Zwangskräfte -, 
so ist es am zweckmäfßigsten, von den LAaGRAangzschen Gleichungen zweiter Art aus- 
zugehen, Bei der ebenen Bewegung wird die Lage des Systems durch die Winkel , und @, 
vollkommen bestimmt (Abb. 73), so daß wir diese als allgemeine Koordinaten wätklen kön- 
nen. Da das System konservativ (und holonom-skleronom) ist, lassen sich die LAGRANGE- 
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schen Gleichungen in ihrer einfachsten Form anwenden: 
2, er. (23) 


in der wir die Funktion L— T — V durch die Koordinaten 9; und die Winkelgeschwindig- 
keiten &, ausdrücken müssen. In rechtwinkligen Koordinaten gilt 


Mm 
T=- ZH M + ZEHN, 


(24) 
V= — (mgYı + m,9%.): 
Es ist nun 
x, =1,sing, % =1,0089,, 
1 1 | wi 3 ‚C0S 9, (25) 
2, = 1,sing, + sing, Ya = 116089, + 1200895, 
also 
&, =100890,°9, = -— sing, d,, 
1 ‚6059, ° $ı 1 ‚mp, Pı j (26) 
9 =10089 dtp Pd = — (sing 9 + sing, $)-. 
Dies in Gl. (24) eingesetzt, ergibt: 
m I Mg og 22 EL 
= —- —ld+ u T 2 + malıl,cos (pi — 9) * Pıße, 
(27) 
— 17 = (m, + m,)gl,cos9, + m,gl,c08 9. 
Die in Gl. (23) auftretenden Differentialquotienten sind also gegeben zu 
ÖL R . 
dd, = (m, + m); 9, + Malılacos(p, — 9) "Ps; 
128) 
OL = j 
s ög, = Mh + Mmıl,co (9 — Pe) di: ) 
OL : a 8 . 
dp, = — ml, %,sin(p, — 92) "PıPa — (m, + m,)gl,sing,, 
E (29) 
OL 


FRE Mel,l,sin(Yp — 92)’ dıda — Magl,sing,. 
Pa 


Man kann mit diesen Ausdrücken die Bewegungsgleichungen (23) sofort hinschreiben. 


Im folgenden befassen wir uns nur mit dem Fall kleiner Ausschläge, d.h. sin 9, 77 9% 
c089, *2 1, und vernachlässigen die kleinen Glieder höherer als erster Ordnung, d.h. die 
gegenseitigen Produkte von 9, bzw. $;. Damit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen 
bedeutend: 


(m, + m) dı + malılö. + (m + m.)gh9ı = 0; | (30) 


Mol; gt Mhıldı 3: "ngl,Ya = 0. 
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_Übersichtlicher lauten sie: 


een A 
9 I, Yı m, + Mm, l P%5 
\ (31) 
g u _ 
At, Mp=—- m 9, 
2 3 
Diese Gleichungen können mit dem Ansatz 


leicht gelöst werden, da aber die erhaltenen A-Werte etwas kompliziert sind, wollen wir 
uns auf den Fall gleicher Pendellängen beschränken. In diesem Fall gehen die Gl. (31) mit 
den Bezeichnungen 


Bi VER 2 9 BEER (iu 
W=h=lh s=7 wd a=.. (<) (33) 


in die folgenden über: 
team A+tap=— Pı- (34) 
Mit dem Ansatz (32) erhält man 
A-% +02) — BuR=0, BI-R+o)—-AR=0, (35) 


und hieraus folgt (wenn wir von der trivialen Lösung absehen) 


B —A+o RR 
AT eg (36) 
Die Säkulargleichung für A heißt also: 
(?— o2?=uM ode 2—- = +YurR. (37) 
Wenn wir die beiden entsprechenden Werte von 4? mit ©? und w2 bezeichnen: 
0 PR 
Bir u Dorn IR PIERRE ai. SRERS 
AZ ya MT] ıLyg® (38) 
so ergeben sich die vier. Wurzein 
to = 92. (39) 


Zu jeder Wurzel gehört nach Gl. (36) ein Verhältnis B/A. Das zu + w, bzw. + w, ge- 
hörende B/A bezeichnen wir mit y, bzw. y,. Aus Gl. (36) und (38) folgt dann 


= iz a (40) 
Ti Yu’ PT Ya’ 


Somit lauten nach Gl. (32) von den vier unabhängigen partikulären Lösungen z. B. 


die erste: 9, = est, 9=ydat; die vierte: =eiel, mw=y,erimt. (41) 
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Die allgemeine Lösung ist eine Linearkombination der vier partikulären Lösungen. Sie läßt 
sich in reeller Form folgendermaßen angeben: 


9 = 4,008 0,8 + d,sinw,t + 4,008 wgt + b,sinwgt, | 
(42) 


P, = Y1Q,008@,8 + y}b,sinw,t + Yga,C0Sw;t + yzb;s5inwst, 


wobei a,, b,, @,,.d, beliebige Konstanten sind. 

Wählen wir als Anfangsbedingung z. B. den Fall, in dem das untere Pendel zur Zeit t = 0 
aus der Gleichgewichtslage des Systems mit der Winkelgeschwindigkeit 9, = (C ab- 
gestoßen wird. Dann ist 


fürt=0: 9, =9=I0, 9, =09 9=0. (43) 


Aus den ersten beiden Gleichungen folgt sofort, daß in Gl. (42) a, = «, = 0 ist und ferner 
(aus den Gleichungen »,d5, + &b, = 0 und y ob, + ywb, = (0): 


C CYu C C Yu 
= ——— [I = - ———— 4, 44 
@(yı — Ya) = 2 wg en 


Somit ergibt sich die gesuchte Lösung: 


Cyu[ 1. ı | 
= (- en sına,t + rn sın web), ( is ; 
Er. . Pt) (44) 
YQ% = cy ae, + sinort) 

Die Bewegung beider Pendel entspricht also der Summe zweier harmonischer Schwin- 
‘gungen verschiedener Frequenzen und Amplituden. Das ist im allgemeinen, wie wir in der 
Kinematik gesehen haben ($ 5,4), ein ziemlich komplizierter Vorgang. Die beiden Kreis- 


frequenzen sind z.B. bei Pendeln gleicher Masse wegen u = und nach Gl. (38): 
PER. EWR 
yiryiR 
Sie sind relativ sehr verschieden, ihr Verhältnis ist nicht rational. Daher ist die Bewegung 
der Pendel nicht periodisch. 


Der Vorgang ist einfacher, wenn die Masse des unteren Pendels klein gegenüber der des 
oberen ist. Dann gilt nämlich u < 1, also folgt aus Gl. (38) in guter Näherung: 


1 1 
= al Hz), »=a([l-z1R) (46) 


Da die beiden Frequenzen jetzt wenig voneinander verschieden sind, ist die Bewegung 
beider Pendel die bekannte Schwebung, bei der aber - da die Amplituden der Einzel- 
schwingungen nicht genau gleich sind — die Schwebungsamplitude nicht auf Null herab- 
geht. Der Vorzeichenunterschied in den Ausdrücken (44) für @, und 9, bewirkt, daß bei 
maximaler Amplitude des einen Pendels gleichzeitig die des zweiten am kleinsten ist. Wir 
könntenalso die Erscheinung durch eine ähnliche Abbildung wie 71 veranschaulichen, wir 
müßten nur die Ausschläge des oberen, schwereren Pendels 1 — wegen des Faktors Yu in 
der ersten Gl. (44) - in viel kleinerem Maßstab als die des unteren Pendels auftragen. 


ER d.h. &,=18 0, = 0,76. (45) 
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8 42. Kleine Schwingungen eines Systems um eine Gleichgewichtslage. 
Stabilität 


1. Wir wollen uns jetzt mit dem auch die beiden vorigen Schwingungsprolleme 
einschließenden allgemeineren Fall befassen, und zwar mit dem Verhalten eines 
konservativen holonom-skleronomen Systems mit f Freiheitsgraden in der Um- 
gebung einer Gleichgewichtslage. Das erwähnte, nach unserer Voraussetzung 
reibungsfreie System wird dadurch charakterisiert (siehe z.B. $ 34,2). daß in 
der LAGRAngeschen Funktion Z = T — V die potentielle Energie V nur eine 
Funktion der allgemeinen Koordinaten q,,..... q,, und die kinetische Energie T 
eine homogen quadratische Funktion der allgemeinen Geschwindigkeiten 


G1 3 + +, Gr ist: 
l %) 3 58 2 1 Fr 
I == 2 (a4? +2a2Iı1e ++ a,,dF) = 32 rdehe (9, = 4:) 3 (1) 


wobei die Koeffizienten a,, bekannte Funktionen der a qsind. Man 


kann also die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen — ne —_ eo. —=(0 auch 
in der Form dtda 99 

doT oT oV 

— oe =1,2,... 

dt ög, 04, 04; " ) (9) 


schreiben. Speziell für die Gleichgewichtslage -in der alle d, und ö, verschwinden - 
müssen die Gleichungen 


> =0 (=12,..,N (3) 


bestehen. Ausihrer (als möglich angenommenen) Auflösung nach den g, können 
wir diejenigen Werte der Koordinaten bestimmen, die zu den möglichen Gleich- 
gewichtslagen des Systems gehören. Einer solchen Gleichgewichtslage ent- 


spreche das Wertesystem q), - . -; gy. Die g: können offenbar ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit als Nullpunkt der Koordinaten g, gewählt werden (dies ent- 


spricht der Transformation 9, — PH — g.); so daß die q, die Abweichungen aus 
der Gleichgewichtslage bedeuten. & 

Es kommt oft vor, daß für sehr kleine Anfangsabweichungen und Anfangs- 
geschwindigkeiten die Abweichungen qg, auch im Laufe der weiteren Bewegung 
stets klein bleiben. In diesem Fall sprechen wir von kleinen Schwingungen um 
die Gleichgewichtslage. Ihre Untersuchung stellt zugleich die Natur der Gleich- 
gewichtslagen ins rechte Licht. 

Wir entwickeln die potentielle Energie V = V(q,,...,g,) in der Umgebung 
der Gleichgewichtslage in eine TAYLogsche Reihe: 


= +2 4+7> 32 u nr 4) 
== 4), g; AkrTrm 9: Ik Re ( J 
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Die Konstante V, kann weggelassen werden, da das Potential ohnehin nur kis 
auf eine additive Konstante bestimmt ist. Ferner ist die erste Summe wegen 
Gl. (3) Null. Wenn wir also die konstanten Koeffizienten der zweiten Summe 
kurz mit b,, bezeichnen und Glieder, die in den q, dritter und höherer Ordnung 
sind, wegen der angenommenen Kleinheit der g, vernachlässigen, so gilt 


1 
V’= PPALT. (db, = dr): (5) 


Im Ausdruck (1) für T können die Koeffizienten a,, in der Umgebung de: 
Gleichgewichtslage ebenfalls als konstant betrachtet werden. (Wenn wir näm- 


lich ihre Änderung durch Reihenentwicklung in Betracht zögen: a,, = azK 


+ &%%191 + -, so würde dies zu dem Wert 5 >, 0%,4,9, nur dritter und hö- 
herer Ordnung kleine Glieder geben.) 

Daher sind V und T in der Umgebung der Gleichgewichtslage homogene quadra- 
tische Formen der Koordinaten g, bzw. der Geschwindigkeiten g, mit konstanten 
Koeffizienten. T ist eine positiv definite Form, da die kinetische Energie, von dem 
einzigen Wertesystem 4, = 0), ...., d; = O abgesehen, stets positiv ist. So lauten 
nach Gl. (2) die LAGRANGEschen Gleichungen des Schwingungsproblems: 


tat tat drht tet td =; : 
j (6) 
Ardı + Ayada + + Ar + dr + de + + by =). 


Bei der Lösung dieses Systems homogener linearer Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten würde der übliche Ansatz q, = (/,e! zuı« Ziel füh- 
ren. Das Verfahren behandeln wir aber auf diese Weise nicht weiter, weil das 
Resultat mit einer anderen Methode in übersichtlicherer Form gewonnen wer- 
den kann. 


2. Normalkoordinaten, Normalschwingungen und Normalfrequenzen. Die Lö- 
sung des Gleichungssystems (6) wäre sehr einfach, wenn für jedes i+k 
a; , = d;, = 0 wäre. Dann würde nämlich das System in Gleichungen der Form 
a6; + 55:9, — 0 übergehen, deren Lösung sofort hingeschrieben werden kann. 
Es fragt sich, ob man an Stelle der ursprünglichen q, solche Koordinaten ein- 
führen könnte, daß sowohl in T als auch in V nur Quadrate auftreten. Das ist. 
auf Grund des folgenden, in der Algebra bewiesenen Satzes möglich, der sich auf 
die „Hauptachsentransformation‘“ zweier quadratischer Formen bezieht: 

Ist von den reellen quadratischen Formen 


$ f | 
A= Ya, (Yr=9) und B = br 2% b,,=b,) 7 


i; k=1 


A positiv definit, so läßt sich immer eine solche reelle homogen-lineare Trans- 
formation 
’ . r BL } 
% = 6111 + ep CGyTp 00 Lr De [8] + Re + Op %r (8) 
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mit von Null verschiedener Determinante finden, daß A und Bin den neuen 
Variablen die folgende Form annehmen: 


en ++ +22, 
= hm tm? + + har. 


Hierbeisind die },, .. -; z die f (einfachen oder mehrfachen) Wurzeln der „Säku- 
largleichung‘“ 


(9) 


214 — db MA— die ayA— bu, 
—=0, (10) 
AA — dr Ayad — dpa Ayyd — der 


die alle reell und, wenn die quadratische Form B ebenfalls positiv definit ist, 
positiv sind. [Für die Koeffizienten der Transformation (8) gilt: cı,; Cay > Car» - -- 
verhalten sich wie die Unterdeterminanten, die zum ersten, zweiten, dritten, . 
Element einer beliebigen Zeile von (10) mit A = 4, gehören.] 

Man kann also im Sinne dieses Satzes durch die Transformation 


zes ıdı + ed + + rd: 
s (8a) 
= Cl + da + + Grlr 


(bzw. durch ihre Umkehrung) solche Koordinaten Q, einführen, daß T und 7 
an Stelle der Gl. (1) und (5) die folgende Form haben: 


>[& +.-+Q7) und v--— (40 ++ 24,07). (u) 


Diese Q, werden Normalkoordinaten, auch Haupt- oder Rarınausche Koordina- 


ten genannt. (Daßin V dieQ,, in T die Q, vorkommen, berührt die Anwendbar- 
keit des obigen algebraischen Satzes nicht, da sich die d, offenbar genauso trans- 
formieren wie die q,.) 

Die LacrAngzschen Gleichungen haben natürlich auch in den neuen all- 
gemeinen Koordinaten die Form (2) (mit Q, statt mit q,). Daher lauten die Be- 
wegungsgleichungen des Systems in Normalkoordinaten: 


+49 =0 ü=12%..,f. (12) 
Bei der Lösung jeder Gleichung sind drei Fälle möglich: 
Q, = CO, sin (YA,t + D,) für ,>0, (13a) 
9, = CH + D,' für ,=0, (13p) 
Q, = Oel + De’ für A.<oO, (13c) 


wobei C', und D, beliebige Konstanten sind. 
Jener durch geeignete Anfangsbedingungen realisierbare Bewegungszustand 
des Systems, bei dem eine einzige Normalkoordinate Q, eine harmonische 
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Schwingung (13a) ausführt und die anderen Q, immer Null sind, wird als Nor- 
malschwingung des Systems, die entsprechende Frequenz 


— 1 
w,=YA, bw. „= 5 VA (14) 


als Normalfrequenz (auch als Fundamental-, Eigen- oder Resonanzfrequenz) be- 
zeichnet. Die Gl. (8a), in denen jetzt mit Ausnahme des einzigen Q, alle Q, Null 
sind, bedeuten: Bei einer Normalschwingung schwingen alle Koordinaten q, des 
Systems mit der gleichen Frequenz und Phase, natürlich mit Ausnahme von den- 
jenigen q,, die dauernd Null sind, die also von der k-ten Normalschwingung 
nicht betroffen werden. So hat z.B. dasin $ 41 behandelte System zwei Normal- 
schwingungen: die Schwingungszustände (41,20-21). 

Das Verhalten des Systems ist verschieden, je nach dem, ob die potentielle 
Energie V.eine positiv definite quadratische Form ist oder nicht. Im ersten Fall 
verschwindet V in Gl. (11) nur für , = =-=Q,=0, folglich hat es 
in der betrachteten Gleichgewichtslage ein Minimum, im zweiten Fall dagegen 
ein Maximum oder einen Sattelwert. 


a) Hat V in der Gleichgewichtslage ein Minimum, d.h. ist die Form V positiv defi- 
nit, sosind nach dem erwähnten algebraischen Satz alle Wurzeln A,positiv. In die- 
sem Fall besitzt also das System im allgemeinen — wenn die Wurzeln 4, .... .,4, 
alle voneinander verschieden sind — f unabhängige Normalschwingungen und 
f Eigenfrequenzen. {Im Falle von mehrfachen, z.B. r-fachen Wurzeln nennt man 
die Schwingungen der zugehörigen r Normalkoordinaten entartei. Jede Linear- 
kombination dieser Koordinaten bedeutet eine Normalschwingung, von diesen 
unendlich vielen Normalschwingungen sind aber nur r linear unabhängig von- 
einander.) | 

Wird das System anstatt durch Normalkoordinaten durch andere Koordina- 
ten, z.B. durch die ursprünglichen qg,, charakterisiert, so folgt aus den Gl. (8a): 
Jede kleine Schwingung des Systems kann als Superposition von höchstens f unab- 
hängigen Normalschwingungen angesehen werden. 


 b) Hat V in der Gleichgewichtsiage ein Maximum oder einen Sattelwert, d.h. ist 
die quadratische Form V nicht positiv definit, so können unter den Wurzeln 4, 
auch Null und negative Werte vorkommen. Die zu diesen gehörenden Normal- 
koordinaten können im allgemeinen (wenn die Störung der Gleichgewichtslage 
auch sie berührt) mit der Zeit gemäß Gl.(13b, c) so anwachsen, daß unsere 
Grundvoraussetzung — die Koordinaten besäßen immer kleine Werte - ihre 
Geltung verlieren kann. 


3. In Verbindung mit den letzteren Fragen verdient das Beispiel der Kernschwingungen 
eines frei beweglichen n-atomigen Moleküls besondere Erwähnung. Das aus n Atomkernen be- 
stehende System hat 3n Freiheitsgrade. Wählt man als Koordinaten g;. die 3% rechtwink- 
ligen Koordinaten der Kerne, so ergibt eine nähere Untersuchung der Säkulargleichung (10), 
daß unter ihren Wurzeln 6 bzw. 5 (wenn das Molekül in der Gleichgewichtslage linear ist) 
Null sind. Die entsprechenden Q,-Koordinaten sind also nach Gl. (13b) lineare Funktionen 
der Zeit. Das ist leicht zu verstehen. Auf Grund der Impuls- und Drehimpulssätze führt 
nämlich der Schwerpunkt des freien Moleküls eine gleichförmig geradlinige Bewegung aus; 
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außerdem rotiert das Molekül als Ganzes um den Schwerpunkt. Diese Bewegungen ent, 
sprechen 3+3 bzw. (beim linearen Molekül) 3-+2 Freiheitsgraden, so daß die Anzahl der 
eigentlichen Normalschwingungen 3n — 6 bzw. 3n — 5 beträgt. Die Bestimmung der Normal- 
schwingungen und Normalfrequenzen kann mit Rücksicht auf die Säkulargleichung sehr 
hohen Grades recht verwickelt sein. Bei Molekülen bestimmter Symmetrieklassen läßt 
sich eine bedeutende Vereinfachung mit Hilfe der Gruppentheorie erzielen. 


4. Erzwungene Schwingungen. Reibungskräfte. Wirken auf das System außer den bisher 
angenommenen konservativen Kräften noch Kräfte, die allein von der Zeit abhängen, so 
sind auch die zu den Normalkoordinaten Q, gehörenden allgemeinen Komponenten X, die- 
ser Kräfte (siehe 834,3, dort mit Q, bezeichnet) nur von der Zeit abhängig. Jetzt lauten die 
Bewegungsgleichungen in den Normalkoordinaten [vgl. Gl.(12) und (34, 28)]: 


9 +40: = KW), (15) 


oder im Falle einer stabilen Gleichgewichtslage und rein harmonischer Kräfte X, 
K,,coswt (die z.B. bei Molekülen auftreten, wenn diese von monochromatischen Licht- 
wellen getroffen werden): 


+0, =Ky cos wi G=|], 2,55u8P)e (16) 


In diesem Fall setzt sich also die Bewegung des Systems aus den in $ 19 diskutierten erzwun- 
genen Schwingungen der Normalkoordinaten (ohne Dämpfung) zusammen. 

Sind auch Reibungskräfte zu berücksichtigen, so lassen sie sich in vielen Fällen den Ge- 
schwindigkeiten der Massenpunkte proportional ansetzen, in rechtwinkligen Koordinaten 
(&,%,... )also Rx; = — k,ä,. Um die Rolle dieser Kräfte allgemeiner überblicken zu kön- 
nen, führte RAYLEIGH die sogenannte Dissipations- oder Zerstreuungsfunktion 


P-z he (17) 


ein. Der Name ist dadurch begründet, daß 2 F die auf die Zeiteinheit bezogene Energie- 
abnahme nn des Systems durch an angibt, wie man nach $9,7 


a läßt sich auch für die allgemeinen Koordinaten g, nachweisen [siehe die 
Gl. (34,20) und (34,6)]: 


R ze R ai el a el Fe nme 18 
7; 2 "gr Pre FR dr 


Daher lassen sich die LaGRangzschen Gleichungen bei Vorhandensein von Reibungskräften 
der genannten Art in der Form 
döL HL _09F 
dd 9 9% 
schreiben, wobei die X, die Kraftkomponenten sind, die man nicht in das kinetische Poten- 
tial einbeziehen kann oder will. 

F ist eine homogene quadratische Form der d,. Geht man zu Normalkoordinaten 9, über, 
in denen Tund Y (nZL = T — V)die Hauptachsenform annehmen, so wird F im allgemei- 
nen nicht die Hauptachsenform haben, da sich drei quadratische Formen im allgemeinen 
nicht gleichzeitig auf Hauptachsen transformieren lassen. Die Bewegungsgleichungen sind 


=K&K: (19) 


15 Budö6, Mechanik 
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dann kompliziert. In speziellen Fällen kann es jedoch vorkommen, daß F in den Normal- 
koordinaten die Form F = &'x,Q? annimmt (z.B. wenn die Reibungskonstanten %k; den 
Massen der entsprechenden Massenpunkte und mithin Fund T einander proportional sind). 
Trifft dies zu, so gelten — unter denselben Voraussetzungen wie bei (16) — die Gleichungen 


Q; Eu 240; + MKAR = K;, cos ot (i = 1, 2, “oo J), (20) 


d.h., für jede Normalkoordinate gilt die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung 
mit Dämpfung. Die Gleichung bzw. die ihr entsprechenden Resonanzerscheinungen wurden 
in $ 19 diskutiert. 


5. Stabilität des Gleichgewichts. Ein Gleichgewicht wird nach F. KLEim stabil 
genannt, wenn bei hinreichend kleiner anfänglichen ‚Störung‘ der Gleich- 
gewichtslage des Systems (d.h. im Falle genügend kleiner Anfangsverrückungen 
und Anfangsgeschwindigkeiten) die Verrückungen und Geschwindigkeiten jedes 

Punktes des Systems immer beliebig klein blei- 
a - —_ _8_ ben. Im entgegengesetzten Falle ist das Gleich- 
d c gewicht labil. 
Abb. 74 Bei der obigen Untersuchung. der kleinen 
| Schwingungen eines konservativen holonom- 
skleronomen Systems haben wir gleichzeitig auf die Frage nach der Stabili- 
tät eine Antwort erhalten. Bei kleinen Anfangsverrückungen und Anfangs- 
geschwindigkeiten sind offenbar auch die in den Gl. (13a-c) vorkommenden 
Konstanten C und D klein, aber alle Koordinaten und Geschwindigkeiten 
bleiben nur im Falle (13a) immer klein, d.h., wenn jede A,- Wurzel positiv ist, also 
V in der Gleichgewichtslage ein Minimum besitzt. [Dies ist auch dann gültig, . 
wenn das System nichtholonom ist, denn in den nichtholonomen Bedingungen 
(34,52) lassen sich die Koordinatenfunktionen a,, in der Umgebung der Gleich- 
gewichtslage als konstant betrachten und werden somit integrierbare, d.h. holo- 
nome Bedingungen.] Es gilt also der DIRICHLETsche Stabilitätssatz (1846): Das 
Gleichgewicht eines konservativen skleronomen Systems ist stabil, wenn die poten- 
tielle Energie in der Gleichgewichtslage ein Minimum besitzt, d.h., wenn sie dort 
wirklich kleiner. als in jeder anderen, mit den Bedingungen verträglichen Nach- 
barlage ist. 

Beispiele. Wirkt auf das System nur die Schwerkraft als eingeprägte Kraft, 
so befindet sich der Schwerpunkt bei stabilem Gleichgewicht in der tiefstmög- 
lichen Lage. Abb. 74 stellt einen einfachen Fall dar: Die Lage a ist stabil, b und 
c sind labil; die Lage c wird oft auch indifferente Gleichgewichtslage genannt. 
Das dreiachsige homogene Ellipsoid kann auf einer horizontalen Unterlage in 
drei Stellungen im Gleichgewicht sein. Wird es auf seine kürzeste Achse gestellt 
(V ist ein Minimum), so ist das Gleichgewicht stabil. Bei jedem kleinen Stoß voll- 
führt das Ellipsoid dann kleine Schwingungen. Auf die längste Achse gestellt (V 
ist ein Maximum), ist das Ellipsoid in labilem Gleichgewicht: es kippt bei jedem 
Stoße um. Wird das Ellipsoid auf seine mittlere Achse gestellt (V hät einen 
Sattelwert), dann ist das Gleichgewicht im obigen Sinne ebenfalls labil, aber 
jetzt zeigt es sich gegenüber bestimmten Anstößen — die den Schwerpunkt 
heben - stabil. 


[-] 
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Der DIRICHLETSche Satz läßt sich auch aus dem Energiesatz durch den fol- 
genden Gedankengang herleiten. Erteilt man dem System in der Gleich- 
„gewichtslage -in der 7 =0 und V = 0 = Minimum ist -die kleine kinetische 
Energie E, dann isst T+V=E. Da T und auch Y in der Umgebung der 
Gleichgewichtslage positiv sind, müssen sie einzeln den Bedingungen 


1 
T= zZ :md <sE und VsE (21a-b) 


genügen. Nach der ersten gilt für jedes »;: 


— 


v, Vz, (22) 


Mm; 


d.h., bei hinreichend kleinem # bleibt die Geschwindigkeit eines jeden Massen- 
punktes (mit vorgegebener Masse m,) beliebig klein. Aus Gl. (21b) läßt sich für 
die Koordinatenabweichungen q, dasselbe folgern, da auch die positiv definite 
quadratische Form V in eine Summe von Quadraten transformiert werden 
kann. 


6. Es sei nur kurzerwähnt, daß man nicht nur von der Stabilität eines Gleichgewichtes, 
sondern auch von der Stabilität eines Bewegungszustandes sprechen kann. Als stabil wird 
ein Bewegungszustand des Systems — grob gesagt — dann bezeichnet, wenn eine kleine 
Störung keine wesentliche Änderung der Bewegung bewirkt. Zur Entscheidung der Frage 
nach dieser „dynamischen Stabilität“ kann bei bestimmten einfacheren Systemen die fol- 
gende Methode (‚Methode der kleinen Schwingungen‘‘) zum Ziel führen. Der ungestörte Be- 
wegungszustand des Systems sei durch die allgemeinen Koordinaten g;(t) und die Ge- 
schwindigkeiten d; (t) gekennzeichnet, die infolge der Störugin, =; +n.,h=G-+M 
übergehen sollen. Führt man die letzteren Ausdrücke in die Lagrangzschen Gleichungen 
ein und sieht man n, und 7, als hinreichend kleine Größen an, so ergeben sich für die 7, — 
unter bestimmten Voraussetzungen für das untersuchte System - lineare Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die durch den Ansatz n, = 
Ay,e?t integriert werden können. Wenn die Lösungen n, im Laufe der Zeit abklingen, dann 
ist der Bewegungszustand stabil. 

Die allgemeine Stabilitätstheorie wurde besonders durch die Untersuchungen von 
LJAPunow, PoIncARE, ROUTH, KLEIN und SOMMERFELD gefördert. 


*8 43. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen. Wirkungs- und 
Winkelvariable. Anwendung. auf die KEPLER-Bewegung 


Zur Behandlung periodischer Bewegungen läßt sich eine Methode - eine Abart 
des HAmILToN-JacoBIschen Verfahrens — angeben, die besonders dann vor- 
teilhaft ist, wenn man sich in erster Linie für die Perioden bzw. die Frequenzen 
der Bewegungen interessiert. 


1. Die periodischen Bewegungen bei Systemen mit einem Freiheitsgrad können 
in zwei Klassen eingeteilt werden: 
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a) Die Koordinate g und der Impuls p sind periodische Funktionen der Zeit 
mit der gleichen Periode 7: qg(t + r) = gft), p(t + r) = pt). Dieser Typ ist die 
sogenannte Libration, für die als Beispiele der lineare Oszillator oder das rei- 
bungslos hin- und herschwingende Pendel anzusehen sind. Da q und 7 ihre 
Werte nach der Zeit r wieder annehmen, ist die der Bewegung in der g, p-Ebene 
(in dem jetzt zweidimensionalen Phasenraum, $ 35,2) entsprechende Kurve - die 
Phasenbahn — eine geschlossene Kurve (Abb. 75a). 

b) Beim anderen Typ ist qg - gewöhnlich eine winkelartige Koordinate - in der 
Zeit nicht periodisch, doch ändert sich die Lage des Systems mit der Zunahme 
von q um einen Wert q, (gewöhnlich um 2) im wesentlichen nicht. Dieser Typ 
ist die sogenannte Rotation, für die das umlaufende Pendel ein Beispiel bietet, 
wenn g den Drehwinkel bedeutet. Die Phasenbahn ist jetzt offenbar keine ge- 


P p 
Q 
q 9% 
Abh. 75a Abb.75b 


schlossene Kurve, sondern eine Kurve, bei der die Ordinate p eine periodische 
Funktion von q mit der Periode g, ist (Abb. 75b). (Es gibt auch einen Grenzfall 
zwischen Libration und Rotation, den man ni nennt, die z.B. 
ebenfalls beim Pendel auftreten kann.) 

Wir setzen das System als konservativ voraus, seine HAMILTON-Funktion 
sei 4 (p, g). Dann gelten die bekannten Gleichungen 


08 
HA (g, p) =E£E, 2 (05, =E. (la-b) 


Die Energiegleichung (1a) bedeutet geometrisch die Gleichung der (zur Gesamt- 
energie E gehörenden) Phasenbahn, die zweite ist die verkürzte HAMILTON- 
JAKoBIsche Gleichung, deren Integral S = S(g, E) sei.!) Wir bilden nun längs 
einer Phasenbahn über eine Periode der Bewegung das „Phaseniniegral‘“ 


J=6$pdg oder J - 95a. (2) 


(Das Zeichen ® weist darauf hin, daß das Integral i im Librationsfall über die 
geschlossene Phasenbahn, im Rotationsfall über eine Periode von q zu erstrecken 
ist. J ist also gleich dem Inhalt der schraffierten Flächenstücke in den Abb. 75a, 
b.) J ist zeitlich konstant, es hängt: aber wegen S = S(g, E) von E ab, so daß 


08 .. dS 
i) Da S auch von E als Parameter abhängt, haben wir in Gl. (1 b)5 =— = 27 geschrieben. 
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J=J(E) oder E= E(J) gilt. Damit kann auch $ als Funktion von q und J 
angesehen werden: 8 = S$(g, J). 

Faßt man S(g, J) als Erzeugende einer kanonischen Transformation auf, so 
kann man J nach den Transformationsgleichungen (36,12) als neue Impuls- 
koordinate wählen. J wird dann Wirkungsvariable, die kanonisch konjugierte 
Lagenkoordinate 

98 (4,J) 
= 57 (3) 


Winkelvariable genannt. Da nach (36;12c) und (la) die neue HamıLTon-Funk- 
tion K(J, w) = E(J) ist, gilt nach den kanonischen Gleichungen: 


seen wi 
DT const, d.h. w=ozit, (4a-b) 


wobei ö als Phasenkonstante bezeichnet wird.!) Die Winkelvariable — die zy- 
klisch ist, da sie in der neuen HAMILTON-Funktion Z(J) nicht auftritt — wächst 
also linear mit der Zeit, während einer Periode r um den Betrag 


OE 
dw = T57 (5) 
an. Dieselbe Zunahme kann man aber auch so ausdrücken: 
0 K09S 0J 
Aw =D 5r-dg = [wegen 31 7 ar ag (6) 


Das bedeutet: während das System nach einer vollen Bewegung in seinen Aus- 
gangszustand zurückkehrt, wächst w um den Betrag l an, d.h., die Bewegung ist 
periodisch in w mit der Periode l. 


Aus (5) und (6) folgt 7 = — 1 oder 


Fr (7) 


die (Grund-)Frequenz v der Bewegung erhält man durch Differentiation der Ge- 
samtenergie E nach der Wirkungsvariablen J. Dazu ist es nicht notwendig, die 
vollständige Lösung des Bewegungsproblems zu kennen. Weiß man von vorn- 
herein, daß die Bewegung periodisch ist, so braucht man nur E als Funktion von 


1) Wählt man als Erzeugende an Stelle von 8 die vollständige Wirkungsfunktion 
W=S(g4J) — E(J)t, so ist die zu J konjugierte Variable die Phasenkonstante ö. Es gilt 
nämlich nach Gl. (36,12b) für die neue Koordinate: 


und dies ist mit Gl. (4b) identisch. 
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J auszudrücken. Darin liegt der Hauptvorteil der Einführung von Wirkungs- 
und Winkelvariablen. 


Das Verfahren sei am Beispiel des linearen harmonischen Oszillators erläutert. Die Energie- 
gleichung und die verkürzte HAMILTONX-JAcogIsche Gleichung lauten hier [vgl. Gl. (1a-b) 
und (36,17)]; | 


2 en (one 8a-b 
Ba a (8a2-b) 


Aus der ersten folgt für die Wirkungsvariable:. 


J = Öpdg = GY2mE— mkqi da. (9) 


Die Integration kann erspart bleiben, da ./ gleich dem Flächeninhalt der durch Gl. (8a) be- 
schriebenen Ellipse mit den Halbachsen Y2mE und y2E/k ist, d.h. 


Mm 
8-22, (10a) 
also 
öE j k io 
Pa) al m‘ (10b) 


Dies ist mit dem bekannten Ausdruck für die Frequenz » übereinstimmend. | 
Will man das Problem weiter behandeln und die Winkelvariable einführen, so bildet man 
aus Gl. (8b) und dann unter Benutzung von Z = vJ [vgl. Gl. (10a-b)] die Funktion $ (g, J): 


Ss - /YomE — mkg? dq=.Yam|YoJ — 2nv?mg? dag. (11) 


Ss 
Hieraus läßt sich w = 2 leicht berechnen. Das Resultat lautet: 


0J 
98 1 . nz 5 5 
v-,7 77, aTcsin jj q. (12) 


Wenn man diese Gleichung nach g auflöst und dann p aus Gl. (8a) berechnet, erhält man 
die Lösung des Problems in der Form 


I 
g= V.- sin2zw p=Y2vmJ cos2nw, (13) 
wobei nach Gl.(4b) und (10b) w=»vt + öist. 


2. Separierbare mehrfach periodische Systeme. Von den Systemen mit mehre- 
ren Freiheitsgraden betrachten wir hier nur solche konservativen Systeme, die in 
den gewählten Koordinaten q,, . . -, 9, separierbar sind, bei denen ..also ein voll- 
ständiges (f beliebige Konstanten Z, &,, .. ., a, enthaltendes) Integral der ver- 
kürzten HAMILTON-JAcoBIschen Gleichung (37,13) in der Form 


S =— (91; E, Oo; “009 &r) + ET + S,(g;; E, Oo; ...9, &r) f (14) 


gefunden werden kann. [Im Sonderfall der Gl. (37,17), bei dem die Separation 
dadurch ermöglicht wird, daß die HAmıLton-Funktion in eine Summe von 
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Gliedern H,.(q,, p,) zerfällt, tritt in jedem S, nur eine Konstante auf.] Die Be- 
wegung des Systems nennt man - im später noch zu präzisierenden Sinne -— 
periodisch, wenn jedes Variablenpaar (g,, p,) Sich so verhält, wie wir es in 
Absatz 1 angegeben haben, wenn also die „Projektion“ der Phasenbahn auf jede 
(9, P,)-Ebene des Phasenraumes eine Libration oder Rotation darstellt. 

Auf die betrachteten Systeme lassen sich die Definitionen und Sätze von Ab- 
satz 1 übertragen. Man kann die durch die Gleichungen 


08 
„=dndn=P5- 49 = IE Rp +, ,) kz=l,2)..s 1) (15) 


definierten, zeitlich konstanten Wirkungsvariablen als neue Impulse wählen, auf 
Grund der f Gleichungen (15) die Konstanten E, &,..-, 7 als Funktionen von 
J1,..., J‚ansehen, somit die letzteren in die S, einführen: 8, = S (9: J19::+Jp)» 
und dann die kanonisch konjugierten Winkelvariablen 


ee ae) 
ON, 0J, 


(k=1,2,...,f) (16) 


definieren. Mit Sals Erzeugender einer kanonischen Transformation ergibt sich 
die neue HAMILTON-Funktion zu 


Eilssud: (17) 


woraus nach den kanonischen Gleichungen 


— const = 9,, (18) 


Be OE 
7 0J, 

also 
v.=rnt-+ ö, (19) 


folgt. Die Zunahme von w, während eines vollen Umlaufs bzw. während eines 
Hin- und Herganges einer Koordinate g, beträgt bei festgehaltenen übrigen 
Koordinaten: 


A,w - Pe de -0, 0° 0 #95, _IAı _flfüri=k 
j = Tr, ai 
(20) 


Ist r, die zeitliche Periode von g,, so gilt nach G1.(19) A,w, = v,T,, während 
dieselbe Zunahme nach Gl.(20) gleich 1 ist. Es folgt also aus v,r, = 1, daß 
die durch Gl. (18) definierten Konstanten», =1/r, die Frequenzen der Bewegung 
bedeuten: Die zur Koordinate q, gehörige (Grund-)Frequenz v, ergibt sich durch 
Differentiation der Gesamtenergie E(J, ,.-. , J,) nach der Wirkungsvariablen J,. 

Nach den Gleichungen (16) können die Separationskoordinaten g, als Funk- 
tionen der Winkelvariablen angesehen werden: 


4=4 (use. w,) (=1, Des (21) 
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Wird nun w, um 1 vergrößert, während die übrigen w ungeändert bleiben, so 
durchläuft q, nach Gl. (20) eine Periode; die anderen g kehren dagegen ohne 
Durchlaufen einer Periode zu ihren Ausgangswerten zurück. (Denn würde z.B. 
auch q, eine Periode durchlaufen, so müßte auch w, um: 1 zunehmen.) Wächst 
w, um 1 an, so nimmt q, im Falle der Libration seinen ursprünglichen Wert an, 
im Falle der Rotation wächst aber q, um seine räumliche Periode q,, (gewöhn- 
lich um 2x). Bei der Rotation ist daher nicht q,, sondern q, — w,g;o eine 
‚periodische Funktion von w,. Es folgt also: die Separationskoordinate q, (bzw. 
Gr — W940) ist periodisch in w, mit der Periode 1. Jede Separationskoordinate 
g, läßt sich daher als FouURIErR-Reihe darstellen. Nach $ 9, 7 und mit Verwen- 
dung der übersichtlicheren komplexen Form erhalten wir: 


i = er grinn, — SEE grinest+ 3) (k=1,2,...,f), (22) 
bzw. 9, — W920 


n==-% nn==-o 


mit den Koeffizienten 1 
Ya [ner ".dw,. (23) 
ö 


will man die Bewegung des Systems in irgendwelchen anderen, mit den q, 
eindeutig zusammenhängenden Koordinaten — z.B. in rechtwinkligen Koordi- 
naten x, — beschreiben, so treten offenbar in den x, nicht nur eine der Grund- 
frequenzen, sondern alle v,,...,», auf. Dann lassen sich die x, als mehrfache 
FOURIER-Reihen darstellen: 


=y . ZN. „ermuretmm) ((=12,...,f), (24) 


N,=- W=-- 
oder mit w, = v,t + ö, in einer etwas einfacheren Form: 


x = Icon... yeritmun + +amttönen) ((=1,2,...,N: (25) 
N,°°+.74 


Hieraus sieht man, daß dıe Bewegung in der Zeit im allgemeinen nicht perio-- 
disch ist; denn wächst t z.B. um 1/v,, dann nimmt zwar der erste Exponential- 
faktor e?*tnır.tseinen ursprünglichen Wert wieder an, die anderen aber nur unter 
bestimmten Bedingungen für die Frequenzen (s. im folgenden). Daher werden 
diese Systeme bzw. Bewegungen als bedingt oder mehrfach periodisch bezeichnet. 

Ein System mit f Freiheitsgraden ist dann und nur dann einfach periodisch, 
wenn zwischen den Frequenzen f — 1 Relationen der Form 


G;19ı 4 %o9% +" + pipe =0 (# —a a 2,. „I-) (26) 
mit ganzzahligen Koeffizienten a,, bestehen. Aus diesen Gleichungen lassen 
sich nämlich die », bis auf einen Faktör ». bestimmen: 9, = a9, ...,9, = ap, 


wobei die a, ganzzahlig gewählt werden können. Man kann das auch so aus- 
drücken: Das System ist dann und nur dann einfach periodisch, wenn alle Fre- 
quenzen kommensurabel sind. Die Grundfrequenz », ist dann der größte ge- 
meinsame Teiler der Frequenzen »,, ... -, 97. 
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Bestehennurs(s f — 1) Beziehungen der Form (26) - d.h., lassen sich s Fre- 
quenzen rational durch die übrigen ausdrücken -, so nennt man das System oder 
die Bewegung s-fach entartet oder (f— s)-fach periodisch; s heißt Entartungsgraa. 
Dementsprechend wird ein f-fach periodisches System (s = 0) auch als nicht- 
entartet, ein einfach periodisches (s = f — 1) auch als völlig entartet bezeichnet. 


Die einfachsten Beispiele für die Entartung kommen dann vor, wenn zwei oder mehrere 
Frequenzen übereinstimmen. Sind z.B. bei dem räumlichen harmonischen Oszillator, dessen 
HAMmtLToN-Funktion zu 


l..2% ...% Uwe 
H=-,- BP +R)+zhetkytie (kl, >0) (2 


1 ı/k, 
und dessen Frequenzen zu v,;, = „y& gegeben sind [vgl. Gl. (8a)], zwei von den quasi- 


elastischen Konstanten &k einander gleich, so ist dieses System einfach, der isotrope Oszilla- 
tor mit k, = k, = k,ist dagegen zweifach oder völlig entartet. Die Bahnkurve des Massen- 
punktes ist im nichtentarteten Fall eine räumliche LıissaJous-Figur ($$ 5 und 17); bei ein- 
facher Eintartung verläuft sie auf einem elliptischen Zylinder (dessen Achse bei k, = k, die 
z- Achse ist), und bei völliger Entartung ist die Bahnkurve eine Ellipse ($ 17). Die Bewegung 
ist nur im letzten Fall periodisch. In den ersten beiden Fällen kommt die Bahnkurve jedem 
‘Punkt eines achsenparallelen Quaders bzw. eines begrenzten Stückes der erwähnten Zy- 
linderfläche beliebig nahe. 

Die letzteren zwei Aussagen sind nur Sonderfälle eines allgemeinen Satzes, nach dem die 
Bahnkurve eines separierbaren mehrfach periodischen Systems mit f Freiheitsgraden bei 
fehlender Entartung jedem Punkt eines f-dimensionalen Gebietes des q-Raumes, bei 
s-facher Entartung dagegen jedem Punkt eines (f — s)-dimensionalen Gebietesbeliebig nahe- 
kommt. (Die Begrenzungen der Gebiete werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt.) 
Beim Beweis - auf den wir verzichten müssen — geht man von der Darstellung der Bahn- 
kurve im Raum der Winkelkoordinaten (im w-Raum) aus, in dem die Bahnkurve nach 
Gl. (19) eine Gerade ist und in dem das Gebiet wegen der Periode 1 der w, auf den Einheits- 
würfel beschränkt werden kann. Einige weitere Fragen werden wir in Verbindung mit dem 
noch zu behandelnden Beispiel berühren. 


3. Die KEPLER- Bewegung. Beziehungen zur Astronomie und Quantentheorie. Die HaMIL- 
Ton-Funktion eines Massenpunktes m, der sich in einem Zentralfeld mit dem Potential 
Y (r) bewegt, lautet in sphärischen Polarkoordinaten nach Gl. (35, 34) 


Im r? sın?® 


1 1 
tat) + PO 3) 


Hieraus-folgt (wenn mänp, durch —- ersetzt usw.) die verkürzte HAMILTON.JACOBIsche 


partielle Differentialgieichung Or | 
ı [os 1/08“ 1 [age 
er (35) + + zul) Vn)=E#, (29) 
die mit dem die Separation erzielenden Ansatz 
8= ER(r) +09) +©() (30) 


in 


ı 2} 1 /dO\: 1 (do 
Im |\dr: = r =) 7 r2sin?d (7) u S 
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dd \? 
übergeht. Denkt man sich diese Gleichung so geordnet, daß auf der linken Seite &) 


allein steht, so hängt die linke Seite nur von 9, die rechte nur von r und d ab. Damit diese 
Gleichung für alle Werte von r, 9, p besteht, müssen beide Seiten gleich einer Konstanten 
(&,) sein. Wir setzen also 


dd 
Für die verbleibende Gleichung 


1 (AR® ı[do® 
am (ar)* 7 () a) nen 


kann eine ähnliche Schlußweise angewendet werden. Man erhält 


do‘: & A 

(3 Ar Se 
dR? o% 
(7) + = 2m[E— Vol. (34) 


Das Problem wurde also in die drei gewöhnlichen Differentialgleichungen (32) bis (34) 
separiert, die insgesamt drei willkürliche Konstanten (E, «5, a.) enthalten. Jede der drei 
Differentialgleichungen läßt sich durch eine Quadratur lösen, und man kann mit Hilfe der 
so bestimmten Funktion 8 in Gl. (30) die Lösung des Problems in der in $ 37,3 behandelten 
Form angeben. Es sei betont, daß diese Lösungsmethode bei beliebigem Zentralfeldpoten- 
tial V (r) anwendbar, also nicht auf das Kr.rL£r-Problem V = const/r beschränkt ist. Wir 
wollen jetzt nicht dem obigen Weg folgen, sondern uns mit den Wirkungs- und Winkel- 
variablen befassen. 
Die Wirkungsvariablen lauten nach Definition (15) und nach G1.(32) bis (34): 


dd 
I, dpedp = Dirdp =D onde, (35) 
do ; % 
1,= 50,00 = DE 0 =D) 5 - 2500, (36) 
| dR | ‚05 
J dp,dr — 0 Fra = © Venız- V(r)] ar. (37) 


Das urste Integral hat, da die Koordinate » offenbar vom Rotationstyp mit der Periode 
2r ist: den Wert 


27 
Jo 


IY=[opdp=2nup, ao 9-57. (38) 
6 Tr 


Beim zweiten Integral lassen sich die Grenzen des Variabilitätsbereichs von ® (dmin und 
Ömax) daraus bestimmen, daß der Integrand p, reell und endlich bleiben muß. Das ergibt 


entsprechend den beiden Nullstellendes Radikanden: sindmin = zz | und Imax =r — dnin- 


Die Integration (bei der die Quadratwurzel von dnin bis dmax mit positivem, in der um- 


$ 43. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen 235 


gekehrten Richtung mit negativem Zeichen zu nehmen ist) läßt sich leicht durchführen und 
ergibt als Resultat 


| i Js+Jo 
J,= 27 (&,— 9), also zusammen mit Gl.(38) a,= ern. (39) 
Setzt man dies in G1.(37) ein, so erhält man 
_ (Jat Jo)? 
J,= ® Von [B— Wr dr. (40) 


Diese Gleichung bestimmt nach der Ausführung der Integration die Funktion Z = 


E(J,, Js, Jg), aus der die Frequenzen», , vg, v„nach Gl. (18) durch», = usw. folgen. 


OE 
8J,’ 
Da aber. Js und J, in Gl.(40) nur in der Kombination Js + J p auftreten, sieht man schon 
jetzt ohne Rechnung, daß vs = »,, d.h. jede bedingt periodische Bewegung des Massen- 
punktes in einem Zentralfeld mindestens einfach entartet ist. 

Wir spezialisieren nun das Potential Y(r) auf 


C 
Vor) = — m mit C=ymM bzw Ü=Ze, (41) 


je nachdem, ob die Bewegung der Masse m im Gravitationsfeld der Masse M oder die Be- 
wegung eines Elektrons mit der Ladung —e im CouLoMmp-Feld eines Atomkerns der 
Ladung Ze betrachtet wird. Zur Auswertung des Integrals auf elementarem Weg muß man 
die „Librationsgrenzen“ "min und "max von r durch Nullsetzen des Radikanden, als Wurzel 
einer quadratischen Gleichung bestimmen. Damit beide Wurzeln rmin und "max positiv 
sind, muß - wie man Jeicht- sieht - die Gesamtenergie Z negativ sein. Dies stimmt mit 
dem im $ 21,2 erhaltenen Ergebnis überein, wonach nur E< 0 zu einer periodischen 
Eilipsenbahn führt. Die Berechnung des Integrals (die auf elementarem Weg ziemlich 
umständlich ist, mit der Cavc#yschen Methode der komplexen Integration aber schnell 
gelingt) ergibt Ge 
2m | 

- (J0+ 40) +20\/ pt (42) 
woraus 2 enmlr z 

Wr Ir Tg n 
folgt. Man sieht aus c.08) , =37 un. daß alle drei Frequenzen »,, v,, v9 gleich 


sind : die KEPLER- Bewegung ist zweifach (völlig) entartet, was ihrem rein periodischen Charak- 
ter entspricht. Für diese Frequenz » erhält man durch Differenzieren von.Gl. (43) z.B. nach 
5 4n2mC? 

u FREE Fee Ze 
Drückt man hierbei (J, + J,+ Jg) mit Hilfe der Gl.(43) durch E aus, so ergibt sich für 


die Umlaufzeit r = — 


v 
= Vz d tE=—, vol.(21,27 —2 Im (45 
vn — gps Oder |mi =, vell ‚27)| =2n cd ) 


d.h. das dritte KepLersche Gesetz. 
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Die zu J,, Jg, Jo Konjugierten Winkelvariablen w,, wg, w, wären nach der Definition 
(16) durch die Gleichungen 


08 08 08 r 
er Fa re er 


einzuführen [wobei S aus Gl. (30) und (32) bis (34) und mit Ersetzen von &,, #8, Z durch die 
J,;zu nehmen ist]. Wir gehen darauf und auf die weitere Behandlung des Problems nicht 
näher ein, sondern wollen nur einige allgemeinere Fragen und Ergebnisse ohne Beweis er- 
wähnen. 

Ist das separierbare mehrfach periodische System mit f Freiheitsgraden s-fach ent- 
artet, so lassen sich statt der ursprünglichen Wirkungs- und Winkelvariablen durch eine 
kanonische Transformation neue J; und w;, mit folgenden Eigenschaften einführen: Die 
f— sunabhängigen Frequenzen des Systemsergeben 
sich aus der nur f — s Wirkungsvariablen enthalten- 
den Hamıtron-Funktion E(J,, -.., Jy-,) nach 


ES: Jr- ; 
y = a (G=1,2,..,1— 8), 


(a7) 


die übrigen s Winkelkoordinaten sind konstant, die 
zugehörigen Frequenzen sind also Null. Die in 
Gl. (47) vorkommenden J, und w, werden als esgent- 
liche, die übrigen als wneigentliche Wirkungs- und 
Winkelvariablen bezeichnet. 

Bei der KErLER-Bewegung ergeben sich als neue 
Wirkungsvariablen 


Jı =J, +Js+Jo 
EI ET, (48) 


Die zugehörigen neuen Winkelvariablen seien mit 
W,, Wa, W, bezeichnet. Die Bedeutung dieser sechs 
Größen, die in der Astronomie unter dem Namen 
Deraunaysche Bahnelemente bekannt sind, ist die 
folgende (siehe Abb.76): 2rrw, ist der Winkel zwischen der Knotenlinie (Schnittgerade 
der Bahnebene mit der xy-Ebene des Inertialsystems) und der x-Achse, 2nw, der 
Winkelabstand des Periheis vonder Knotenlinie und 2rw, die „mittlere Anomalie“, die die 
Lage des Planeten in der Bahnebene bestimmt. Sie bedeutet den Winkelabstand eines ge- 
dachten Punktes vom Perihel, der gleichförmig umläuft und jedesmal gleichzeitig mit dem 
Planeten das Perihel passiert. (Es ist 2 zw, = u — € sin u, wobei u diein der Parameter- 
darstellung der Ellipse x = a cosy, y = bsinuw auftretende „exzentrische Anomalie“ und 
€ die numerische Exzentrizität bedeuten.) J,/2r- der zu2rw, konjugierte Impuls - ist die 
z-Komponente des Drehimpulses, J,/2r der Betrag des Drehimpulses, und für die dritte 
Wirkungsvariable J, gilt nach G1.(48) J, = J, + J;. Da w, und w, (zusammen mit J,/J, 
=arccosd) die Lage der Bahnebene bestimmen, also bei der (ungestörten) KEPLER- 
Bewegung konstant sind, stellen w, und J, die eigentlichen Winkel- und Wirkungs- 
variablen dar, wie man das auch aus dem Energieausdruck [vgl. (43) und (48)] 


2 n?mÜ? 


E= Zur (49) 


Abb.76 


erkennt, 
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Die genannten sechs Variablen erweisen sich besonders dann als vorteilhaft, wenn man die 
durch den Einfluß von anderen Planeten hervorgerufenen Abweichungen von der einfachen 
elliptischen Bewegung - die „Störungen“ - berechnen will. Während bei der ungestörten 
KerLer-Bewegung die Deuaunayschen Elemente mit Ausnahme von w, konstant sind, 
läßt sich die gestörte Bewegung oft durch eine langsame Änderung dieser Elemente mit der 
Zeit darstellen. So entspricht z.B. einer Änderung von w, die in $40 erwähnte Perihel- 
bewegung des betreffenden Planeten. Die Wirkungs- und Winkelvariablen (die sich nicht nur 
für separierbare, sondern auch für allgemeinere mehrfach periodische Systeme definieren 
lassen), sind also von größter Bedeutung für die astronomische Störungstheorie, die vor allem 
von LAGRANGE, DELAUNAY, GYLDEN, LINDSTEDT, BOHLIn und PoINncARE entwickelt wurde. 

Die Wirkungs- und Winkelvariablen haben auch in der Bonkschen Quantentheorie eine 
äußerst wichtige Rolle gespielt. Nach der Quantentheorie gibt es bekanntlich bei atomaren 
Systemen ausgezpichnete „stationäre Zustände“, die eine eigenartige Stabilität gegenüber 
langsamen äußeren Einwirkungen besitzen und die von den übrigen mechanisch möglichen 
Bewegungen durch die „Quantenbedingungen“ ausgewählt werden. Nun läßt sich zeigen, 
daß von den Integralen eines mehrfach periodischen Systems einzig und allein die (im. 
wesentlichen eindeutig festgelegten) eigentlichen Wirkungsvariablen die Eigenschaft haben, 
bei unendlich langsamen („adiabatischen“) Änderungen von Parametern des Systems 
unverändert zu bleiben, d.h. adiabatisch invarıant zu sein. [So ist z.B. beim linearen har- 
». monischen Oszillator oder beim mathematischen Pendel die Wirkungsvariable nach Gl. (10) 
gegeben zu J = E/. Die adiabatische Invarianz von J bedeutet, daß bei hinreichend lang- 
samer Verkürzung der Pendellänge der Quotient aus der Energie und der Frequenz des 
Pendels in erster Näherung unverändert bleibt.] Daher ist es naheliegend, die Quanten- 
bedingungen so zu formulieren, daB die eigentlichen Wirkungsvariablen J, des Systems ganz- 
zahligen Vielfachen der PLanckschen Konstanten h gleichgesetzt werden: 


Ja = Na h. (50) 


Diese Quantelungsvorschrift wurde 1915 von SOMMERFELD, PLANcK und WiıLson noch 
vor der bereits angedeuüteten EnREnF&stschen Adiabatenhypothese aufgestellt. 

Bewegt sich z.B. ein Elektron im CovLomBschen Feld eines Kerns, so ist bei diesem 
völlig entarteten System die einzige eigentliche Wirkungsvariable J,, und wenn man 
J, = nh setzt (n ist die „Hauptquantenzahl‘), erhält man nach Gl.(49) und (£1) den be- 
rühmten Ausdruck 

2nmZ®e: 
re u = 

für die diskreten. Energiewerte des Wasserstoffatoms. Bewegt sich das Elektron statt im 
CovLomBschen in einem beliebigen anderen Zentralfeld, oder wird seine relativistische 
Massenveränderlichkeit berücksichtigt, so wird die Entartung des Systems teilweise auf- 
gehoben. Die vorher konstante Winkelvariable w, verändert sich jetzt mit der Zeit, und 
entsprechend erhält man statt der geschlossenen Ellipsenbahn eine Ellipse mit Perihel- 
bewegung („Rosettenbewegung“ ähnlich wie in Abb.48). Die zu w, konjugierte Variable 
J, wird jetzt eine eigentliche Wirkungsvariable, und die Energie # = E(J,, Ja) hängt in- 
folge der weiteren Quantenbedingung J, = kk (k heißt azimutale oder Nebenguantenzahl) 
von n und &k ab. Auf diese Weise gelangt man z.B. zur SOMMERFELDschen Theorie der 
Feinstruktur der Wasserstoffterme. Die noch vorhandene einfache Entartung des Systems 
kann z.B. durch ein konstantes Magnetfeld in der z-Richtung (Abb.76) aufgehoben wer- 
den. Dann verändert sich auch w, linear mit der Zeit. Die Bahnebene führt eine gleich- 
förmige „LARMOR-Präzession“ um die z-Achse aus, und die Quantenbedingung J,; = mh 
(m ist die „magnetische Quantenzahl“) führt zu einer Abhängigkeit der Energie auch von m, 
die sich in der ZEEMAN-Aufspaltung der Energieniveaus offenbart. 
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$ 44. Der Stoß 


1. Stoß nennt man in der Mechanik das plötzliche Zusammentreffen zweier 
oder mehrerer fester Körper. Die genaue, von den elastischen und plastischen 
Eigenschaften der Körper ausgehende Theorie der bei dem Stoß auftretenden 
Erscheinungen ist ein schwieriges und noch nicht befriedigend gelöstes Pro- 
blem, in verschiedenen idealen Grenzfällen können jedoch einige Fragen auf 
Grund der Sätze der allgemeinen Mechanik leicht behandelt werden. Im folgen- 
den befassen wir uns nur mit dem Sioß von Massenpunkten bzw. nichtrotierenden. 
homogenen Kugeln. | 

Charakteristisch für den Stoß ist, daß bei ihm nur während einer sehr kurzen 
Zeit wirkende und sehr große Kräfte (,‚Stoßkräfte‘‘) eine Rolle spielen. Gewöhn- 
lich ist weder die Zeitdauer r des Stoßes noch die in dieser Zeit auf den Körper 
der Masse m wirkende Kraft 5 bekannt. Deshalb ist es zweckmäßig, die dyna- 

mische Grundgleichung md = % in ihrer 


10, nach der Zeit integrierten Form 


T 
mb — mt, = (Sdt (1) 
----om=------ > ö 
AV 
anzuwenden, die besagt: Die Änderung der. 
‚ P> Bewegungsgröße mv des Massenpunktes beim 
a Stoß ist gleich dem Zeitintegralder Kraft, dem. 
Abb. 77a sogenannten Kraftstoß.!) Dieser wurde ur- 


| sprünglich Impuls genannt, den man später- 
mit der Bewegungsgröße mb identifiziert hat. Der Kraftstoß kann aus der ge- 
messenen Geschwindigkeitsänderung bestimmt werden. Diese Bestimmung wird 
des öfteren (besonders beim analogen elektrischen Fall, bei der Messung des 
Strom- und Spannungsstoßes mit einem ballistischen Galvanometer) durch- 
geführt. 

Neben den sehr großen Stoßkräften kann man die während der Zeitdauer des: 
Stoßes wirkenden anderen Kräfte im allgemeinen vernachlässigen und somit. 
das bei einem Punktsystem auftretende Stoßproblem folgendermaßen formu-. 
lieren: Gegeben sind die auf die einzelnen Massenpunkte m, wirkenden Kraft- 
stöße und die Geschwindigkeiten der Massenpunkte vor dem Stoß; zu bestim- 
men sind die Geschwindigkeiten nach dem Stoß. Diesbezüglich können all- 
gemeine Gleichungen aufgestellt werden (die LAGRAngzschen Gleichungen der 
Stoßbewegung), wir beschränken uns hier aber nur auf eine kurze Übersicht des. 
Zusammenstoßes zweier Massenpunkte. | 


2. Der Stoß zweier Massenpunkte (Kugeln). Definitionen. Vom kinematischen 
Standpunkt aus ist der Stoß bei Körpern beliebiger Form zentral, wenn die ge- 
meinsame Normale der beiden Flächen im Berührungspunkt - die Stoßnormale - 
‚mit der die Schwerpunkte verbindenden Geraden zusammenfällt. Daher ist der 
Zusammenstoß zweier homogener Kugeln immer zentral. Von einem anderen. 


1) Analog wird das Zeitintegral des Drehmomentes Drehsioß genannt. 
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Gesichtspunkt aus ist der Stoß entweder gerade oder schief, je nachdem, ob die 
beiden Geschwindigkeiten unmittelbar vor dem Stoß in eine Gerade fallen 
oder nicht (Abb. 77a). 

Die Massen der beiden freien Massenpunkte seien m,, m,, ihre Geschwindig- 
keiten (in einem Inertialsystem) vor dem Stoß v,,; v, und nach dem Stoß v}, 
v,. Da in diesem aus zwei Körpern bestehenden System die im folgenden allein 
zu berücksichtigenden Stoßkräfte innere Kräfte sind, gilt in jedem Fall der Satz 
von der Erhaltung des Gesamtimpulses (Schwerpunktes): 


md] + Myb; = md + Med. (2) 


(Ähnlich besteht auch der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses, ergibt 
aber in den hier behandelten Fällen keine weiteren Gleichungen.) Zur Bestim- 
mung der Unbekannten bj, bz ist jedoch Gl. (2) allein nicht ausreichend, so daß 
ergänzende Annahmen notwendig sind. 


a) Der eine Idealfall ist der (vollkommen) elastische Stoß, bei dem die kinetische 
Energie des Systems gleich bleibt: 


mv]? er Mgvy? —= mv + MyVL. (3) 


'b) Der andere Grenzfall ist der (vollkommen) unelastische Stoß, bei dem die 
Geschwindigkeitskomponenten der beiden Körper in der Richtung der Stoßnormalen 
n die. gleichen bleiben: 

FOR 4 / 
Gm = Von. (4) 


c) Zwischen den beiden Grenzfällen, bei den tatsächlich vorkommenden Stößen, 
ist man in Ermangelung einer befriedigenden Theorie auf die Einführung von 
Erfahrungskoeffizienten angewiesen. Zu Beginn der Stoßdauer werden die Kör- 
per so lange zusammengedrückt, bis die ursprüngliche Relativgeschwindigkeit 
don — dm (in der Richtung der Stoßnormalen) Null wird. Dann folgt der Rück- 
gang der Formänderung. Die Richtung der Relativgeschwindigkeit kehrt sich 
um, nach Beendigung des Vorgangs ist jedoch die Relativgeschwindigkeit 
vn — da, wegen der unvollständigen Elastizität kleiner als v,, — v,„. Die Er- 
fahrungskonstante 

dm = vn = (5) 
%n Vin 


nennt man Restitulions- oder Stoßkoeffizienten. Beim elastischen Stoß iste=1, 
beimsunelastischen Stoß e= 0. (Nach den Messungen ‚beträgt der Wert von e 
z.B. bei Stahlkugeln etwa 0,6, bei Elfenbeinkugeln 0,9.) 


&. Der gerade Stoß wird auf Grund des Vorangehenden in dem allgemeinen 
Fall - der auch den elastischen und den unelastischen Stoß enthält - durch die 
Gl. (2) und (5) beschrieben (statt mit b, und v,, jedoch mit der Bezeichnung », 
usw., da jeder Vektor in die Gerade der Stoßnormalen fällt): 


mv + m, = muy mi, und V —n = & (9, — 9). (6) 
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Die Lösung dieses Gleichungssystems liefert die Geschwindigkeiten nach dem 
Stoß: 
m tm ' mtm 

(7) 


(1 + em, Mg — EM, 
= re 4 — 
My + Mg m + Ma 


S 
DD 


Einige Beispiele für die Diskussion der Formel: Bei dem Stoß gegen eine 
ruhende Wand großer Masse (m, > m, , d%, = 0) folgt v; = —ev,. (Also prallt 
z.B. eine Stahlkugel von der Stahlplatte mit etwa halber Geschwindigkeit zu- 
rück. Auf diese Weise kann man Härteproben anstellen.) Beim elastischen Stoß. 
von Kugeln gleicher Masse (e = 1, m, = m,) folgt aus Gl. (7): v = v,,% = v,. 
d.h., die Geschwindigkeiten vertauschen sich. Beim unelastischen Stoß (e = 0) 
ist die gemeinsame Geschwindigkeit gegeben zu 

3 ‚ Mıdı + Modg 
vu, 
1.7 m, + m, (8) 

Mitden Gl. (7) kann man leicht berechnen, daß infolge des Stoßes die Abnahme 
der kinetischen Energie des Systems, der sogenannte CArnorsche Energiever- 
lust, 


=. ed)? (9) 
2 


beträgt. AT nimmt beim elastischen Stoß (e = 1) den Wert Null - in Überein- 
stimmung mit der Definition (3) — und beim unelastischen Stoß (e = 0) seinen 
größten Wert an. Im letzteren Falle läßt sich Gl. (9) in der folgenden Form an- 
schaulicher schreiben: 

M, Mo, 


1 
AT= Zum. wobei ee 


(10) 
die schon in $ 40,7 eingeführte reduzierte Masse des Systems und v, = v, — % 
die Relativgeschwindigkeit bedeuten. 

Die wichtigsten Gesetze des elastischen Stoßes waren bereits 1656 HuyaGEns 
bekannt. 


4. Der schiefe Stoß (bei bekannter Stoßnormalen) kann auf den geraden Stoß 
zurückgeführt werden, indem man die Geschwindigkeiten in zwei Komponen- 
ten zerlegt, nämlich in Richtung der Stoßnormalen (v,) und zu dieser senk- 
recht, in der Tangentialebene (v,). Im allgemeinen Falle gelten für die Normal- 
komponenten die Gl.(T), und die Tangentialkomponenten bleiben unverändert: 


v1: = U v5: —= by. (11) 


Man hat also gerade vier Gleichungen zur "Bestimmung der vier Unbekannten 
(Un: Yan» Yırr Yaı)- 
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Einfaches Beispiel: Die in der x-Richtung bewegte Kugel I stoße elastisch 
nach Abb. 77b gegen die ruhende Kugel 2 der gleichen Masse. ‚(Ähnliches 
geschieht auch beim ‚Knopfspiel“.) Die Kugel 2 übernimmt dann - wie wir bei 
dem geraden Stoß gesehen haben — von der Kugel ! die Normalkomponente v,, 
ihrer Geschwindigkeit, die Tangentialkomponente »v,, behält die Kugel / bei. 
Die so nach dem Stoß erhaltenen Geschwindigkeiten b},, v; gibt die Abbildung 
wieder. Ist die Masse der ruhenden Kugel 2 sehr groß, so daß sie als eine feste 
elastische Wand angesehen werden kann, so geht v,„ nach dem Stoß in —v,, 
über, und »,, verändert sich nicht. Die 
Kugel I! prallt also von der Wand mit 
einer Geschwindigkeit zurück, die von 
gleicher Größe ist wie die ursprüngliche, 
und der mit der Normalen gebildete 
„Keflexionswinkel‘“‘ stimmt mit dem 
„Binfallswinkel‘“ überein. Bei der ge- 
naueren Theorie der Zusammenstöße 
der Kugeln (z.B.des Billardspiels) muß 
die Drehung und auch die Reibung zwi- 
schen den Flächen in Betracht gezogen 
werden. 

Ist die Richtung der Stoßnormalen 
unbekannt, so sind natürlich, wie auch 
aus Abb.77b ersichtlich, die Geschwin- 

| digkeiten v}, d, nicht eindeutig be- 

R stimmt. (Einen entsprechenden Fall 
ar stellt z.B. in der Atomphysik — wenn in 

Abb.77b I ein Photon und 2 ein Elek- 
Abb. 77b tron bedeuten — die sich im CoMPTor- 
Effekt äußernde „Streuung“ dar.) 
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1. Rakete nennt man ein Fluggerät, das durch die Rückstoßkräfte fortbewegt 
wird, welche beim kontinuierlichen Ausstoßen des mitgenommenen Treibstoffes 
bzw. der aus dessen Verbrennung entstehenden Gase auftreten. 

Die Bewegungsgleichung einer als punktförmig angesehenen Rakete kann 
auf Grund des allgemeinen Impulssatzes d®/dt = % (vgl. $27) aufgestellt werden. 
Zur Zeit i hat die Rakete, wenn ihre Masse einschließlich Treibstoff m = m({t) 
und ihre Geschwindigkeit in einem Inertialsystem v = v(f) sind, den Impuls 
mv. In dem nun folgenden Zeitabschnitt di ströme die Masse udt = — dm 
(= Massenabnahme der Rakete) mit der relativen Austrittsgeschwindigkeit c 
aus, der im Inertialsystem die Geschwindigkeit 


v=d-+e (1) 


entspricht. Die Änderung des Gesamtimpulses in der Zeit di setzt sich dann aus 
der Änderung d(mp) = m dp + dm - v des Raketenimpulses und dem Impuls 


16 Budö, Mechanik 
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udiv’= (—dm)v’ der ausgestoßenen Masse zusammen: d& = d(mvp) — dm v'. 
‚Nach dem Impulssatz d&/di = % gilt also 


d(mv) dm ,_ 
und hieraus ergibt sich mit (1) die folgende Bewegungsgleichung der Rakete: 
dv  ... dm _ 
md en (oder mm=5—ut. (3) 


Hier sind die auf die Rakete wirkende äußere Kraft % (gewöhnlich Schwerkraft 
plus Luftwiderstand), die in der Zeiteinheit ausgestoßene Masse u» — = und 
die relative Austrittsgeschwindigkeit c im allgemeinen als gegebene-Srößen bzw. 
Funktionen zu betrachten. Im Falle einer geradlinigen Bewegung in der z2-Rich- 
tung, z.B. bei vertikalem Aufstieg, wählen wir die Bezeichnungen F,=F, 


v,=v, !=V und ,=-.c, so daß bei der Fortbewegung der Rakete v 
undce (=v — vf) positiv sind; dann gilt 
dv dm - : 
mc (der mi=F+uc). (4) 


Eine Rakete läßt sich, indem man wie oben nur die Bewegung ihres Schwer- 
punktes in Betracht zieht, als Massenpunkt mit veränderlicher Masse m = m(f) 
auffassen. Der Unterschied der Bewegungsgleichung (2) bzw. (3) zu der für 


die konstante Masse gültigen dynamischen Grundgleichung u 0) = % bzw 
m - = x besteht in folgendem. Bei der ersten Form (2) muß der auf die Zeit- 


d(mo) 

dt 
der pro Zeiteinheit ausgestoßenen Masse hinzugefügt werden, um die äußere 
Kraft % zu erhalten; bei der zweiten Form (3) wirkt die dem pro Zeiteinheit ab- 
geführten, relativ zur Rakete gerechneten, Impuls (— mc) entsprechende 
„Rückstoßkraft“ mc als eine äußere Kraft, die zu % zu addieren ist, um md zu 
bekommen. | 

Im folgenden wollen wir annehmen, daß beim Start (# = 0,v = 0) die Rakete 
samt Treibstoff die Masse (Anfangsmasse) m, besitzt und daß die relative Aus- 
trittsgeschwindigkeit c während der ganzen Zeitdauer des Ausstoßes, von i = 0 
bis t,, konstant ist; zur Zeit t, sei die Masse (Endmasse) der Rakete m,. Dann 
folgt aus Gl.(4), zunächst ohne Berücksichtigung äußerer Kräfte (F=0): 


einheit bezogenen Impulsänderung der Rakete noch der Impuls (— mv’) 


dv=—c - ‚ und hieraus ergibt sich durch Integration die Geschwindigkeit 


der Rakete zu m (t) 


[em _ Mg 
=. cn (5) 
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Insbesondere erhält man für t = t, und mit m(t,) = m,, daß die theoretisch er- 
reichbare Höchstgeschwindigkeit der Rakete 


Ymaz — ein 4 (6) 
e 


Id A .. .. hd m 
ist, sie hängt also nur von c und dem Massenverhältnis — 


m 
1898). | i 
Wird beim vertikalen Aufstieg nur die Schwerkraft als äußere Kraft berück- 
sichtigt, so gilt nach Gl. (4\mt = — mg:i=—g+ ee . Unter der An- 
nahme, daß’außer g und c auch die pro Zeiteinheit ausgestoßene Masse u = —m 
konstant und damit m(t) = m, — ut (für Ost Sit,) ist, läßt sich die Bewe- 
gungsgleichung ö 


ab (ZIOLKOWSKI, 


SER SEN EINER 
= we (7) 
- die unmittelbar die Beschleunigung a(t) angibt — leicht integrieren. Mit den 
erwähnten Anfangsbedingungen (v =0 und 2=0 für !=0) erhält man für 
die Geschwindigkeit v(t) und die Sterghöhe z(t) die Ausdrücke 


My. ! u 
vll) nn Mr — gt [= —cın (i — ) 98), (8) 
EL | = a #;|_ 2 f2 
z(t) = (i „In i N + -J 3 gr. (9) 


Für ein Zahlenbeispiel wählen wir die folgenden, ungefähr der V 2- bzw. A4-Rakete ent- 
sprechenden Daten: c = 2 km/s, m, = . kg, Treibstoffmasse m, = 9000 kg, Auspuff- 


dauer f, = 70s. Dann ist m, = 4000 I, —“ — 3,25, und somit wäre nach Gl. (6) im kräfte- 


mM 
freien Fall vmax = 2,4 km/)s. Ferner erhält man mit u» = er rs 0,01 m,/s und g = 9,8 m/s? 


aus Gl.(7) bis (9): 


56,3 m/s? 


1,72 km)s 


Von ti, = 70 san verhält sich die Rakete wie ein mit der Anfangsgeschwindigkeit 1,72 km/s 
vertikal aufwärts geworfener Körper. Sie könnte also im Juftleeren Raum, wie man auf 
Grund von (4,29) leicht findet, eine Maximalhöhe von 195 km erreichen. - Die Größe uc, 
die nach Gl. (4) als „Triebkraft‘‘ für die Rakete angesehen werden kann, hat in unserem Fall 
den während der ganzen Auspuffdauer konstanten Wert 260000 kg m 5-2 » 26500 kp. 
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Er zur Zeit die Austrittsgeschwindigkeit und das Massenverhältnis die Werte 
wv 2,5 km/s bzw. m,/m, »z 5 aus technischen Gründen kaum überschreiten kön- 
nen, lassen sich mit den bisher behandelten (einstufigen) Raketen nach Gl. (6) 
keine höheren Geschwindigkeiten als etwa 4 km/s verwirklichen. Zur Erreichung 
größerer Geschwindigkeiten werden Stufenraketen (Raketenzüge) verwendet, die 
aus mehreren aufeinandersitzenden Raketen von stark abnehmender Masse be- 
stehen. Zuerst wird nur die größte Rakete — die erste Stufe - in Betrieb gesetzt; 
nach dem Ausbrennen wird sie abgelöst und die zweite Stufe gezündet, die 
nach Brennschluß ebenfalls herabfällt usw. Wir bezeichnen die Masse der :-ten 
Stufe vor dem Betrieb (also samt Treibstoff) mit m,, nach dem Ausbrennen mit 
m,, den Zeitpunkt des Brennschlusses der :-ten Stufe mit t, und. nehmen für 
jede Stufe den gleichen Wert von c an. Für die Geschwindigkeiten v(f,) findet 
man dann z.B. bei einer dreistufigen Rakete (im Falle # = 0) durch sinngemäße 
Anwendung von Gl.(5): 


m, + Mm. + m Mo + m 
vt)=ch— 23, vl) -vl)=ch— 1, 

ee Po) m 

(10) 
vll) — v( 
3 
Durch AuUon ergibt sich die Endgeschwindigkeit [v(f,) = Ymax] ZU 
mM TMtM MM; My; 

En m; + m, =) (11) 


Die in Klammern stehende Größe, das effektive Massenverhältnis einer dreistu- 
figen Rakete, wird-also durch das Produkt der in (10) definierten Massenver- 
'hältnisse der einzelnen Stufen gegeben. Neuerdings lassen sich bei 3 oder 4 Stu- 
fen für jedes der letzteren Verhältnisse etwa die Werte 3 bis 4 verwirklichen 
und somit Endgeschwindigkeiten v » 3c In 3 bis 4c In 4, also von etwa 7 bis 
11 km/s und mehr erreichen. Solche Raketen sind einerseits die interkontinen- 
talen ballistischen Raketen (deren letzte Stufe, wenn sie nach dem Brennschluß 
unter geeignetem Winkel mit der Geschwindigkeit von 6 bis 7 km/s startet, 
Entiernungen von rund 6000 bis 10000 km überbrücken kann), andererseits die 
Raketen, welche „künstliche Himmelskörper“ inihre Bahnen bringen können. 

2. Künstliche Himmelskörper. a) Wir wollen zunächst die Bahn eines punkt- 
förmigen Körpers der Masse m bestimmen, der sich, aus einer gegebenen 
Anfangslage P,(t,) mit der Anfangsgeschwindigkeit v, in Bewegung gesetzt, im 
Gravitationsfeld der Erde widerstandsfrei bewegt. Die Erde mit der Masse 
M(> m) sehen wir als eine ruhende, homogene Kugel mit dem Radius R an, 
deren Mittelpunkt O im Ursprung des Koordinatensystems liegt.!) Die ge- 
stellte Aufgabe — ein KepLER-Problem — wurde im wesentlichen schon in $ 21 


1) Wir verwenden also ein Bezugssystem Oxyz, dessen Ursprung der Erdmittelpunkt ist, 
dessen Achsen aber an der Erddrehung nicht teilnehmen, sondern feste Richtungen gegen 
den Fixsternhimmel haben. Dieses System ist zwar wegen des Umlaufs der Erde um die 
Sonne kein Inertialsystem, für die folgenden Betrachtungen kann es jedoch als solches 
angesenen werden ($ 25). 
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gelöst: Die Bahn ist ein Kegelschnitt, der unter Einführung von Polarkoor- 
dinaten r, @ in der Ebene der Vektoren t, und p, (Abb.78a) durch die Gleichung 


p 
U ERSEEHE:. SEE 1 
r 1—ecosp (12) 


dargestellt wird, falls man @ von einer noch zu bestimmenden, mit rt, den Winkel 
99 einschließenden Geraden OX aus zählt. Unsere Aufgabe besteht nun darin, 


p 
Pr Ip, /! 
X G 1} / 
x De... / 
N . Vop A # 
\ hr / 
\ % 
RE 
E 90 / £ 
Ga jr) \ ©, 
$ \ p 1 
G \lz. 
G 0 Z 
G 
Z 
Z 
Abb. 78a 


den Parameter p, die numerische Exzentrizität e und auch den Winkel 9, durch 
die Anfangsdaten r,, v, und & (= Winkel zwischen v, und der „horizontalen“ 


‚Richtung BA) auszudrücken. 
Die Größen p und e sind nach Gl.(21, 12) und (21, 14) durch 


h2 | RM __\% 
P=p°’ E—= ae T (13) 


gegeben; hierbei bedeuten y die Gravitationskonstante, © und A (in $21 mit 
c und h bezeichnet) die im Energiesatz bzw. Flächensatz stehenden Konstanten, 
die mit den Anfangsdaten gemäß Gl. (21, 1) und (21,2) zusammenhängen: 


ns (14a) 


herr (dh = rd COS & (14b) 


[es ist nämlich r9:(D)o = Up VyC08 U, siehe Gl. (3,19) und Abb.78a]. Damit 
sind p und & bestimmt zu 
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ne no nu 7 
nn = —— 2 EA R 2 %. 
p cos"a,E 1 ur + cos? & (15) 
Der Winkel , schließlich ergibt sich daraus, daß nach Gl.(12) r, = en - ’ 
a = 0 


sein muß; dies liefert durch Einsetzen von (15) den Wert von cos @, oder nach 
leichter Rechnung den folgenden Ausdruck für tan 99: 


rv\. 
— —_|sin & 608 & 
M 


tan 9, = SI een u (16) 


5 
— 2 cos? & 


Durch die Gleichungen (12), (15) und (16) ist die Bahnkurve vollständig be- 
stimml. | R 

Für eine Kreisbahn muß bekanntlich e = 0 sein, und das ist nur möglich, 
wenn gleichzeitig 


a=0 und = > = ı, (17) 


1) 


sind. Führt man also die Anfangshöhe h = r, — R über dem Erdboden ein und 
beachtet, daß nach (15,14) y„M= R?2g (mit g = 9,8 ms”? und R = 6370 km) 
gilt, dann läßt sich sagen: Zur Kreisbahn’ist ein „horizontaler“ Start mit der An- 


jangsgeschwindigkeit 
_ı/yM _ 5 R? 
= 19 - Vor (18) 
erforderlich ; diese sogenannte &. reisbahngeschwindigkeit oder erste kosmische Ge- 
schwindigkeit hat für genügend kleine Anfangshöhen (h < R) den Wert!) 
Y%(h=0) 7 YyR= 7,9kmsT. (19) 


Das für die Kreisbahn gültige Resultat (17) folgt auch direkt aus der wohl- '* 
mv, _ yMm 


bekannten Gleichung 


rn I 
Wird die Anfangsgeschwindigkeit auf v, bezogen, d.h. statt v, durch die reine 
Zahl nn 
__% _ ]/70% 
er u \ = 


1) Einen Anteil zu v, (und auch zu jeder Anfangsgeschwindigkeit v,) kann die Erddrehung 
liefern. Dieser Anteil v; ist offenbar am größten, wenn der Körper am Äquator in der Ost- 
richtung startet, und zwar gilt dann v, = wR = 0,46 kmsr!, vgl. (24,2). Startet der Körper 
von einem Ort der geographischen Breite yund schließt seine Bahnebene mit der Äquator- 
ebene den Winkel x ein, so ist 

vn = 0,46 cos y cos x kms!. (19a) 
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gekennzeichnet, so sind nach (15) und (16) ?, e und @, einfacher auszudrücken: 


p=r,u,cos?«, (21a) 

e=[l — 2ujcos?a + u; costa]ı:, (21b) 
Dune 

tan 9, = u (21c) 


2(1— uzcos? a) 


Die Bahn ist eine Parabel für e = 1, wenn also (abgesehen von dem Fall 


& = + n/2, in dem die Bahn eine @erade ist) u, = y2 oder y = ya v, gilt: Eine 
Parolaitahn enisteht bei der Anfangsgeschwindigkeit 


Opa = Y2v, = (für hs0) 11,2 kms-t 
die man parabolische oder Entweichgeschwindigkeit oder auch zweite kosmische 
Geschwindigkeit nennt. 
Weiterhin folgt aus (21 b), daß für v, > Ypar Hyperbelbahnen (ce > 1) und für 
%g < par Bllipsenbahnen (e <1) entstehen, ausgenommen den Fall (17) der 


Abb. 78b 


Kreisbahn und den Fall« = +7/2 der Geraden. Abb.78b veranschaulicht die 
verschiedenen Bahntypen beim horizontalen Start (x = 0). In diesem Fall ist 
nach Gl.(2lc)tan @, = 0, die 9, = 0 entsprechende Gerade OX in Abb.78a 
fällt also mit r, zusammen; genauer gilt (für « — 0) 9, —>0 bzw. 9, >r je nach- 
dem, ob u, < 1. oder u, > 1 ist. Dies bedeutet, daß der Erdmittelpunkt O für 
die Ellipsenbahnen mit v, < v, der vom Anfangsort P, fernere, im Falle v, > v, 
dagegen der nähere Brennpunkt ist. (Die für k << R und v%, X v,„ gehörenden 
Ellipsenbögen stimmen praktisch mit den unter Annahme eines homogenen 
Schwerefeldes erhaltenen Wurfparabeln überein.) 
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Für Ellipsenbahnen geben wir noch ae oft gebrauchte Beziehungen an. 


_ 2 
Aus den bekannten Gleichungen e = vr 2 
(21a, b) für die Halbachsen: 


2 
und 9 = zZ erhält man mit 


= = —— ; (23a) 


EDER LE (23b) 
yl-e 2» —-u 
und aus dem dritten KrpLErschen Gesetz (21, 24) für die Umlaufzeit: 
27 


27 


Aus der Bahngleichung (12) ergeben sich . ferner [für 9=r bzw. 0 und mit 
(23a)] die Abstände , = OP, und „= OP, des erdnächsten und des erd- 
fernsten Punktes der Bahn (P, = Perigäum, P, = Apogäum) zu 


p 


mer —E), (25a) 
PR Be aB =all-+e), (25b) 
l-e 
wodurch auch die Perigäum- und Apogäumhöhen 
,=n-h, (268) 
n=n—R (25b) 


bestimmt sind. 
Die Geschwindigkeit v in einem beliebigen Punkte der Bahn ist durch den 
Energiesatz (14a), also durch die Gleichung 
2yM 2yM 
u vu — ei (27) 
r Yo 
gegeben. Drückt man hier v$ auf Grund von (23a) durch die große Halbachse a 


2 
aus — nach (23a) gilt nämlich a E — EM 


) = r,-, dann erhält man 


2 1 


Insbesondere folgt hieraus mitr=r,undr=r,, vgl. (25a,b), für die Ge- 
schwindigkeit im Perigäum bzw. Apogäum: 


Zen l+e | (29a) 


1-—e 
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M 1- 
= Vz a (29 b) 


a 1-+e 
v, 1+e des 
m i 2 
Vz 1-—e 230) 


Um den Einfluß des Luftwiderstandes auf die Ellipsenbahnen abzuschätzen — die genaue 
Berechnung wäre nach $ 16 eine recht schwierige Aufgabe -, wollen wir annehmen, daß die 
'hemmende Wirkung der Atmosphäre infolge der mit der Höhe rasch abnehmenden Luft- 
‚dichte nur in einer kleinen Umgebung des Perigäums (innerhalb einer praktisch gerad- 
linigen Wegstrecke) berücksichtigt zu werden braucht; außerdem setzen wir der Einfach- 
. heit halber einen horizontalen Start voraus. In diesem Fall können wir sagen, daß der aus 
dem Perigäum P, (Abb.78b) mit der Anfangsgeschwindigkeit », startende Körper nach 
einem Umlauf wieder denselben Punkt P, erreicht, jetzt aber diesen mit kleinerer Geschwin- 
digkeit verläßt. Entsprechendes gilt für die weiteren Umläufe. Dies bedeutet, daß im 
angenommenen Fall die aufeinanderfolgenden Bahnen Ellipsen sind, die - wie man das aus 
den für « = 0 gültigen einfachen Formeln 


2 ro Yo: Ug 
e- u“ la = ——, = —, 
ee (30) 
0% 
N 


erkennt - immer kleinere Exzentrizität und Halbachsen haben. Daher und nach Gl. (24) 
nehmen auch die Apogäumhöhe h, und die Umlaufzeit T' fortwährend ab, während die Peri- 
gäumhöhe ungeändert bleibt (siehe die Bahnen 1, 2 und 3 in Abb. 78b). — Eine Kreisbahn 
geht infolge des Luftwiderstandes — nach den hier nicht wiedergegebenen Rechnungen - in 
eine Spiralbahn über, bei der die Entfernung r und die Umlaufzeit beständig kleiner werden. 


b) Der erste der künstlichen Erdsatelliten, Sputnik 1 (internationale Bezeich- 
nung: 1957«,), wurde am 4. Oktober 1957 in der Sowjetunion aufgelassen. Diese 
Leistung — das erste Experiment der Himmelsmechanik -, bei der außerordent- 
lich große Probleme verschiedenster Art gelöst werden mußten, ist zusammen mit 
den rasch aufeinanderfolgenden weiteren Resultaten in der Weltraumforschung 

'eine unvergängliche Leistung der sowjetischen Wissenschaft und Technik. 

Das Auflassen von künstlichen Satelliten erfolgt mit Hilfe der schon erwähn- 
ten mehrstufigen Raketen. Die Rakete startet in vertikaler Richtung und wird 
durch eingebaute Steuergeräte — die nach einem genau vorgeschriebenen Pro- 
gramm arbeiten und u.a. auch die richtige Dosierung des Treibstoffes sowie die 
passende Ablösung der einzelnen Raketenstufen besorgen — auf die voraus- 
berechnete Steigkurve gelenkt. Mit Hilfe eines geeigneten Netzes von irdischen 
Beobachtungsstationen wird die Bewegung der Rakete während der ganzen 
Steigzeit genau verfolgt, und Abweichungen von der vorausberechneten Be- 
wegung werden durch Auswertung der erhaltenen Daten (unter Zuhilfenahme 
von elektronischen Rechenmaschinen) ermittelt. Auf Grund dieser Berech- 
nungen werden -durch Funksignale - entsprechende Vorschriften an die Steuer- 
geräte übermittelt, damit sie die erforderlichen Korrektionen noch erledigen 
können. Der Satellit muß in dem Augenblick, in dem er sich von der letzten 
Raketenstufe ablöst, sowohl der Größe wie auch der Richtung nach recht genau 
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dierichtige Anfangsgeschwindigkeit dv, haben, da ein relativ kleiner Fehler erheb- 
liche Abweichungen von der gewünschten Bahn bzw. ein Mißlingen mit sich brin- 
gen kann. Beim Erwählen der Bahn ist‘von den vielen, einander zum Teil wider- 
sprechenden Gesichtspunkten (z. B. güristige Beobachtungsmöglichkeiten und 
lange Lebensdauer, s.u.) jener der entscheidende, welche wissenschaftlichen 
Zielsetzungen man mit dem künstlichen Satellit zu verwirklichen wünscht. 

Die wichtigsten Daten des Sputnik I waren: Masse m = 83,6 kg; Perigäum- 
höhe %, = 229 km; Apogäumhöhe h, =946 km; Umlaufzeit 7’ = 96,2 min; 
Neigungswinkel der Bahnebene gegen die Aquatorebene x = 65°. Die für h, 
und T angegebenen Daten bedeuten die anfänglichen Werte; infolge des Luft- 
widerstandes nehmen nämlich A, und 7 ab, und schließlich wird der künstliche. 
Satellit durch «ie Reibung mit den dichteren Schichten der Atmosphäre ver- 
* nichtet.. Die Lebensdauer des Sputnik 1 betrug genau 3 Monate, die des Sput- 
nik 3 (Start am 15: Mai 1958; m = 1327 kg - davon 968 kg wissenschaftliche 
Instrumente -, k, = 213 km, h, = 1880 km, T = 106 min, x = 65°) schon fast 
zwei Jahre. Eine noch längere Lebensdauer hat z.B. Explorer 1, der erste ameri- 
kanische künstliche Satellit (Start am 31.Jan.1958; m = 14 kg, h, = 361 km, 
h, = 2570 km, T = 115 min, y =35°), da seine Bahn in größeren Höhen verläuft. 
Bis Ende 1960 wurden insgesamt 35 künstliche Erdsatelliten erfolgreich auf- 
gelassen. Durch deren Beobachtung sowie mit Hilfe ihrer Instrumente hat 
man schon jetzt bedeutende wissenschaftliche Erkenntnisse erworben. Diese 
beziehen sich vor allem auf die Struktur der Atmosphäre, die Gestalt der Erde, 
die Sonnenstrahlung, die kosmische Strahlung, die Mikrometeorite usw. 

Das Überschreiten der zweiten kosmischen Geschwindigkeit gelang zuerst der 
am 2.Jan.1959 startenden sowjetischen Weltraumrakete ( Lunik 1), deren letzte 
Stufe (m = 1472 kg, davon 361 kg Instrumente), nachdem sie nach 34 Stunden 
den Mond in etwa 6000 km Entfernung passierte, seit dem 7. Jan. 1959 als 
erster künstlicher Planetoid die Sonne umläuft (7’ = 447 Tage, Perihelabstand 
= 146. 10° km, Aphelabstand = 197 . 10° km; letztes Funksignal aus 600000km 
Entfernung empfangen). Der zweite künstliche Planetoid ist Pioneer 4 (Start 
„am 3.März 1959; Masse der Instrumente » 6 kg, 7’ = 390 Tage). 

Von den weiteren bemerkenswerten Resultaten erwähnen wir noch die fol- 
genden. Die zweite sowjetische W eltraum- bzw. Mondrakete (Lunik 2, Masse der 
letzten Stufe 1511 kg), bei der die Anfangsgeschwindigkeit des freien Fluges 
ebenfalls größer als die lokale parabolische Geschwindigkeit war, traf nach einem 
Flug von 1,5 Tagen am 13. Sept.1959 auf den Mond auf; dies konnte auch auf 
optischem Wege beobachtet werden. Der am 4.Okt.1959 aufgelassene Zunik 3 
(Masse des Instrumentenbehälters 435 kg) war ein solcher künstlicher Erd- 
satellit, dessen Bahn die Mondbahn einschloß (r, = 480000 km beim ersten 
Umlauf). Zur passenden Zeit wurde er durch sein Orientierungssystem in eine 
Lage gebracht, in der dieses ‚„selbsttätige interplanetare Laboratorium“ Photo- 
graphien von der. Rückseite des Mondes herstellen konnte; die Aufnahmen wur- 
den mittels besonderer Televisionseinrichtungen an die irdischen Beobachtungs- 
stationen übertragen. Die Bewegung des Lunik 3 mit der erforderlichen Ge- 
nauigkeit vorauszuberechnen, war eine recht schwierige Aufgabe, da außer der 
Wirkung der Erde und des Mondes auch die Störung durch die Sonne berück- 
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sichtigt werden mußte. Zur. Erforschung des interplanetaren Raumes wurde am 
12. Febr. 1961 in der Sowjetunion ein schwerer Erdsatellit aufgelassen und von 
diesem als Ausgangsbasis eine Venusrakete entsandt, deren Instrumenten- 
behälter (m = 643,5 kg) seine vorbestimmte, die Venus- und Erdbahn schnei- 
dende Bahn mit hoher Genauigkeit erreichte, die Funkverbindung hörte aber 
vorzeitig auf. Gegenwärtig verfolgt man die Bewegung der amerikanischen Venus- 
rakete Mariner 2 (Start am 27. August 1962) und der sowjetischen Marsrakete 
Mars 1 (Start am 1. November 1962) mit großem Interesse. 

Nach außerordentlich sorgfältigen und vielseitigen Vorbereitungen ist am 
12. April 1961 ein bemanntes Raumschiff, Wostok 1, auf die Reise um die Erde 
geschickt worden, mit dem ersten Raumfahrer der Welt, dem sowjetischen 
Fliegermajor J.A.GAGARın, an Bord. Während Wostok 1 (m = 4725 kg, 
h, = 175 km, h, = 302 km, T = 89 min, y = 65°, & » 0,01) nach einmaliger 
Umkreisung landete, haben schon die späteren Raumschifle mehrere - zum Teil 
weit mehr - Umiläufe gemacht. Über die ersten Raumfahrten gibt die fol- 
gende Tabelle einen Überblick. 


| | 22 (es | 
Raumfahrer Raumschiff En > = s a 
EZ |SP 
B 
J. A. GAGARIN Wostok1 12. April 1961 |891| 1| 1h48min 42000 
G.S. Tırow Wostok 2 6.-7. August 1961 [88,6/17| 25h 18 min | 700000 
J. GLENN Friendship ?7| 20. Februar 1962 [89,0] 3| 4h56 min | 125000 
S. CARPENTER Aurora 7 24. Mai 1962 189,0} 3| 4h56min | 125000 
A.G. NIKOLAJIEW | Wostok3 |11.-15. August 1962|88,5|64| 94h 25 min |2650000 
P.R. Porowırsch | Wostok 4 112.-15. August 1962|88,5[48| 71h 2000 000 
W. SCHIRRA | Sigma 7 3. Oktober 1962 |89,5| 6] &h 57 min | 250000 
G. L. COoPER Faith 7 ı 15. Mai 1963*) 1|88,7|.23| 34h 20 min | 957000 


V.F. Bykowskiı Wostok 5 14. Juni 1963*) [88,3] 81}119h 06 min |3325957 
V.W. TERESCHKOWA| Wostok 6 16. Juni 1963*) |88,3|48| 70h 50 min |1970990 
W. KoMmArow E 

K. FEOKTISTOW Woßchod 1 |12. Oktober 1964*) 190,1|17| 24h 17 min | 669784 
B. JEGoRoOw | | 


P. BELJAJEW r 

A. LEONow Woßchod 2 | 18. März 1965*) |90,9|18|) 28h 02 min | 720000 
% nn GT3 28. März 1965*) |88,3| 3| 4h 56 min | 125000 
2 ee GT4 3. Juni 1965 *) 58,8 62| 97h 57 min | 250000 
. _ en = GT5 21. August 1965 *)| 95,5 11201190 h 56 min | 5372277 


*) Startdatum 
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Der Zustand der Schwerelosigkeit, der in einem Raumschiff herrscht, falls dieses wie 
Wostok mit guter Annäberung eine gleichförmige Translation längs einer Kreisbahn aus- 
führt, bedeutet folgendes. In dem Raumschiff als einem beschleunigten Bezugssystem — das 


er 
sich praktisch mit der Beschleunigung a = — 7 7 gegen das Inertialsystem (bzw. das in 
Fußnote 1 erwähnte System) bewegt — wirkt nach $ 14 auf einen Körper mit der Masse m’ 
” r | 
auch die Trägheitskraft — m/’a = m’ Sn ein, und durch diese wird die Schwerkraft 


Mm’ t | 5 M 
EN mail: g- gerade kompensiert, da bekanntlich = —_ — gilt. 


y2 


IH. TEIL 


MECHANIK DES STARREN KÖRPERS 
(STEREOMECHANIK) 


A. Die Elemente der Kinematik des starren Körpers 


8 46. Translation und Rotation. Die geometrische Darstellung der Bewegung 
des starren Körpers 


1. Die Lage eines starren Körpers ($1) ist durch die Lage dreier beliebiger 
seiner Punkte vollständig bestimmt, die nicht in einer Geraden liegen. Die 
Bedingung, daß die gegenseitige Entfernung je zweier Punkte stets konstant 
sein muß (‚starre Bindung‘‘), ergibt 3 Gleichungen zwischen den 9 Koordinaten 
der drei Punkte ($ 34,1). Es sind also nur 6 Koordinaten voneinander unab- 
hängig, mit anderen Worten: der frei bewegliche starre Körper besitzt 6 Freiheils- 
grade.\) Dies zeigt auch die einfache Anschauung. Wir wählen im Körper einen 
beliebigen Punkt A. Er besitzt 3 Freiheitsgrade. Ein anderer Punkt B kann 
sich nur noch auf einer Kugelfläche um den Punkt A bewegen. Das ergibt zwei 
weitere Freiheitsgrade. Ein dritter, außerhalb der Geraden AB liegender 
Punkt C kann nunmehr um AB als Achse nur eine Kreisbahn beschreiben. 
Wird der dieser Bewegung entsprechende einzige Freiheitsgrad auch angegeben, 
so ist die Lage aller Punkte des Körpers bestimmt. Wir werden uns mit den 
sechs unabhängigen Koordinaten später befassen. 

Die Anzahl der Freiheitsgrade vermindert sich, wenn die Bewegung des Kör- 
pers in irgendwelcher Weise beschränkt wird. Hält man z.B. einen bzw. zwei 
Punkte des Körpers fest, so besitzt der Körper 3 Freiheitsgrade bzw. nur noch 
einen. 

2. Translation und Rotation. Die allgemeine Verschiebung und Bewegung des 


starren Körpers. Zwei spezielle Bewegungsarten des starren Körpers sind uns 
schon oft begegnet. Bei der fortschreitenden Bewegung oder Translation haben 


ı) Das einfachste starre System, das aus zwei starr miteinander verbundenen Massen- 
punkten bestehende „Hantelmodell“ besitzt 5 Freiheitsgrade. 
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sämtliche Punkte des Körpers zu jeder Zeit gleichgroße und gleichgerichtete 
Geschwindigkeiten, sie beschreiben also einander parallele und kongruente 
Kurven - im speziellen Fall der geradlinigen Translation gerade Linien. Die 
Orientierung des Körpers im Raum (d.h. relativ zu einem raumfesten Bezugs- 
system) ändert sich bei der Translation nicht. Bei der Drehung oder Rotation 
(um eine Gerade) behalten die Punkte einer bestimmten Geraden, der Rotations- 
achse, ihre Lage unverändert bei, die Bahnen aller anderen Punkte des Körpers 
sind Kreisbögen in den zur Drehachse senkrechten Ebenen. 

Von den weiteren speziellen Bewegungsarten des starren Körpers erwähnen 
wir hier die ebene Bewegung. bei der alle Körperpunkte zu einer raumfesten 

Ebene parallele Bahnen 
beschreiben, ferner die 
sphärische Bewegung (auch 
sphärische Rotation, Dre- 
hung um einen Punkt oder 
Kreiselbewegung. genannt), 
bei der nur ein Punkt O des 
Körpers seine Lage unver- 
ändert beibehält, so daß 
sich alle anderen Punkte 
auf konzentrischen Kugel- 
flächen um das ‚‚Rotations- 
zentrum“ O bewegen. 

Die allgemeinste Bewe- 
gung des starren Körpers 
läßt sich auf Translation 
und Rotationzurückführen. 
Zur Vorbereitung beweisen 
wir, daß der starre Körper 
aus einer vorgegebenen An- 

Abb. 79 fangslage in jede vorge- 
schriebene Endlage durch 
eine (geradlinige ) Translation und eine Rotation übergeführt werden kann. Das wird 
oft auch anders, mit dem Begriff der Verschiebung ausgedrückt. Wir verstehen 
unter Verschiebung (Verrückung) aus der Lage 1 in die Lage 2 irgendeine Orts- 
veränderung, durch die der Körper aus der Lage 1 in die Lage 2 gebracht wird. 
Bei der Verschiebung sind also nur die Anfangs- und die Endlage wichtig (ähn- 
lich wie man unter Verschiebung eines Punktes zwischen A und B, ohne Rück- 
sicht auf den Weg, die geradlinige Strecke AB versteht). Mit dem Begriff der 
Verschiebung lautet nun der obige Satz: Jede Verschiebung des starren Körpers 
läßt sich aus einer Translation und einer Rotation zusammensetzen. 

Zum Beweis greifen wir einen beliebigen Punkt O des Körpers als ‚Bezugs- 
punkt‘ und auf der um O gezeichneten Einheitskugelfläche noch zwei Punkte A 
und B heraus. Die drei Punkte (das „Grunddreieck“ O AB) legen bekanntlich 
die Lage des Körpers fest. Der Körper kann aus seiner im Raume mit O, A, Bı 
bezeichneten Anfangslage in die Endlage O, A, B, in zwei Schritten übergeführt 
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. _—> 
werden. Der erste sei die Translation O,O,, durch die der Punkt O, in O, gelangt, 
so daß nun die Punktpaare A,, B, und A,, B, auf der gleichen Kugel mit dem 
Mittelpunkt O, liegen (Abb. 79). Verbindet man A, mit A, und B, mit B, durch 
je einen Großkreisbogen und errichtet in seinen Mittelpunkten A’ bzw. B’ 
Mittelsenkrechte bis zu einem ihrer beiden Schnittpunkte C, so sind die ent- 
stehenden beiden schraffierten sphärischen Dreiecke kongruent. Nach der Kon- 


struktion ist nämlich CA, — CA, CB, — CB,, und wegen der Starrheit AB, 


— A, B;. Somit sind die bei C liegenden Winkel der beiden sphärischen Drei- 
ecke einander gleich, folglich auch die in der Abbildung mit & bezeichneten 


Winkel: = & A,C A, = BC Bz- (1) 


Wird also der Kärper von seiner Lage 0, A, B, um die Achse 0,C um den Win- 
kel » gedreht, so gehen der Punkt A,in A, und gleichzeitig B, in B, über.!) Wir 
haben somit den obigen, im wesentlichen von EULER stammenden Satz be- 
wiesen und zugleich gesehen, daß 
von den sechs Freiheitsgraden drei 
auf die Translation und drei auf 
die Rotation entfallen. (Die Ver- 


schiebung eines Punktes ist durch A, a 
drei, die Richtung der Rotations- 1 
achse durch zwei Angaben, der ; J- 4 
Drehwinkel durch eine Angabe Abb. 80 ee > Fe 7 
bestimmt.) 


Wird an Stelle des obigen beliebigen Bezugspunktes O ein anderer Körper- 
punkt 0’ gewählt, so sieht man leicht folgendes ein: Die Translation hängt von 
der Wahl des Bezugspunktes ab, die Richtung der Drehachse und der Drehwinkel 
sind dagegen davon unabhängig. (Die neue Drehachse geht durch den neuen Be- 


zugspunkt.) Der erste Teil des Satzes ist evident: 010, + 0,0, siehe Abb. 80. 
Um den zweiten Teil zu beweisen. wollen wir annehmen, daß wir neben O} die- 


‚ -* jenigen Punkte A! und B} auswählen, in die die vorigen A,, B, durch die Trans- 


lation 0,0: übergehen würden. Entsprechend erhalten wir dann die Punkte A3, 


| | zur 
B;. Dann haben die Punkte A|, Bj und Ag, Bz nach der Translation O; Oz auf der 
um 0; gezeichneten Kugel dieselben Lagen wie die Punkte A,, B, und A,, B, 
in Abb. 79 auf der um O, gezeichneten Kugel. Die Konstruktion von Abb.79 
bleibt also unverändert gültig und ergibt jetzt eine Rotation um eine zur vorigen 
parallele, durch O0’, gehende Achse ebenfalls durch den Winkel 9 (wodurch natür- 
lich auch O, A, B, in 0, A, B, übergeht.) ö 

Durch geeignete Wahl des Bezugspunktes läßt sich eine Translation finden, 
die zur Rotationsachse parallel ist. Das können wir auch so ausdrücken: Die 
allgemeinste Verschiebung des starren Körpers ist äquivalent einer ‚„Schrauben- 
bewegung“ oder „Bewegungsschraube‘‘ (Satz von CHASLEs, 1830). 


1) Die Drehachse läßt sich auch dann leicht finden, wenn die beiden genannten Mittel- 
senkrechten zusammenfallen. 
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Beweis: Wir haben gesehen, daß durch die Lagen / und 2 des Körpers die Richtung der 
Drehachse (und der Drehwinkel) vollkommen bestimmt wird. Wir kennzeichnen nun die 
Lage 1 des Körpers durch ein Grunddreieck A, B,C,, dessen Ebene e, senkrecht zur ge- 
nannten Richtung steht. Da die Ebene e, bei der Rotation um irgendeine zu ihr senkrechte 
Achse und bei einer beliebigen Translation senkrecht zur Drehachse bleibt, muß ach die 
Ebene e, des die Lage 2 kennzeichnenden Grunddreiecks A, B,C, zur Drehachse senkrecht 
stehen. Wir führen jetzt die Ebene e, miteiner der Rotationsachse parallelen Translation in 

‚e, über. In der gemeinsamen Ebene -in der Zeichenebene - seien die beiden Grunddreiecke 

z.B. in der in Abb. 81 gegebenen Lage. Der Schnittpunkt der Senkrechten, die zu den 
Strecken A, A, und B, B, in den Halbierungspunkten errichtet sind, sei ©. Dann läßt sich 
das erste Grunddreieck durch eine Rotation um die durch den Punkt C’ gehende und zur 
Zeichenebene senkrechte Achse (um den Winkel = x A,CA,= x B,CB;) in das 
zweite überführen, was man mit der gleichen Überlegung wie bei (1) - statt auf der Kugel- 
fläche in der Ebene - einsehen kann. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Der der Abb.81 entsprechende Teil. des Beweises 
besagt im Sonderfall der ebenen Bewegung, daß dann 
jede Verschiebung des starren Körpers einer Rotation 
um eine zur festen Ebene senkrechte Achse äquivalent 
ist (die bei reiner Translation ins Unendliche fällt). 


\ Ttor/ Bei der sphärischen Bewegung (Abb.79) ist jede Ver- 

Nuhr 4 schiebung des Körpers gleichwertig einer Rotation 
ıyı Br um eine Achse durch den festen Punkt. 

Az Das Geradenstück A, B, in Abb.81 wird, wie wir 

ya 117 gesehen haben, durch die Rotation um C um den 

NZ Winkel pin A, B, übergeführt. Wählt man als Dreh- 

c achse irgendeine andere zur Zeichenebene senkrechte 


Gerade, so nimmt A, B, nach der Rotation um diese 
Achse um den gleichen Winkel eine zur Lage A,B, 
parallele Lage an, aus der es durch eine Translation 
in die Lage A, B, gebracht werden kann. Das heißt: Die Rotation um eine Achse ist gleich- 
werlig einer Rotation von gleichem Winkel um eine beliebige parallele Achse und einer Trans- 
lation senkrecht zu den Achsen. Man kann diesen Satz auch so formulieren, daß zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Drehungen um parallele Achsen - ein „Drehpaar““ - mit einer Translation 
senkrecht zu den Achsen gleichbedeutend sind. 


Abb. 81 


Von den bisher behandelten, den Körper aus der Lage I in die Lage 2 über- 
führenden endlichen Verschiebungen weicht die wirkliche Bewegung des Körpers 
im allgemeinen in den Zwischenlagen ab. Wählt man aber die Lagen I und 2 
genügend nahe zueinander, so. kann man die entsprechende infinitesimale oder 
Elementarverschiebung als identisch mit der wirklichen Zlementarbewegung: an- 
sehen, wie auch bei der Bewegung eines Punktes infinitesimale Stücke der 
Sehne und des Bogens als gleich angesehen werden. Die oben für die Ver- 
schiebung erhaltenen Fırgebnisse sind daher auch für jede Elementarbewegung 
gültig, so daß wir sagen können: Die allgemeinste Bewegung des starren Körpers 
ist eine Aufeinanderfolge elementarer Translationen und Rotationen (oder elemen- 
tarer Schraubenbewegungen). Die Richtung der 'Translation und die der Dreh- 
achse verändern sich natürlich im allgemeinen mit der Zeit, deshalb bezeichnet 
man oft die zu einem bestimmten Zeitpunkt. i gehörige Achse als momentane 
oder instantane Drehachse. 
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3. Elementare ( infinitesimale) Translationen und Rotationen. Die Winkel- 
geschwindigkeit als Vektor. Die elementare Translation d3 und die Translations- 
engen BB . Pe 
geschwindigkeit er sind offenbar Vektoren, und zwar ‚freie Vektoren‘, da ihr 
Anfangspunkt in einen beliebigen Punkt des starren Körpers gelegt werden 
kann. 


Auch die elementare Rotation (durch den Winkel do) und die Winkelgeschwin- 
22 
di 
sei zunächst an das in $ 14,1 gefundene Ergebnis erinnert: Trägt man do bzw. 


o auf der (raumfesten) Drehachse, von einem beliebigen Punkt O derselben aus- 
gehend, mit dem einer Rechtsschraube entsprechenden Richtungssinn auf, und 


istr— OP der Radiusvektor eines Punktes P des Körpers (Abb.32 und 82), 
dann ist die Verschiebung bzw. die Geschwindig- 


digkeit = können als Vektoren (do bzw. @&) aufgefaßt werden. Zum Beweis 


keit von P gegeben zu Drehachse 
— u _ 
dr=[dv,r] bzw vp=[ör). (2) I dp la) 
(Die erste Gleichung folgt aus der zweiten durch 4 
Multiplikation mit dt.) ’ Er 
Wir betrachten nun zwei aufeinanderfolgende ı p 
Drehungen um die sich im Punkt O schneidenden Ä 
Achsen. Die Verschiebung des Punktes P ist nach ar 
a. (2) 
_—> _—>- 
bei der Drehung do: di, = [dp,, 1]; (3) 04 
— N / 
bei der Drehung doz: N 
ds de TEE Abb.82 
dr =[dp,r+du]=[dp,r] + [dp,, di]. (4) j 


Das letzte Glied zweiter Ordnung kann vernachlässigt werden, und die resul- 
tierende Verschiebung von P lautet: 


dr=du +dn=[dp, tr) + [dp,; r) = [dp + dp, !]. (9) 


Sie ist auf Grund von (I. (2) dieselbe wie im Falle einer einzigen elementaren 
— _—> — 
Drehung dp = dy, + do,, d.h., die elementaren Drehungen (um sich schnei- 
— 


dende Achsen) sowie die Winkelgeschwindigkeiten &@ = do/dt setzen sich als 
Vektoren zusammen; ö wird auch Drehvektor genannt. Der Anfangspunkt des 


— | 
Vektors dp bzw. ö darf, wie gesagt, in einen beliebigen Punkt der Rotations- 
achse gelegt werden, nicht aber in einen Punkt außerhalb dieser Achse. Der 
letztere Fall würde nämlich einer Rotation um eine parallele Achse, also einer 
anderen Bewegung entsprechen (die sich nach einem früheren Satz von der 
ursprünglichen Drehung durch eine Translation des Körpers unterscheidet). 


17 Bud6, Mechanik. 
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„ 


— 
Man nennt do und ö als Vektoren, die nur in ihrer eigenen Richtung verschoben 
werden dürfen, linienflüchtige Vektoren. 


Zwei aufeinanderfolgende endliche Drehungen um sich schneidende Achsen sind ebenfalls 
einer einzigen Drehung gleichwertig, die sich aber nicht durch Vektoraddition, sondern nach 
weniger einfachen Regeln (mit Hilfe der sphärischen Trigonometrie oder der HAMILTON- 
schen „Quaternionen“) finden läßt. Das Resultat hängt hier, wie man an ganz einfachön 
Beispielen feststellen kann, auch von der Reihenfolge der Teildrehungen ab. 


4. Die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes 
des starren Körpers. Es mögen O der im Raum 
ruhende Bezugspunkt, O0’ und P zwei beliebige 


er 
Punkte des starren Körpers,. ferner 00’ = t,, 


— — 

OP =r1,0'P =!’ sein (Abb.-83). Wie sich der 
Körper auch bewegt, nach dem Vorstehenden 
kann die Elementarverschiebung des Punktes P 
aus einer Translation dr,und einer Verschiebung 
zusammengesetzt werden, die aus einer Rotation 
um eine durch O0’ gehende Achse hervorgeht. 
Die. letztere Verschiebung lautet nach Gl. (2) 


mit den jetzigen Bezeichnungen: [do, r’], wobei 
’=tr-— nn ist. Es bestehen also die folgenden 
grundlegenden EULERschen Formeln: Die elemen- 
tare Verschiebung des Punktes P des starren Kör- 
pers beträgt Zen 
dr=dw+[dp, r/] 


oder dı=dn + (dp, t — 1]; (6) 
die Geschwindigkeit des Punktes P: 
= + [ör’] 
oder vb=eu +lö,r—n]- (7) 
5. Die geometrische Veranschaulichung der Be- 
Abb. 84 wegung eines starren Körpers ist besonders bei der 


sphärischen Bewegung wichtig, beider einPunktO 
des Körpers festgehalten ist. In diesem Falle ist die allgemeinste Bewegung nach 
dem oben Gesagten eine Aufeinanderfolge elementarer Rotationen um die durch 
das ‚,Rotationszentrum‘“O gehenden Achsen. Denken wir unsnun - auf Grund der 
Konstruktion Abb.79 -— die zu den dicht aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 
tig: ia, - . . gehörigen momentanen Rotationsachsen sowohl im Raum (OC,, 
0C0,,0C,, ...)alsim Körper (007,003, 0C3, .. .) markiert. Abb. 84 bezieht sich 
auf den Zeitpunkt t,, indem OC, und OC] zusammenfallen. Die obigen Geraden 
bestimmen zwei Kegel (im allgemeinen keine Kreiskegel) ; der eine ist im Raum, 
der andere im Körper festgelegt. Nach der zum Zeitpunkt t, gehörigen Elemen- 
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tardrehung kommen die benachbarten Mantellinien der zwei Kegel, OC, und 
OC3, zur Deckung, dann OC, und OC5 usw. Daher kann jede sphärische Bewegung 
des starren Körpers als Abrollen eines körperfesien Kegels (des ‚Polkegels‘‘ oder 
„Polhodiekegels‘‘) auf einem raumfesten Kegel (dem „Spurkegel‘‘ oder „Herpol- 
hodiekege!“) aufgefaßt werden. 

Bei der ebenen Bewegung entsprechen den Kegeln — wie man leicht einsieht - 
zwei Zylinder mit parallelen Achsen. 

Bei der allgemeinsten Bewegung des starren Körpers sind die Achsen der auf- 
einanderfolgenden elementaren Schraubenbewegungen windschiefe Geraden, 
die sowohl im Raum als auch im Körper je eine „Regelfläche‘‘ bestimmen. Die 
beiden Flächen berühren sich in jedem Augenblick längs einer Geraden, die 
nicht, nur die Rotationsachse, sonderr auch die Richtung der Translation be- 
deutet. Bei der Bewegung des Körpers rollen also diese Flächen nicht nur auf- 
einander ab, sondern sie gleiten auch entlang der Berührungsgeraden (Abb. 85). 
Eine derartige Bewegung der Regelflächen wird Schrotung genannt. Die all- 
gemeinste Bewegung des starren Körpers läßt sich durch die Schrotung einer 
körperfesten. Regelfläche auf einer raumfesten Regelfläche ersetzen. 


Abb. 86 


8 47. Analytische Darstellung der Bewegung des starren Körpers. 
Die EuLerschen Winkel 


1. Die Lage des starren Körpers in bezug auf ein raumfestes Koordinaten- 
system K(OXYZ) läßtsich dadurch bestimmen, daß man mit dem Körper ein 
Koordinatensystem K’(O’X’Y’Z’) fest verbindet und den Ortsvektor 1, [%,:Yo: 20) 
des Anfangspunktes O0’ sowie die Richtungskosinusse der X’, Y', Z’-Achsen 
(d.h. die Komponenten der Einheitsvektoren i’,j',F) gegen das raumfeste 
System K angibt (Abb.86). Die Bezeichnungen der Richtungskosinusse 
[cos (X’, X) =,,... |sind in der folgenden kleinen Tabelle (bzw. den folgenden 
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Gleichungen) dargestellt: 


= Xi + Bit yıl 
bzw. V=e@i+ßityt (ab) 
Peoitßirt ve. 


Zwischen den neun Richtungskosinussen bestehen sechs unabhängige Rela- 
tionen, z.B. diejenigen sechs, die sich auf die Beträge (ti =1,...) und.das 
gegenseitige Senkrechtstehen (t’j =0,...) der Einheitsvektoren von K’ be- 
ziehen: 


=) +ßfi+tyi=1 Gi =)aıa + Pıße + YıYa = 0 
Fe +ß+rn=1: (aa; ++ Yyy = Lt: (28-b) 
(F> =)a; +ß+y=1 (Fi =), + Baßı + Yayı = 0 


(Dafür könnten auch die den Bedingungen i? = 1, ij = 0 usw. entsprechenden 
sechs Beziehungen 


4 


Ytatag=l,...; tet =0,... (3a-b) 


gewählt werden. Andere Relationen, die die Vektorproduktseigenschaften 
’]J=f,... ausdrücken, sind z.B. 


Pıya — Peyı = 9: --- -) (4) 


Die Orientierung des körperfesten Systems K’ ist also nur durch 9— 6 =3 
unabhängige Werte bestimmt, die Lage des Anfangspunktes O’ ebenfalls durch 
3 Werte, und es ist von neuem ersichtlich, daß der starre Körper 6 Freiheitsgrade 
besitzt. 


—> 

2. Die Lage eines Punktes P des starren Körpers sei im Körper durch O’P 

= r’{x', y’, 2’} gekennzeichnet. Dann lautet der Radiusvektor von Pim Grund- 

system K: 2 

0OP=ı=u+VtY=u+tei+yij+zt. (5) 

Wird dieser mit Hilfe von Gl. (1b) in Komponenten ausgeschrieben, so erhalten 

wir die die Lage bzw. die Bewegung des Körperpunktes P beschreibenden Glei- 
chungen: | 

zen tar + oY +02, 


y=%+PbıX + Py + Pr, (6) 
2 =. + Yı8% + YaYy + Yar- 


Im Falle der Bewegung sind x,, Yg, 2, und &, .- -, Y [die Bedingungen (2) be- 
friedigende] Funktionen der Zeit; x’, y’, 2’ sind natürlich Konstanten. (Wäre 


. 
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aber der Punkt P nicht im Körper befestigt, so würden sich auch diese ver- 
ändern, und wir würden zum Problem der Relativbewegung gelangen, $ 14.) 

Die Geschwindigkeit des Punktes P wird durch Differenzieren der Gl. (6) 
gewonnen. Wir geben nur die x-Komponente an: 


= tue + hy + it,.... (7) 


Setzt man in diese die sich durch die Auflösung der Gl. (6) nach x’, y’, 2’ er- 
gebenden Ausdrücke 


2 = (8. — 20) + Pıly — Yo) + Yyıl® — 20)» +: (8) 
ein, so ist 


o 


3 3 "3 
v%, — u = (t — 2) u: +(Y— %) 2 Bid +ß@— 2) ya, (9) 


Die erste Summe ist, wie man durch Differenzieren der Gl.(3a) sieht, gleich 
Null, die zweite findet man aus Gl. (3b): I B,&, = — 2 «,ß,. Führen wir also 
— vorläufig nur der Abkürzung halber — die Bezeichnungen 


8 E 3 
0, = 2 ßı 0, = 2 yılı, 0, = Zap, (10) 
ein, so ergeben sich die Komponenten der Geschwindigkeit von P zu 


= u +9, — 2%) %(Yy— Y)s---- (11) 


Aus diesen Gleichungen läßt sich die kinematische Bedeutung der Größen 
@,,... leicht feststellen. Ist nämlich die Geschwindigkeit des Punktes O0’ des 
Körpers Null (v,, = %y = %, = 0) und außerdem z.B. 


%,=0,=0, dannist v,=®, v,=—-0,%—- 2%) %=@,(y — Y) 


und 5 
o=Yy +% = w,/y — v0? + @— 208. (12) 


Diese Gleichungen bedeuten offenbar die Rotation des gesamten Körpers mit 
der Winkelgeschwindigkeit w, um eine Achse, die durch den Punkt 0’ geht und. 
zur x-Achse parallel ist. Es ist auch leicht zu beweisen, daß das Tripel w,, w,, 
w, eine Rotation darstellt, deren Achsenrichtung und Geschwindigkeit durch 
die @,, @,, &, so bestimmt werden wie ein Vektor durch seine Komponenten. 
Auf den Beweıs der letzten Behauptung und der übrigen Ergebnisse des $46 
wollen wir nıcht näher eingehen, da nach Gl. (11) in vektorieller Form die Ge- 
schwindigkeit des Punktes P des starren Körpers 


= +lö,r—n] (13) 


also mit der al. (46,7) identisch ist; die Gleichungen (10) enthalten die ana- 
lytische Bedeutung der Komponenten von ö. 
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3. Die Bedeutung der EuLerschen Geschwindigkeitsformel (13) läßt sich auch 
anders auffassen, wenn wir sie in der Form 


b=(,—- [öy)) + [ör] (14) 


schreiben. Das erste Glied enthält r nicht, also ist es für jeden Punkt des Kör- 
pers gleich. Somit besagt Gl. (14): Die Bewegung setzt sich aus einer Trans- 
lation und einer Rotation um eine durch den raumfesten Anfangspunkt O 
(nicht durch den Körperpunkt 0’) gehende Achse zusammen. 

Es ist oft zweckmäßig, die Geschwindigkeit des Punktes P iin einem anderen 
Koordinatensystem in Komponenten zu zerlegen. Die Achsen dieses Momentan- 
oder Instantansystems fallen in dem eben betrachteten Zeitpunkt i mit den 
Achsen des mit dem Körper mitbewegten Systems 0’X’ Y’Z’ zusammen, blei- 
ben aber in der auf t folgenden infinitesimalen Zeit dt im Raum fest. In diesem 
System ist die x-Komponente der Geschwindigkeit von P, die mit v,„ be- 
zeichnet sei, offenbar die Projektion des Geschwindigkeitsvektors auf die 
X’-Achse, d.h. 

Up = 09, 4 gl, + Rg,. (15) 


Setzen wir hier die v, aus Gl. (7) ein, so erhalten wir durch einfache Rechnung 
[der nach Gl. (9) erwähnten Art]: 


Ver = Vor -I- Dyr2 — Wr y; by mr, We; (16) 
hierbei ist 
Vor — Ada + Pı%oy + Yın. Um; lern; (17) 
und 
Or = dag + Paßs + Fey} Wi) =. (18) 


Die Gleichungen (16) entsprechen der Komponentendarstellung von (13), denn 
im Momentansystem mit dem Anfangspunkt O0 = O0’ ist ty = Oundt = (x, y',z’). 
Wir hätten die Gl.(16) unmittelbar aus (13) folgern können, haben aber in 
obiger Weise auch die auf die bewegten Achsen bezogenen Komponenten (18) 
von ö erhalten. | 


4. Die Eutzrschen Winkel. Die Orientierung des körperfesten Systems 
O’X’ Y’Z’ relativ zum raumfesten OX YZ läßt sich statt durch neun Richtungs- 
kosinusse und die zwischen ihnen bestehenden sechs Gleichungen durch drei 
unabhängige Größen angeben. Am besten eignen sich dazu die EuLERSchen 
Winkel (1776), die zwar im Gegensatz zu den Richtungskosinussen unsymme- 
trisch, aber von einfacher und anschaulicher Bedeutung sind. 

Da es sich nur um Richtungen handelt, verschieben wir das raumfeste 
System OX YZ parallel zu sich selbst so, daß die Anfangspunkte der beiden 
rechtshändigen Systeme zusammenfallen (Abb. 87). Die Schnittlinie der 
Ebenen X Y und X’ Y’, die gleichzeitig die Normale der Ebene ZOZ’ darstellt, 


>= 
ist die sogenannte Änotenlinie, die wir so orientieren, daß die OC-Richtung zu- 
sammen mit der auf dem kürzesten Wege von Z nach Z’ führenden Drehung 
eine Rechtsschraube bildet. Dann ist die Richtung der Z’-Achse eindeutig durch 
den Winkel (2,2) =#(0Osd= a) und den Winkel (X, C)= y (Os y<2n) 
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gegeben, durch den die X-Achse entsprechend der Rechtsschraube X YZ ver- 
dreht werden müßte, um OC zu erreichen. Die Achsen X’, Y’ können sich noch 
in der Ebene drehen.. Ihre Lagen lassen sich durch den Winkel (C‘, X’) 
=o(0 so < 27) bestimmen, der zur Drehung von OC nach O0 X’ der Rechts- 
schraube C X’Z’ entsprechend notwendig ist. 9, y und 9 sind die EuLErschen 
Winkel. Ihre kinematische Bedeutung kann auch durch die bekannte CARDANI- 
sche Aufhängung (vgl. die spätere Abb.109b) veranschaulicht werden. Ändert 
sich z. B. nur 9, so be- kz 

schreibt die Z’-Achse des 
Körpers, entsprechend dem 
konstanten Winkel 9, einen 
Kreiskegel um die Z-Achse, 
sie führt eine sogenannte 
Präzessionsbewegung aus. 
[Im Falle 9 = O und x ver- 
lieren y und © zusammen 
mit der Knotenlinie ihre 
Bedeutung, der Sinn des 
Winkels y+ po = (X,X’) 
bleibt jedoch erhalten.] 1 | 

Um die EULERSchen Win- Abb. 87 

kel bei unseren vorigen Er- 

gebnissen verwerten zu können, müssen offenbar nur die Richtungskosinusse 
und die Komponenten'der Winkelgeschwindigkeit durch sie bzw. ihre zeit- 
lichen Ableitungen ausgedrückt werden. 


el 


wet Knotenlinie 


b. Die Ausdrücke der Richtungskosinusse in den EuLegschen Winkeln kön- 
nen z.B. auf Grund der Sätze der sphärischen Trigonometrie gewonnen werden. 
Bezeichnen wir die Durchstoßpunkte der Achsen durch die Einheitskugel mit 
den entsprechenden Buchstaben X, Y,... der Abb. 87, dann kennen wir z.B. im 


sphärischen Dreieck XCX’ die zwei Seiten xl = Y, X = p und ihren 
Winkel X XCX’ =n— Bd, so daß nach dem Kosinussatz für die Seiten gilt!): 


a = cos(X, X’) = 0089 cosy + sing siny cos(n — Ö). (19) 


1) Sind die Seiten des sphärischen Dreiecks (d. h. die in Radianten oder in Graden ge- 
messenen Großkreisbögen) mit a, b, c, die gegenüberliegenden Winkel der Reihe nach 
mit a, ß, y bezeichnet, dann lauten 
der Sinussalz: sina sina 


sind - sinß’ 
der Kosinussatz für die Seiten: 
cosa = cosb cosc + sinbsinc cosa, 
der Kosinussatz für die Winkel: 
cos& = — cosß cosy + sin siny cosa. 


Bei jedem Satz lassen sich zwei weitere Formeln hinschreiben, indem man die Buchstaben 
a, b, c und gleichzeitig a, ß, y zyklisch vertauscht. 
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Für cos(X, Y’) folgt aus dem sphärischen Dreieck XCY’ auf Grund der 
Abb. 87: 


%= cos(X, Y’) = c08Y cos (v + 5) + siny sin (7 + 5) cos(r — d). (20) 


Diese und die weiteren, durch elementare Rechnungen leicht zu erhaltenden 
Ausdrücke sind — entsprechend dem Schema (la) - in der nachstehenden Ta- 
belle zusammengestellt, um sie bei konkreten Aufgaben anwenden zu können. 


X y’ zZ’ 
X |cospcosy — sinpsinycos® | —SiNPCoSsy — cospsinycosd sinysind 
Y|cospsiny + sinpcospcosd | —SINYSINY + COSPCOSYcos® | — cosysind 
Z sinosin® cospsind cosd 


(21) 


6. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit @ durch die EuLekschen 
Winkel auszudrücken ist ebenfalls mit Hilfe elementarer Rechnungen möglich. 
Man müßte in die die Komponenten von ö definierenden Gl. (10) bzw. (18) die 
sich aus der obigen Tabelle ergebenden Werte der Richtungskosinusse und ihrer 
Ableitungen einsetzen. Man kann aber auch viel einfacher zum Ziel gelangen. 


Nach der Definition der Eurerschen Winkel ist nämlich = =d die Ge- 


schwindigkeit einer Drehung um die Knotenachse C, $ und & bedeuten die Ge- 
schwindigkeiten je einer Drehung um die Achsen Z bzw. Z’ (Abb. 87). Das heißt 
wegen des Vektorcharakters von ö, daß d, vo, & die (schiefwinkligen) Kom- 
ponenten des Vektors @ nach den positiven Richtungen der Achsen C, Z, 2’ sind. 
Tragen wir also auf diese Achsen der Reihe nach Linienstrecken der Längen d, 
ö, od ab, so können wir durch ihre Projektionen die Komponenten von ö ent- 
weder im raumfesten X YZ-System oder im körperfesten X’ Y’Z’-System er- 
halten. Wir führen nur die letztere, vom dynamischen Gesichtspunkt aus wich- 
tigere Zerlegung durch. Die Projektionen der in der Richtung OZ’ aufgetragenen 
Strecke & auf die X’, Y’, Z’-Achsen sind der Reihe nach (vgl. Abb. 87) 


0, 09, 6 (22) 
die Projektionen der auf OC aufgetragenen Strecke #: 


Bcoso, Bcos (v +3). 0, (23) 
und die Projektionen der auf OZ aufgetragenen Strecke der Länge ö [unter 
Benutzung der letzten Zeile der Tabelle (21)]: 

ösindsing, Ysindcosp, Ycos®d. (24) 


Die Summe der in den einzelnen vertikalen Reihen von (22)-(24) stehender 
Größen ergibt die gesuchten wr , @y , Wy , die man oft mit p, g, r bezeichnet. 


oO 
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Somit lauten die Komponenten von & im bezug auf die mit dem Körper nmuit- 
bewegten Achsen X',Y',Z: 
ww ZEp=dcosp-+Ü sind sing, 
&y =qg=—dsingp + ysind COS, (25) 
y =r=Öd+%cosd. 


7. Die Euterschen Winkel d, y, @ und die drei Koordinaten (xy, Yo, 20) eines 
Körperpunktes O können als allgemeine Koordinaten des starren Körpers an- 
gesehen werden ($ 34,1), da sie die Lage des Körpers vollständig bestimmende. 
sechs unabhängige Größen darstellen. Ihre zeitlichen Ableitungen sind die all- 
gemeinen Geschwindigkeitskomponenten DEE 


Die Gl. (25) bieten eine gute Gelegenheit, um eine weitere Verallgemeinerung des 
Koordinatenbegrifies zu erwähnen. Bezeichnen wir die infinitesimalen Drehungen um die 


x, y,z’-Achsen mit dor, . . oder besser mit d’ @,.,....., so nehmen die G). (25) die Forman: 
dor de d 
2 = 7,0089 + ann SINYp,... (26) 
oder | 
dor = c0sp-d® +sindsinp- dy,.... (27) 


Die Größen d’o,/dt,...sindim Gegensatz zu dd /di, ... keine zeitlichen Differentialquotien- 
ten, d. h., es gibt z.B. keine Funktion 9 = or (9, y, o), deren vollständiger Differential- 
quotient nach ? gleich der rechten Seite der Gl. (26) wäre. Daher ist auch der Vektor 


— > 

ö = dyp/dt keine Ableitung eines Vektors p! Die drei Differentialausdrücke d’pr,.... 
» die rechten Seiten der Gl. (27) - sind nämlich keine totalen Differentiale, denn die in 
8 34,6 erwähnten Integrabilitätsbedingungen sind nicht erfüllt [z.B. ist d(cosp)/dy 
+ O(sin® sinp)/0®). Man nennt d’o,- und die ähnlichen Ausdrücke, die nicht wie z. B. dd 
Differentiale von „wahren“ oder holonomen Koordinaten $,.... darstellen, Differentiale von 
nichtholonomen oder Quasikoordinaten. Entsprechend können wir sagen: Die schiefwinkligen 
Komponenten (®, », $) von ö sind holonome, die rechitwinkligen Komponenten (or = p usw.) 
von © sind nichtholonome Geschwindigkeitskomponenten. 


B. Allgemeine Dynamik des starren Körpers 


8 48. Über die Bewegungsgleichungen des starren Körpers 


Zur Lösung des Problems, wie sich ein starrer Körper — den wir zunächst als 
frei beweglich annehmen — unter dem Einfluß gegebener Kräfte bewegt, bieten 
sich auf Grund des Vorangehenden zwei Möglichkeiten. Die eine ist: Es werden 
die die Lage des Körpers charakterisierenden sechs unabhängigen Koordinaten 
eingeführt — also die drei Koordinaten eınes beliebigen Punktes des Körpers 
und die EuLerschen Winkel d, y, © -, und in diesen als allgemeinen Koordina- 
ten die LAGRANGEschen Gleichungen ($ 34) aufgestellt. Dazu muß man natür- 
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lich untersuchen, wie sich die kinetische und die potentielle Energie des Kör- 
pers als Funktionen der allgemeinen Koordinaten darstellen lassen. Die andere 
Möglichkeit ist, daß man von den für jedes Punktsystem gültigen Schwerpunkts- 
und Drehimpulssätzen, also nach $$ 27 und 28 von den folgenden Gleichungen 


ausgeht: z 
mi; = 38: (1) 


ZZ mfui) = ZuS. @) 


Hierbei bedeutet bekanntlich m die Masse des gesamten Körpers und 
1 ; 
, D’m,r, den Ortsvektor des Schwerpunktes, 3%, die Resultante aller 


äußeren Kräfte und I [1,%,] das resultierende Moment der äußeren Kräfte. Der 
Bezugspunkt, von dem aus wir die Ortsvektoren rt, der Massenpunkte m, des 
Körpers ziehen, kann jeder feste Punkt des Raumes sein. Da der freie starre 
Körper sechs Freiheitsgrade besitzt, bestimmen diese sechs skalare Gleichungen 
ergebenden obigen Differentialgleichungen die Bewegung des Körpers. Sie kön- 
nen also in diesem Sinne als Bewegungsgleichungen eines freien starren Körpers 
angesehen werden. 

Von den erwähnten zwei Möglichkeiten ist die LAGRANGESche Methode für 
tatsächliche Berechnungen in vielen Fällen die geeignetere. In anderen Fällen 
aber wird es sich als zweckmäßiger erweisen, von den Gl.(1) und (2) — bzw. 
von ihren geeigneten Umformungen — auszugehen, da man aus diesen Glei- 
chungen symmetrischer Form oft schon ohne vollständige Ausführung der 
Integration einfache und wichtige Folgerungen für die Bewegung ziehen kann. 

Daß zur Bestimmung der Bewegung eines freien starren Körpers gerade die 
Gl.(1) und (2) dienen können, kann man leicht auch aus dem allgemeingültigen 
' D’ALEMBERTschen Prinzip ersehen. In der Form 


2% —- mi)ön = 0 (3) 


des Prinzips ($ 30) läßt sich ör,, d.h. jetzt die allgemeinste virtuelle Verschie- 
bung des Punktes m, des starren Körpers, aus einer Translation ör) und einer 
Rotation um eine durch den raumfesten Bezugspunkt gehende Achse folgender- 
maßen zusammensetzen [siehe (46,6) und das unter Gl. (47,14) Erwähnte]: 


öo, =6u + [ö@ v]- (4) 


Setzen wir dies in Gl.(8) ein und formen das auftretende gemischte Produkt 
nach der bekannten Identität A[BE] = B[EA] ($ 95,6b) um, so erhalten wir 


I mi) Hip Ing — mii)] = 0. (5) 


Da diese Beziehung für ‚beliebige ör, und do bestehen muß, sind die Faktoren 
von 61, und öp Null: 


2m = 23% Zmlıh) = Zi. (6) 
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Diese Gleichungen liefern unter Beachtung der Schwerpunktsdefinition rt, 
1 d : 
= aM und der Identität 3 m;[t;i,] = 7,2 ui] gerade die Gl.(1) 


und (2). Zu beachten ist, daß die im D’ALEMBERTSchen Prinzip [und daher 
auch in den Gl.(3) bis (6)] stehenden %, die auf die Punkte m, wirkenden 
eingeprägten Kräfte — die inneren und äußeren — bedeuten. Da jedoch die 
inneren, von den gegenseitigen starren Bindungen der Körperpunkte her- 
rührenden Kräfte Zwangskräfte, d.h. keine eingeprägten Kräfte sind, haben 
die %, beim freien starren Körper dieselbe Bedeutung wie in den Gl. (1) und (2). 
Ist der starre Körper nicht frei beweglich, so sind die 3, in den Grundgleichun- 
gen (1) und (2) mit Einschluß der (äußeren) Zwangskräfte zu verstehen ($$ 26-28). 
In diesem Fall - bei f < 6 Freiheitsgraden - lassen sich die Gl. (1) und (2) oft 
in f „reine Bewegungsgleichungen“ und 6 — f „kinetostatische Gleichungen‘‘ zer- 
spalten. Die ersteren dienen dazu, aus den gegebenen eingeprägten Kräften 
die Bewegung zu bestimmen, die letzteren aber dazu, aus der schon bekannten 
Bewegung die Zwangskräfte zu ermitteln. (Beispiele in $$ 49 und 57.) 
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1. Vor der weiteren Behandlung der Dynamik befassen wir uns mit den auf 
den starren Körper wirkenden Kräften und mit den Gleichgewichtsbedingungen 
des Körpers. Bei einem einzelnen Massenpunkt ist nach $ 12,1 die notwendige 
und hinreichende Bedingung des Gleichgewichts das Verschwinden der Re- 
sultante aller an ihm angreifenden Kräfte. Beim starren Körper ist die ent- 
sprechende Bedingung I'%; = 0 nicht hinreichend, da sie nach (48, 1-2) nur 
das Fehlen der Beschleunigung des Schwerpunktes aussagt, folglich kann der 
Körper Drehbewegungen um den Schwerpunkt ausführen. Solche Dreh- 
bewegungen können nur dann nicht auftreten, wenn auch die Resultante der 
Drehmomente der Kräfte, W = 3 [1,%,), verschwindet. Dies ließe sich aus. dem 
Drehimpulssatz (48,2) folgern. Einfacher können aber die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen für das Gleichgewicht aus dem Prinzip der vir- 
tuellen Arbeit, d.h. aus 3 5,61, = 0, erhalten werden. Da dies der Spezialfall 
‚des D’ALEMBERTschen Prinzips (48,3) für i, = 0 ist, können wir ti, = 0 gleich 
in das Resultat (48,6) einsetzen. S6 ergibt sich bei einem freien starren Kör- 
per Y 5%; =0 und [1,5%] = 0. Bei einem nicht freien starren Körper gelten 
dieselben Bedingungen, wenn man wieder in die %, auch die äußeren Zwangs- 
kräfte miteinbegreift, die von den Berührungen mit anderen Körpern (Stützun- 
gen, Führungen) herrühren. Wir haben somit den folgenden Satz: 

Notwendig und hinreichend für das Gleichgewicht eines starren Körpers ist, 
daß die Resultante der am Körper angreifenden äußeren Kräfte und die Resultante 
ihrer (auf einen beliebigen Punkt bezogenen) Drehmomente verschwinden: 


s=r%u=0 N=Inil=0. (Ü) 
Statt vom Gleichgewicht des Körpers spricht man auch vom ‚‚Gleichgewicht des 
am starren Körper angreifenden Kraftsystems“. 
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Die den Bedingungen (1) entsprechenden 6 skalaren Gleichungen ermög- 
lichen in der Regel die Berechnung von 6 Unbekannten, die je nach der Auf- 
gabe Kräfte, Momente oder Koordinaten sein können. Bei einem nicht freien 
Körper mit f < 6 Freiheitsgraden lassen sich in einfachen Fällen f sogenannte 
reine Gleichgewichisbedingungen aufstellen, die nur eingeprägte Kräfte, d.h. 
keine Zwangskräfte, enthalten. Die Zwangskräfte können nicht immer eindeutig 
ermittelt werden; in solchen Fällen nennt man die Aufgabe statisch unbestimmt 
(vgl. die späteren Beispiele in 7). 


2. Wie in den Bewegungsgleichungen, so kommen auch in den Gleich- 
gewichtsbedingungen (1) die am Körper angreifenden Kräfte %, — deren „An- 
griffspunkte‘““ durch die Radiusvektoren r, gegeben sind - 
nur in den Kombinationen 


3°: 3 [4 8:] (2) 


vor. Gelten daher ‚für ein anderes Kräftesystem %; mit den 
Angriffspunkten % die Gleichungen 


PATE : 3 % und I [u] = [nF (8) 


so erzeugt das Kräftesystem: 5; dieselbe Bewegung (bzw. das Gleichgewicht) 
wie das ursprüngliche Kräftesystem %,. Solche Kräftesysteme %, und 5%; wer- 
den gleichwertige oder äquivalente Kräftesysteme genannt. Es kann nun die 
Frage nach der „Reduktion des Kraftsystems‘‘ aufgeworfen werden, d.h., wie 
kann man das.gegebene Kraftsystem durch ein möglichst einfaches äquivalentes 
Kraftsystem ersetzen? 

Betrachten wir zuerst nur eine Kraft %. Mit % ist eine andere Kraft %’ gleich- 
wertig, wenn 


%=% und 37] =[IF] d.h,wen —r,%=0. 


Dies besteht, von den trivialen Fällen ”—r=0und % = 0.abgesehen, wenn 
r’ — ı parallel zur Kraft % ist, d.h., wenn der die Angriffspunkte der beiden 
Kräfte verbindende Vektor !!’ — r (Abb. 88) in die Gerade von 5 - in die An- 
griffslinie (Wirkungslinie) der Kraft — fällt. Dies ist der sogenannte Ver- 
schiebungssatz: Der Vektor der am starren Körper angreifenden Kraft darf in 
seiner Angriffslinie (aber nur in dieser) beliebig verschoben werden; er ist also ein 
linienflüchtiger Vektor wie die Winkelgeschwindigkeit @. 

Auf Grund des Verschiebungssatzes ist es leicht, die mit den Kräften %, und 
%. äquivalente Einzelkraft % zu konstruieren, wenn sich die Angriffslinien von 
%, und %, schneiden (vgl. Abb.89). Im Falle mehrerer in der gleichen Ebene 
wirkender Kräfte läßt sich das. Verfahren wiederholen. 


Abb. 88 


3. Das letztere Beispiel führt zu der Frage, ob man zu einem beliebigen Kräfte- 
system %ı: Va; - - - eine äquivalente Einzelkraft finden kann, mit anderen Worten, 
ob die Gleichungen 


%=- 23% und [13] = FI IuH (4a-b) 
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durch ein geeignetes % und ein dessen Angriffspunkt charakterisierendes r er- 
füllt werden. % und r eliminieren sich, wenn man die entsprechenden Seiten 
der beiden Gleichungen skalar multipliziert. Es folgt unter Beachtung von 


SH = 1355] = 0: 
PT 231585) =0. (5) 


Das gegebene Kräftesystem muß diese Bedingung befriedigen, damit es einer 
Einzelkraft äquivalent ist. Die erhaltene Bedingung (abgesehen von den beiden 
trivialen, leicht zu behandelnden Fällen 3%, = 0 und 3 [1,%;] = 0) bedeutet, 
daß die Gesamtkraft 3%, und das Gesamtmoment 
2 [4%] aufeinander senkrecht stehen müssen. Das 
wird im allgemeinen nicht erfüllt. Erfüllt wird es Zu 
aber in dem häufigen Fall paralleler Kräfte, in dem Pn 
nämlich [r,%,;] nach der Bedeutung des Vektorpro- | 
dukts in der zu den Einzelkräften %, senkrechten vo 
Ebene liegt und somit auch 3 [1,%;] zu I %, senk- \f 
recht steht. (Wir schließen den Fall 3%; = 0 aus, 
siehe im folgenden.) 

Allgemein: Ist G1.(5) befriedigt, so lassen sich die 
äquivalente Einzelkraft % und ihr Angriffspunkt bzw. 
ihre Angriffslinie aus Gl.(4) bestimmen. Im Falle % Abb. 89 4 
paralleler gleichgerichteter Kräfte erhalten wir aus 
Gl. (4a) — den'in ihre Richtung zeigenden Einheitsvektor mit e, ihre absoluten 
Beträge mit F, bezeichnend - für den Betrag der äquivälenten Kraft 


F= 2 Fi (6) 
und für ihren Angriffspunkt aus Gl. (4b): 
1, I F,el= If, Fe oder IV F,e= [I Rt, ce. (7) 
Die Gl.(7) wird offenbar durch den Vektor 
ns Fu 
er 2 


befriedigt. Der durch diesen Radiusvektor r bestimmte Punkt wird Mittelpunkt 
der parallelen Kräfte genannt. In ihm kann man die das Kraftsystem ersetzende 
Einzelkraft % = Fe anbringen oder auch in jedem Punkte der Angriffslinie 
von %. [Das äußert sich mathematisch darin, daß Gl. (7) nicht nur von rt, son- 
dern -für jeden Wert des Parameters A-auch von dem Ausdruck t’ = tr + Aebe- 
friedigt wird, dem eine durch den Punkt (8) gehende, zu e parallele Gerade ent- 
spricht.] Im Sonderfall der Schwerkraft, bei Körpern von nicht zu großer Aus- 
dehnung, ist F,= m,g. Dann geht Gl.(8) in den bekannten Ausdruck rt, 
= 3, m,t,/& m, des Schwerpunktes über. Sind nicht alle parallelen Kräfte gleich- 
gerichtet, so müssen die entsprechenden F', mit negativem Vorzeichen ge- 
nommen werden. Jetzt kann es vorkommen, daß SF, = 0 ist, dann aber ver- 
liert Gl. (8) ihre Bedeutung. Es besteht also der folgende Satz: Parallele Kräfte 
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lassen sich — vom Ausnahmefall 3, F, = 0 abgesehen - stets durch eine Einzelkraft 
ersetzen, deren Betrag durch @l. (6) und deren Angriffslinie durch Gl. (8) bestimmt 
werden. 


4. Das einfachste Kraftsystem, das nicht durch eine Einzelkraft ersetzt wer- 
den kann, ist das Kräftepaar (Pornsot, 1834). Es besteht aus zwei entgegen- 
gesetzt gleichen Kräften +% und —%, deren Angrifislinien nicht zusammen- 
fallen (Abb. 90). Wäre das Kräftepaar durch eine Einzelkraft %’ ersetzbar, so 


Abb. 90 Abb. 91 


müßte nach (4) % und somit auch das Moment [t%%’] Null sein. Das Moment 
des Kräftepaares ist aber verschieden von Null: 


N= md + - = - 9% = 18]: (9) 
es steht also senkrecht zur Ebene des Kräftepaares, und sein Betrag ist 
IM|=!Fsina=d-F, (10) 


d.h. das Produkt aus dem senkrechten Abstand der Kräfte und dem Betrag 
der Kraft. 

Da nach G1l.(9) M von dem Bezugspunkt O gar nicht abhängt, kann der 
Momentvektor des Kräftepaares beliebig verschoben werden, er ist also ein freier 
Vektor wie die Translationsgeschwindigkeit oder das ‚„Drehpaar‘“ (846, 2). 


5. Es folgt aus den die Äquivalenz der Kräftesysteme definierenden Gl. (3) 
sofort, daß jedes am starren Körper angreifende Kraftsystem durch eine Einzel- 
krafi% = I %, und ein Kräftepaar vom Moment M = I [1,%;] ersetzt werden 
kann. Hierbei kann der Angriffspunkt von 3 ein beliebiger Punkt O des Körpers 
sein, die r, sind dann die von diesem Punkt O zu den Angriffspunkten der ur- 
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sprünglichen Kräfte ®,. gezogenen Ortsvektoren. Den zweiten Teil des Satzes 
sieht man folgendermaßen ein: Die in den gegebenen Punkten A,, As, ... an- 
greifenden Kräfte seien %, , 3a; -- - (Abb. 91). Wir a. im beliebigen Punkt O 
des Körpers die Kräfte %,, — Tıund %g — Ga; --- an (dadurch ha haben wir an 
dem gegebenen Kräftesystem nichts geändert). Nunsei0A, =1,,0A, = Ta,... - 
Die Kräfte 3,(A,) und — (0), %2(A,) und — (0) usw. liefern der Reihe 
nach Kräftepaare mit dem Moment [t, 31] [ta 39]; - - - , deren resultierendes Mo- 
ment D = [1%] ist. Die verbleibenden Kräfte 5, (0), 3(0), ... können 
durch eine in O angreifende Einzelkraft % = 2, %, ersetzt werden. 


6. Der Wechsel des Bezugspunktes, 2. B. von O nach O0’, ändert die Einzel- 
kraft = D 5, nicht, er ändert aber im allgemeinen das Moment® = 3, [1 %.]- 


Das neue Moment M’ beträgt, wenn 00 bist 
(Abb. 92): 


= 315%] > 2 [u d, %,] 
= 21%) -DP:. 238: 
MM — 3]. al) Abb. 92 


Es gut also M’ = M nur dann, wenn % = 0 oder d || & ist. 

Man kann durch ‚geeignete Wahl des Bezugspunktes O’ erreichen, daß M’ 
und % zueinander parallel sind. Zerlegt man nämlich M in M, (parallel zu %) 
und M, (senkrecht zu %) und wählt d in der Gleichung 


d.h. 


MEN +M,.— BF] (12) 


so, daß seine Richtung senkrecht zu % und M,, (im entsprechenden Sinn) steht 
und sein Betrag | M,|/| & | ist, dann ist M, — [d#%] = 0. Das auf den so be- 
stimmten Punkt 0’ bezogene Moment M’ — M, hat also in der Tat dieselbe 
Richtung wie die in O’ angreifende Kraft %. (Das gleiche gilt offenbar auch dann, 
wenn statt. 0’ ein beliebiger anderer Punkt der durch O0’ gehenden Angriffslinie 
von % — der sogenannten Zentralachse des Kraftsystems — als Bezugspunkt ge- 
wählt wird.) Man nennt dieses Kraftsystem, bei dem also die Einzelkraft senk- 
recht zur Ebene des Kräftepaares steht, Kraftschraube und erhält nach dem 
Vorangehenden den Satz: Das allgemeinste Kraftsystem eines starren Körpers ist 
äquivalent einer Kraftschraube, ein Satz, der vollkommen dem CHAste£sschen 
Satz von der Bewegungsschraube entspricht ($ 46,2). Auf weitere Fragen des 
umfangreichen Gebietes der Statik —- in der auch graphische ° Methoden eine 
große Rolle spielen — können wir nicht eingehen. 


%. Einfache Beispiele. a) An einem starren Körper, der sich um einen festen Punkt O frei 
und ohne Reibung drehen kann, mögen die eingeprägten Kräfte %(” mit den Angriffs- 


— 
punkten A, angreifen, undessi0OA,=r, (#=1,2,..., n). Da der Fixierung des Punktes O 
offenbar eine in O angreifende Zwangskraft %’ entspricht, die um O kein Moment erzeugt, 
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lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 


IE +F=0 u] = (132-b) 


Nach der reinen Gleichgewichtsbedingüung (13b), die drei skalaren Gleichungen entspricht, 
muß also das resultierende vektorielle Moment der eingeprägten Kräfte verschwinden, und 
nach Gl. (13a) ist die Zwangskraft (Stützkraft) %’ entgegengesetzt gleich der Resultante 
der eingeprägten Kräfte. 

b) Wir betrachten jetzt einen starren Körper, der sich um eine feste Achse z frei und ohne 
Reibung drehen, aber nicht in der z-Richtung verschieben kann. An diesem Körper, der 


einen allgemeinen Hebel darstellt, mögen wieder beliebige eingeprägte Kräfte 0 angreifen; 


ihre Angriffspunkte seien durch die von einem willkürlich gewählten Punkt O der Achse 
gezogenen Ortsvektoren t, gekennzeichnet. Dieses Kraftsystem läßt sich auf eine in O an- 
greifende Einzelkraft 3 = >, 3(9 undein Kräftepaar mit dem Moment me — >37 39) 
reduzieren. Ähnlich kann man die der Fixierung der z-Achse entsprechenden Zwangs- 
kräfte %% (die „Normaldrücke“ zwischen dem Körper und dem.Lager) auf eine Kraft $° 
= 3% undein Kräftepaar W= [1,35] reduziert denken. Die Zwangskräfte %), greifen 
aber alle in den Punkten der z- Achse an (bzw. ihre Angriffslinien schneiden diese Achse), so 
daß sie kein Moment um die z-Achse hervorrufen können: M}, = 0. Die Gleichgewichts- 
bedingungen (1) lauten daher in Komponenten geschrieben: 


Xo+ N =0,...,. MP+M,=0, U9=- Zr -yxM)=0. (19) 


Die einzige reine Gleichgewichtsbedingung M" — = 0) besagt, daß das resultierende Dreh- 
moment der eingeprägten Kräfte in bezug auf "die Drehachse verschwinden muß. [Dies ist 
die allgemeine Form des Hebelgesetzes, des für den einfachen Fall der Abb. 61 schon zu des 
ARISTOTELES Zeiten bekannt war und von ARCHIMEDES aus einfachen Annahmen ab- 
geleitet wurde. Der Begriff des Hebelarms (das Lot von O auf die Kraftrichtung), aus dem 
später der Begriff Drehmoment (oder „statisches Moment“) entstand, rührt von LEONARDO 
pa Vinci her.] 

Die ersten fünf skalaren Gleichungen (14) bestimmen die Resultante % der Zwangs- 
kräfte und ihr resultierendes Moment W’. In dem Sonderfall, wenn die Achse in zwei 
solchen Achsenlagern ruht, daß man die Lager in zwei Punkten O und O, der Achse lokali- 
sieren kann, und wenn das Verschieben des Körpers längs der Achse nur durch das Lager OÖ 
verhindert wird, hat man mit zwei Zwangskräften FolXo, Yo, Zo} und Kı[X1, Yı, 0} zu 
tun. Die fünf Komponenten können dann aus den ersten fünf Gleichungen (14) - die jetzt 


mit 00, = ! die Form 
X, +X=—-X6e,.., -IY=—- MM, 1X = — u (15) 


annehmen - berechnet werden. Im allgemeinen läßt sich aber die Frage, wie sich die 
Zwangskräfte längs. der Achse wirklich verteilen, im Rahmen der Statik des starren Körpers 
nicht beantworten, diese Verteilung ist „statisch: unbestimmt“. 


c) Ein alltägliches Beispiel für die statische Unbestimmtheit bietet auch ein Stab (von 
dem Gewicht @ und der. Länge ?), der sich mit dem einen Ende auf eine horizontale Unter- 
lage, mit dem anderen Ende gegen eine vertikale Wand stützt. Bei dem hier zu behandeln- 
den ebenen 'Gleichgewichtsproblem (Abb. 93) kommen vier unbekannte Zwangskräfte in 
Betracht, und zwar die Normalkräfte vom Betrag N, , N, und die von der Haftreibung her- 
rührenden Tangentialkräfte vom Betrag R,, R,. Die Gleichgewichtsbedingungen, deren An- 
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zahl in diesem ebenen Fall nur drei beträgt, lauten: 
I 
N,—-R=0, N +tR-Q=0, 0 c0sd — R.lcosd — N,lsind=0. (16) 
Hieraus folgt 


N,=R, N+R=Q undsomit R,tand= 2 — R = —(M, — BR). (1 
Beachten wir, daß nach unserem früheren Ergebnis (11,29) R, <s u,N,, Ra S 4 N, sein 
muß (u, und u, sind Haftreibungskoeffizienten), so können wir den Winkelbereich be- 
stimmen, in dem das Gleichgewicht möglich ist. Aus der letz- 
ten Gleichung (17) findet man nämlich mit Rücksicht auf die 
genannten Ungleichungen folgendes: 


1 1 
4 N,tend> 5 (N, — N;) = 2 (N, — mA) 


1 
> > W8, — As N)); 


d.h 
Kıkz 
tand > 18 
25, (18) 
(Sind z. B. der Stab aus Holz und die beiden Flächen aus Abb. 93 


Stein, so ergibt sich mit u, = % = 0,7 für den Bereich der 
Gleichgewichtslagen: 20° < # < 90°.) Das Auftreten von ganzen Bereichen der Gleich- 
gewichtslagen ist typisch für die Gleichgewichtsaufgaben mit Reibung. 


$ 50. Rotation des starren Körpers um eine feste Achse. Ebene Bewegung des 
starren Körpers 


1. Wir werden die in $ 48 erwähnte Umformung der Grundgleichungen (48,1 
und 2) zuerst im relativ einfachen Fall der Rotation um eine feste Achse vor- 
nehmen. Hierbei besitzt der Körper nur einen Freiheitsgrad, die Lage des Kör- 
pers kann nämlich durch den Drehwinkel » charakterisiert werden. Wir wählen 
die Drehachse als 2-Achse eines raumfesien Koordinatensystems mit einem 
Punkt O der Drehachse als Anfangspunkt. Der Drehwinkel o sei etwa der Win- 
kel, den die x’-Achse eines körperfesten Koordinatensystems mit dem Anfangs- 
punkt oO mit der x-Achse einschließt (so daß zwischen den Koordinaten x,, Y,, 2; 
und «;, Y;, 2; eines Körperpunktes die wohlbekannten Zusammenhänge 


2% = % 008P — y;sing, %= sing + y;c0sQ, 4 —=2 (1) 


bestehen). Die auf den Körper der Masse m wirkenden gegebenen Kräfte, die 
eingeprägten Kräfte, können nach dem vorigen Paragraphen durch eine im 
Punkt O angreifende Einzelkraft % und ein Kräftepaar mit dem Moment M 
ersetzt werden. In gleicher Weise lassen sich auch die infolge der Fixierung der 
Achse auftretenden und vorläufig unbekannten Zwangskräfte durch die Kraft 
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% und das Kräftepaar mit dem Moment M’ ersetzen. Dann lauten die den 
Schwerpunktsatz und den Drehimpulssatz ausdrückenden Gleichungen: 


m =%+%) (2) 
KEM+HM. 3) 


Von diesen sechs Gleichungen ist die für N, gültige die einzige, die die 
Zwangskräfte nicht enthält. Diese Kräfte können nämlich (nach $49,7b) kein 
Drehmoment um die Drehachse hervorbringen: M, = 0. Wir drücken nun die 
in der reinen Bewegungsgleichung 


N,=M, (4) 
‚vorkommenden Veränderlichen durch @ aus. Da nach der Definition des Dreh- 
impulses | 
N, = 2 m; [185]. (5) 

und nach Gl (46,2) v, = [öt,] mit w, = w, = 0,0, = w = & ist, folgt: 


N,=2m, löul, — ylörl.) = 2m, {%,(0,% — &,2) — Yo — ©, Y)} 


= om (ci + Yy) =oIim(ii? + y2). (6) 
Die wichtige konstante Größe 
Im(?+y)=&imi=0 (7) 


(wobei l,der Abstand von m, von der 2-Achse ist) heißt Trägheitsmoment des Kör- 
pers in bezug auf die 2-Achse (Huysens, 1673; der Name stammt von EULER). 
Es ist für die Massenverteilung des Körpers um die Achse charakteristisch und 
kann — wie wir sehen werden — durch Berechnung und auch experimentell be- 
stimmt werden. So folgt aus Gl. (4) die Bewegungsgleichung für die Rotation des 
starren Körpers um eine feste Achse: 


Oo = M, oder OÖ = M,; (8) 


Trägheitsmoment mal Winkelbeschleunigung ist gleich dem auf die Drehachse be- 
zogenen Drehmoment der äußeren Kräfte. Gl.(8) ist eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung für &, die mit den Anfangsbedirigungen zusammen die Be- 
wegung vollständig bestimmt. Die weiteren fünf Gleichungen von (2) und (3) 
dienen zur Berechnung der Zwangskräfte (siehe weiter unten). 


2. Gleichung (8) hat dieselbe Form wie die Grundgleichung mä = Z der ge- 
radlinig fortschreitenden Bewegung. Eine ähnliche Übereinstimmung zeigt sich 
auch bei der kinetischen Energie des rotierenden Körpers: 


1 = l 
T =; :mu = 9 2m, wu o2 m;l; 
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d.h. 1 
— z0#, (9) 


die von der gleichen Form ist wie die kinetische Energie z mv? der fortschrei- 
tenden Bewegüng. 2 

Wir wollen ferner die bei einer infinitesimalen Rotation geleistete Arbeit ö A 
berechnen. In der allgemeinen Definition 6A = %,ör, ist jetzt nach Gl. (46,2) 


öu = [69,1]: 
0A= 2 3:[159; y)= 2 (X,[69, ul. + Yı [ö9, u)y +Z, [ö9, Y,)). (10) 
Betrachtet man als Drehachse die z-Achse, dann lauten die Komponenten von 


59:0,0, 69, und somit wird 
5A= 9 I[K(- + Y m]=dp Im, — yX) = öpM,. 
Die bei einer infinitesimalen Rotation geleistete Arbeit ist also 
6A = M,öv, (11) 


was wieder dem für die Translation gültigen Ausdruck 6A = Zöz entspricht. 

Im Sinne der vorstehenden Ausführungen zeigen sich bei der Drehbewegung 
um eine feste Achse gewisse Analogien zur fortschreitenden Bewegung längs einer 
Geraden: Der Winkel entspricht dem Wege, die Winkelgeschwindigkeit der 
Geschwindigkeit, die Winkelbeschleunigung der Beschleunigung, das Träg- 
heitsmoment der Masse, das Drehmoment der Kraft und das Impulsmoment 
dem Impuls. 1 

Mit Hilfe von T = 70 9° und 6A = M,ög läßt sich die Bewegungsglei- 


chung (8) sofort aus der. Form (34,25) der LAGRAngEschen Gleichungen erhal- 
ten, danach öA = M,öp die zum 9 gehörige generalisierte Kraft Q = M, ist. 


3. Die Bestimmung der Zwangskräfte wollen wir in dem wichtigen Spezialfall 
durchführen, in dem (nach einem Anstoß) alle eingeprägten Kräfte Null sind: 
TG = 0, M = 0. Dann lauten die ersten fünf Gleichungen von (2) und (8), d.h. 
die fünf kinetostatischen Gleichungen: 


X" = Mög; y' — MÜs; YA = M2s; (12) 
. d . ® , d . . 
M,= Fri 2m (ya — 2), My = dt 2m, (4%, — %2,). (13) 


Nun ist zu beachten, daß wegen O9@ = M, = jeder außerhalb der Achse 
liegende Punkt und somit im allgemeinen auch der Schwerpunkt (z,, Ys: 25) 
des Körpers eine gleichförmige Kreisbewegung um die z-Achse ausführt, d.h. 
[siehe z.B. Gl. (4,5)]: 


= -o02, he-wy, 4=0 (auch fürı=S). (14) 
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Somit folgen aus den Gl. (12) die Komponenten der resultierenden Zwangskrafi: 
| X’ = mar, Y=-mory, Z=0. (15) 


Das bedeutet, daß die Resultante der Zwangskräfte gerade die Zentripetal- 
kraft ist, die an dem die gleichförmige Kreisbewegung ausführenden Schwer- 
punkt mit gedachter Masse m angreift. | 

Für das Moment der Zwangskräfte folgt aus (13) wegen 2, =0: M, 
= — Y mzÜ,, My = 2% m,2,&,. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14) lauten 
also die Komponenten des resultierenden Moments der Zwangskräfte: 


M, = w 3 m, y%; M, =-o 3m (und M,=0), (16a) 


oder nach den Gleichungen (1), statt durch die zeitabhängigen Größen x,, y, 
durch die konstanten x;, y; ausgedrückt: 


M; = w?(sinp I’ m,xiz; + cos I m, yi2), 


My, = — o:(cosp Im, u2 — sing 3 m, yı2). eb) 


Für die auf die körperfesten x’, y’-Achsen bezogenen Komponenten erhält 
man (aus M, = M; cosp + My, sing und My = — M, sing + M,coso) die 
Ausdrücke 

My = w SV m,y;%, My = —-w N mz%;. (16c) 


Damit die Drehachse 2 in Ruhe bleibt, muß sie also seitens der Achsenlager 
durch die Kraft (15) und das Moment (16) gestützt werden (Lagerreaktionen), 
bzw. müssen die Achsenlager die entgegengesetzt gleichen Kräfte und Momente 
aufnehmen können. Dieses Resultat, dessen Wichtigkeit für die Technik auf 
der Hand liegt, bedeutet auch folgendes: Bei einem rotierenden Körper, auf 
den keine eingeprägten Kräfte wirken, kann eine nicht fixierte Drehachse (die 
2’- Achse eines körperfesten x’ y’z’-Systems) ihre Lage nur dann beibehalten, wenn 
sie durch den Schwerpunkt des Körpers geht, und wenn außerdem die „Deviations- 
momente“ 

OyrZ my, Ir = Di m2 (17) 


verschwinden. Dann sind nämlich nach (15) und (16) sowohl die Zwangskräfte 
als auch ihre Momente in jedem Augenblick gleich Null. Eine Achse mit solchen 
Eigenschaften wird freie Achse genannt. 

Die Deviationsmomente (17), die — wie das Trägheitsmoment — die Massen- 
verteilung um die Achse kennzeichnen, heißen auch Zentrifugalmomente (oder 
Trägheitsprodukte), dasienach (16c), mit w multipliziert und von dem mit dem 
Körper rotierenden Bezugssystem aus betrachtet, vom Vorzeichen abgesehen 
die resultierenden Momente der Zentrifugalkräfte um die :’- bzw. y’- Achse dar- 
stellen.!) 


ı) Die im letzteren Sinne verstandenen Zentrifugalmomente lauten nach Gl. (16c): 
M, = — M’, = — 0 Oyrr; M,, = — My = 0 ya. 
Weiteres über Zentrifugalmomente s. in 8 53. 
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Beispiele für die Rotation um eine feste Achse findet man in $ 56. 


4. Über die ebene Bewegung des starren Körpers. Die Rotation um eine feste 
Achse ist ein Spezialfall der ebenen Bewegung des starren Körpers, bei der sich 
alle Punkte des Körpers in Ebenen parallel zu einer raumfesten Ebene bewegen 
($ 46, 2). Bei dieser in der Praxis oft vorkommenden Bewegung besitzt der starre 
Körper drei Freiheitsgrade, vorausgesetzt, daß außer der Ebenführung des Kör- 
pers keine sonstigen Führungen vorhanden sind. Von den notwendigen drei Be- 
wegungsgleichungen werden zwei durch den Schwerpunktsatz und eine durch 
den Drehimpulssatz geliefert, so daß — wenn die raumfeste Ebene die x, y-Ebene 
ist — die Bewegungsgleichungen für die ebene Bewegung lauten: 


mös=X, mjs=Y; (18) 
N,=M,. (19) 


X, Y bzw. M, bedeuten hier die betreffenden Komponenten der äußeren Kräfte 
bzw. Momente. Beim Fehlen sonstiger Führungen handelt es sich dabei nur um 
eingeprägte Kräfte, im Falle solcher Führungen (d.h. bei weniger als drei Frei- 
heitsgraden) sindin X, Yund M, auch die von diesen Führungen herrührenden 
Zwangskräfte miteinbegriffen. 

Nun ist der Momentensatz (19) wegen des in $28,3 bewiesenen Satzes auch 
dann gültig, wenn der Anfangspunkt des Koordinatensystems an Stelle des 
raumfesten Punktes O der (dem Schwerpunktsatz entsprechend bewegte) 
Schwerpunkt S des Körpers ist. Wir können also die z-Achse durch den Schwer- 
punkt legen. Dann folgt aber aus N, = M, auf dieselbe Weise wie bei (4-8) die 
Gleichung 

9oa=M, ode O6 =M,, (20) 


wobei © das Trägheitsmoment des Körpers und M das Drehmoment der 
äußeren Kräfte, beide bezogen auf die durch den Schwerpunkt gehende z-Achse 
(„Schwerpunktachse‘“‘), sind. Daher gilt für die Rotation um eine sich selbst parallel 
bleibende Schwerpunktachse dieselbe Gleichung wie für die Rotation um eine feste 
Achse. . 

Ein einfaches Beispiel für die ebene Bewegung werden wir in $ 57 behandeln. 
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1. Nach dem Vorstehenden spielt das Trägheitsmoment des starren Körpers um 
eine Achse bei der Rotation um diese Achse dieselbe Rolle wie die träge Masse 
bei der fortschreitenden Bewegung. Deshalb müssen wir uns mit dieser wichti- 
gen Größe näher befassen. Das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf eine 
gegebene körperfeste Achse beträgt nach der Definition (50,7) 


= mi, (1) 


bzw. wenn man im Falle der ‚kontinuierlichen Massenverteilung‘‘ die Summe 
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durch ein Integral ersetzt: 
9=[Pdm oder © = [1:odV. (2) 


Hierbei sind ! der senkrechte Abstand des Massenelements dm bzw. des Volum- 

elementes dV von der Achse, o die Dichte; die Integration ist über das ganze 
Volumen des Körpers zu erstrecken. Beispiele für die Berechnung von Träg- 
heitsmomenten werden in $55 behandelt; an dieser Stelle besprechen wir 
einige allgemeine Sätze. 


23. Der Satz von STEINER besagt: Sind © das Trägheitsmoment eines starren 
Körpers für eine vorgeschriebene (durch einen Punkt O gehende) Achse, 0, 
das Trägheitsmoment für die parallele, durch den Schwerpunkt S gehende 
Achse, s der gegenseitige Abstand der beiden Achsen und m die Gesamtimasse 
des Körpers, so gilt 

0=0, + m». (3) 


Zum Beweis denken wir uns die beiden durch O und S gehenden Achsen 
senkrecht zur Zeichenebene gerichtet und wählen die durch S gehende Achse 
als z-Achse eines körperfesten Koordinaten- 
systems. Dann gilt mit den Bezeichnungen der 
Abb. 94 


O9, = [kam = (a? + y2)dm, (4) 
0) = (dm = /[(@ — 8)? + y?]dm, (5) 


also 
= fta® + y®)dm + s? [dm — 25 | xdm 
Abb. 94 =0,+ms — 25/ xdm. (6) 


Das letzte Glied verschwindet aber, da die x-Koordinate des Schwerpunktes 
De — : zdm — 0 ist (S befindet sich nämlich auf der z-Achse). Damit ist der 


STEINERSche Satz bewiesen. 

Aus dem Satz folgt (da ms? positiv ist), daß unter allen auf parallele Achsen 
bezogenen Trägheitsmomenten das auf die Schwerpunktachse bezogene am klein- 
sten ist. 


3. Besiehchh zwischen Trägheitsmomenten um die durch denselben Punkt ver- 
laufenden Achsen. Wir betrachten eine durch einen beliebigen Punkt O des Kör- 
pers gehende Achse, deren Richtungskosinusse, bezogen auf ein körperfestes 
xyz-System, durch cos«, cosß, cosy gegeben sind. Diese sind zugleich die Kom- 
ponenten des in Richtung der Achse angenommenen Einheitsvektors e (Abb. 95). 
Das Trägheitsmoment um die gewählte Achse beträgt 


Oapy — [l?dm = KG sind)?dm. (7) 
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Nun ist aber 


-(r sind)? = [te]? = [r ee + [r el; + [rel = 
= (ycosy — 2 cosß)? + @ Cosa — x cosy)2. + (£ cosß — ycosa)®. (8) 
Diese Glieder geordnet und i in: a. Ic} eingesetzt, liefert | 
Bar [Wr + dm: "cos?a +f@ + x2)dm - cos?ß. + [ia + y?)dm - cos?y 
ai 2/ xzydm : cos cosß — 2 [yzdm j cosß cosy — 2 [zxdm -c08Y Cosa. (9) 


Daher kann. jedes auf die durch O gehende Achse mit der Richtung («, ß, y) be- 
zogene Trägheitsmoment berechnet werden, wenn man sechs Größen, nämlich die 
Trägheitsmomente um die x, y,2- Achsen 


9, =/[y +)dm 9,,=/[@®+d)dm, O,.=/[(®+y)dm (10) 
und die nn. 
10 FE [zydm, O2 = [ yzdm, O;: — [zxdm (11) 


kennt: 
Oapy = O;, 008° + Oyy 608? + ©,, c08?y — 20,,c0sa cosß 


— 20, c0sß cosy — 20, C0SY Cosa. (12) 


(Die physikalische Bedeutung der Deviationsmomente wurde schon im $ 50,3 
erwähnt.) Aus (10) fol&t sofort (für dreidimensionale Körper): Die Summe 


Abb. 95 Abb. 96 
von irgend zwei der drei Trägheitsmomente (10) ist größer als das dritte 
Trägheitsmoment (©,, + 9,5 > O;2, USW.). 


4. Zur geometrischen Veranschaulichung des Resultates (12) tragen wir vom 
Punkt O aus in jeder («, ß, y)-Richtung die „Strecken“ (passender Dimension) 


1 
VOasr 
ab (Abb. 96). Die Endpunkte P bilden eine Fläche, deren Gleichung leicht zu 


OP=R-=- 


(13) 
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bestimmen ist. Die Koordinaten des Punktes P in dem vorigen körperfesten 
System seien x, y, 2. (Diese bedeuten also jetzt nicht mehr. wie in den Glei- 
chungen (4) bis (11) die Koordinaten der einzelnen Körperpunkte!) Dann gilt 
offenbar | 


x = Rcose = —“ 5 
YO.Br 
d.h. | 
cos« = 2 YOa9,, cosß = yYOas,; cosy = 2 /Oapy- (14) 


Diese Ausdrücke in Gl. (12) eingesetzt, ergibt 
9, + 9,9 + 9.22? — 20,384 — 29,292 — 20,222 =1. (15) 


Diese Gleichung stellt eine Fläche zweiter Ordnung dar, deren Zentrum sich in O 
befindet. Die linearen Glieder fehlen, und so ist mit (x, y, 2) auch (—x, —y, 
— 2) ein Punkt der Fläche. Genauer: (15) ist die Gleichung eines Ellipsoids, 
da die wegen ihrer Deutung stets positiven 
©,p, nicht Null sein können und deshalb die 
Fläche nach Gl. (13) keine Punkte im Unend- 
lichen besitzen kann. Die Bedeutung der obi- 
gen Fläche, des Pormsotschen Trägheitsellip- 
soids, ist also (siehe Abb.97) die folgende: 
Schneidet eine in Richtung («, ß, y) durch O 
gehende Gerade die Fläche im Punkt P, so ist 
das auf diese Gerade bezogene Trägheitsmo- 
ment nach Gl. (13) gegeben zu 


1 
Gab» = ——- 16 
Abb. 97 BR (16) 
Zu jedem Punkt des Körpers gehört ein solches, als körperfest gedachtes 
Ellipsoid, und zwar zu jedem Punkt im allgemeinen ein anderes. Das zum 
Schwerpunkt gehörende „Zentralellipsoid‘ ist das größte von allen, da nach 
dem Satz von STEINER die Trägheitsmomente um die Schwerpunktachsen im 
Vergleich zu solchen um parallele. Achsen die kleinsten sind. 


5. Die Hauptachsen des Ellipsoids werden Hauptträgheitsachsen, die ent- 
sprechenden Trägheitsmomente 


Ce ee (17) 


Hauptträgheitsmomente genannt. Von diesen ist eins das größte, ein anderes das 
kleinste unter allen Trägheitsmomenten, die auf die durch den betreffenden 
Punkt gehenden Achsen bezogen werden. 

Die Gleichung des Trägheitsellipsoids nimmt eine sehr einfache Form an, 
wenn man die Hauptträgheitsachsen als Koordinatenachsen wählt. In diesem 
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„Hauptachsensystem‘‘“ x’ y’ z’ lautet die Gleichung des Ellipsoids, wie aus der 
analytischen Geometrie bekannt ist: 


= + E77 + = = l. (18) 
1 1 . : 
Da nach Gl. (17) Pr ES —= @,, usw., geht die Gl. (18) in 
9,2%”: +0,y?+09,?=1 (19) 


über. Wie ein Vergleich’ mit der allgemeinen Gleichung (15) zeigt, verschwin- 
den im Hauptachsensystem die drei Deviationsmomente. So beträgt nach Gl. (12) 
das Trägheitsmoment um eine Achse, die mit den Hauptachsen die Winkel «,'ß, y 


. h Q . j 
einschließt Our = 0, °05?x + ©, cos?ß + ©, cos?y. (20) 


Diese Gleichung und der STEINERsche Satz geben Antwort auf die Frage, 
wie man das Trägheitsmoment für eine ganz beliebige Achse berechnen kann. Be- 
deuten nämlich jetzt ©,, ©., ©, speziell die zum Schwerpunkt gehörenden 
Hauptträgheitsmomente, so ist das Trägheitsmoment um eine mit den Haupt- 
achsen die Winkel «, ß, y einschließende und vom Schwerpunkt sich im Ab- 
stand s befindende Achse gegeben zu 


0 = 9, cos? + O, cos?B + ©, cos?y + ms?. (21) 


6. In speziellen Fällen kann das Trägheitsellipsoid natürlich ein Rotations- 
ellipsoid sein, bei dem von den drei Hauptträgheitsmomenten zwei einander 
gleich sind; Rotationsellipsoide sind z.B. die zu den Punkten der Symmetrie- 
achse eines homogenen rotationssymmetrischen Körpers oder eines homogenen 
quadratischen Prismas gehörigen Trägheitsellipsoide. Die Trägheitsfläche kann 
auch eine Kugel sein (©, =©, =©,). Dies ist z.B. bei der zum Schwerpunkt 
einer homogenen Kugel oder eines homogenen Würfels gehörigen Trägheits- 
fläche der Fall. Dann sind alle Trägheitsmomente, die sich auf die durch den 
betreffenden Punkt gehenden Achsen beziehen, einander gleich, was z.B. beim 
Würfel kein triviales Ergebnis ist. 


€. Die Gesamtheit der Trägheitsmomente um die durch einen Punkt gehen- 
den Achsen ist nach dem Vorstehenden durch sechs unabhängige Daten, nämlich 
durch die drei Trägheitsmomente ©,,, ... und die drei Deviationsmomente 
O,,(= 9);  . . bestimmt. Diese Größen bilden die Komponenten eines symme- 
trischen Tensors, des sogenannten T'rägheitstensors 


9, “7 9, vı 9, 2 
9; O, 9%: | (22) 
je 9, EZ 9, Y 9, 2 
[Der Tensorcharakter folgt aus den späteren Gl. (52,23), vgl. Anhang, $ 97.] 
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Sind © das Trägheitsmoment des Körpers um eine gegebene Achse, m die 
Masse des Körpers, und wird © = mk? gesetzt, so heißt % der Trägheitsradius 
des Körpers um die Achse. 


& 52. Kinetische Energie, Impuls und Drehimpuls des starren Körpers 


Im folgenden befassen wir uns mit drei wichtigen dynamischen Größen. Wir 
verwenden dabei den bekannten kinematischen Satz (46, 7), nach dem die Ge- 
schwindigkeit eines Massenelementes dm des starren Körpers 


v=b+ [dt] M) 


beträgt, wobei v,die Geschwindigkeitdesim Körper willkürlich gewählten Bezugs- 
punktesO gegen ein raumfestes Bezugssystem, rt den vonO zu dm gezogenen (im 
Körper festen) Radiusvektor und ö den durch O-gehenden Vektor der Winkel- 
geschwindigkeit bedeuten. (O und r entsprechen jetzt dem O’ bzw. r’in Abb. 83.) 


1. Die kinetische Energie des starren Körpers lautet bei der allgemeinsten Be- 
wegung des Körpers auf Grund von Gl. (1): 


T= 2 [van = Slam + 4 [toren + os, [örldm. (2) 


Dementsprechend läßt sich T in drei Teile zerlegen | [ dm = m bedeutet die Ge- 
samtmasse des Körpers): 


Translationsenergie Tr = mv, (3) 
; ; | I 42 

Rotationsenergie Tot = 5 f [ör]dm, (4) 

„wechseiseitige‘‘ Energie IT = [ör]dm. (5) 


Die letzte kann durch die Einführung des Ortsvektors des Schwerpunktes 
L: 
Mr f ram (6) 
auch in der folgenden Form geschrieben werden: 


Ta = u [ö, [tdm] = mis [öts]. (7) 


Wird also als Bezugspunkt der Schwerpunkt S des Körpers gewählt, so ist 
wegen t,=0:7,=0,mithingilt T= Ti + Trot - Bleibt jedoch ein Punkt des 
Körpers fest und wählen wir diesen als Bezugspunkt O, so gilt wegen , = 0: 
Tır = Ta = 0, also T = Trot. Die gesamte kinetische Energie des Körpers ist 
in diesem Fall eine Rotationsenergie. 
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Die Rotationsenergie beträgt nach al. (4): 


1 
nr — —/Iforl: 
Frot = „je dm 


1 
= 5 [ay2 - © 9)? + (02 — 0,2)? + (0 y— oymdldm (9 


Nach Ordnen der Ausdrücke erhält man Glieder der-Form oz | (y? + 22) dm, 
— 20,0%, f xydm, so daß sich mit den Bezeichnungen der im vorigen Parägra- 
phen definierten Trägheits- und Deviationsmomente die Gleichung 


1 | 
Tot = 5 [9,20% + Oo + 0,0% — 20 ,,0,0 — 20,,0,0, — 20,,%, @;] 
(9 


ergibt. Die Rotationsenergie ist also eine homogen quadratische Form der Winkel- 
geschwindigkeitskomponenten, wobei die Koeffizienten durch die Trägheits- und 
Deviationsmomente gegeben sind. Wird das körperfeste Ox yz-System - auf das 
wir die Größen ©, „,. :. und die Komponenten von ö beziehen!) — als zusammen- 
fallend mit den Hauptachsen des zum Bezugspunkt O gehörigen Trägheits- 
ellipsoids gewählt und werden die auf diese Hauptachsen bezogenen Kompo- 
nenten von © mit @,, @g, @y, die Hauptträgheitsmomente mit 9,, 9,, 9, be- 
zeichnet, so nimmt die Rotationsenergie die Form 


l 
Trot = Dy (90 + 905 +0;03) (10) 


an. & 

Natürlich besteht bei einer Drehung um eine beliebige Achse — die mit den 
x, Y, 2-Achsen des körperfesten Systems die Winkel «, B, y.einschließen möge — 
auch die in G1.(50,9) gefundene Beziehung 


| 1 
Trot a, Oupy@*. (11) 


Setzen wir die rechte Seite dem allgemeinen Ausdruck (9) gleich und beachten 
—e — cose, — — cos, — — cosy, so erhalten wir den in Gl. (51,12) gefundenen 


Ausdruck für O,5,, den wir also’auch auf diese Weise ableiten können. 


!)In den Gl.(8) und (9) ist das Koordinatensystem noch nicht spezialisiert, da e3 
‚natürlich gleichgültig ist, in welchem Koordinatensystem man die Vektoren © und rin 
Komponenten zerlegt. Es ist aber jetzt nicht zweckmäßig, Gl. (8) und (9) auf ein raum- 
festes System O xyz zu beziehen, weil dann die Koordinaten x, y, z von dm und damit auch 
die Trägheits- und Deviationsmomente 9, „, - . . usw. zeitabhängige Größen sind. Dasgleiche 
gilt auch für die späteren ähnlichen Gleichungen. 
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2. Der Impuls des starren Körpers ist nach der Definition und nach Gl. (1) 
gegeben zu 


&=/vdm = [v,dm + [[örJdm, (12) 
oder mit [ dm = m und mit dem Ortsvektor (6) des Schwerpunktes 
= mp, + ml[ör;z]- (13) 


Wird der Bezugspunkt O in den Schwerpunkt S verlegt, so folgt in diesem 
speziellen-Fall wegen r,; = 0: 


Da nach Gl. (2) bis (7) die kinetische Energie des Körpers 


T= mo} + mv,[löts] + ;[1# r?dm (15) 


beträgt, sieht man, daß für die Komponenten von ® in Gl.(13) (auch im all- 
gemeinen Fall O = $) 


(16) 


gilt. Die rechtwinkligen Komponenten des Impulses sind also die Ableitungen 
der kinetischen Energie nach den Komponenten der Translationsgeschwindig- 
keit. Dies ist ein Spezialfall der Relation (34,39) zwischen den allgemeinen Ge- 
schwindigkeiten und Impulsen. 


3. Der Drehimpuls des starren Körpers lautet nach Definition und nach Gl. (1): 


N = [[rv]dm = [[ro,Jdm + [[v, [örl]am, (17) 
oder mit dem Ortsvektor (6) des Schwerpunktes 
N = ml[tgde) + [In [ör]]dm. (18) 


Das erste Glied verschwindet, wenn man den Bezugspunkt O in den Schwer- 
punkt S legt, ferner auch dann, wenn der Punkt O festliegt (vd, = 0). In diesen 
beiden wichtigen Sonderfällen ist 


N = Ir, [örl]dm. (19) 
Durch die bekannte Umformung ($ 95, 6c) 


ALBE] = BEA — CAD) (20) 
folgt 
N = [ördm — [r(t@)dm. (21) 
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Deshalb lautet z.B. die «--Komponente von ®: 
N, = ((a? + y? +22) w,dm — [z(xo, + yo, + 2w,)dm. (22) 


Ordnet man diese Ausdrücke und setzt an Stelle der auftretenden Glieder 
[ (y? + 22)dm usw. die-bekannten Bezeichnungen ©,,; ... der Trägheits- und 
Deviationsmomente, so folgt die Beziehung zwischen den Vektoren R und @: 
N, = 0,0, — ya — 9: %: 
N, = —- 10 + Iyy@y — 942%; (23) 
N, = — O,,0; = O,,@, + 0,.%,. 
N ist, wie man sagt, eine lineare Vektorfunktion von @, wobei die Beziehung zwi- 


schen N und ö durch den Trägheitstensor (51,22) vermittelt wird. 
Aus den Gleichungen (23) und (9) ist sofort zu ersehen, daß 


OT rot | OT rot | 9 Trot 
N. = , N, =-—— Ze en, 


gilt, d.h., ist der Bezugspunkt OÖ fest oder fällt er mit dem Schwerpunkt S zu- 
sammen, so sind die Komponenten des auf diesen Punkt bezogenen Drehimpulses 
die Ableitungen der Rotationsenergie nach den Komponenten der Winkel- 
geschwindigkeit. Im allgemeinen Falle (O ist nicht fest oder O + S$) tritt in 
(24), wie auf Grund von (15) und (18) leicht zu beweisen ist, an die Stelle von 
Tot die gesamte kinetische Energie T': 


oT oT oT 


N. = —— m en = . 
du den "0m, 


(25) 


Dieses Ergebnis ist wieder ein Sonderfall der Beziehung (34,39) zwischen den 
allgemeinen Geschwindigkeiten und Impulsen. 
Ein später anzuwendender Zusammenhang folgt ebenfalls aus (23): 


N,o, + N,o, + N,o, = O,.% ++ — 20,,0,0;: 


Die rechte Seite ist wegen Gl.(9) gerade gleich 27,o:, so daß die Rotations- 
energie auch in der Form 


Nö (26) 


ausgedrückt werden kann. 

Der wichtige Zusammenhang (23) zwischen dem dynamischen Vektor W und 
dem kinematischen Vektor @ kann als Verallgemeinerung der analogen, bei der 
fortschreitenden Bewegung gefundenen Gleichung & = mp, (und der im Falle 
einer festen Drehachse gültigen Gleichung N, = © w,) angesehen werden. Der 
trägen Masse — einer skalaren Größe - entspricht das Trägheitsmoment mit 
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Tensorcharakter. Ähnliche lineare Vektorfunktionen werden wir auch in der 
Blastizitätstheorie finden. 

Man kann die Richtung des Drehimpulses % im Falle gegebener Winkel- 
geschwindigkeit @, also gegebener Drehachse, nicht nur aus dem analytischen 
Ausdruck (23) bestimmen, sondern auch durch die Pomsotsche Konstruktion 
(Abb.98). Dazu trägt man von dem körperfesten Bezugspunkt O aus den 
Vektor w ab und legtin dem Punkt P,in dem ö das zum PunktO gehörige Träg- 
heitsellipsoid schneidet, eine Tangentialebene zum Ellipsoid. Das Lot von O 
auf sie liefert die Richtung von R. Das ist leicht zu beweisen. Die Richtungs- 
kosinusse der Normalen zur Tangentialebene der Fläche f(x, y, 2) = const sind 


‘bekanntlich proportional zu 2 La En z In. unserem Falle bedeutet f das Träg- 
heitsellipsoid (51,15): 
[= 0,8% + — 20,,22 =1, (27) 
also 
0 Ä of of 
a = 2(0,,% — 0,9 — 9:2); Pe (28) 


Da nun nach der Konstruktion die V&ktoren OP = (z,y2) und © 
= (w,, @,, @,) die gleiche Richtung haben und somit x: y:2 = w,: w,: w, 
ist, sind die Ableitungen (28) in der Tat propor- 
tional zu den in (23) stehenden Komponenten N,, 
N, N, 

Wie aus der Konstruktion leicht ersichtlich ist, 
fällt der Drehimpuls R im allgemeinen nicht in die 
Richtung von @, also der momentanen Drehachse: 
; N und. @ sind nur dann gleichgerichtet, wenn & in die 

Abb. 98 Richtung einer der Hauptträgheitsachsen :weist. Im 

Hauptachsensystem (für x, y, z wählen wir die Be- 

zeichnung 1, 2, 3), in dem die Deviationsmomente verschwinden, vereinfachen 

sich die Gleichungen (23) wesentlich. Der Zusammenhang zwischen N und © 
lautet nämlich im Hauptachsensystem: 


N,=09,0, N,=O,w, N, = 0,0. (29) 


$ 53. Die Bewegungsgleichungen für einen in einem Punkte festgehaltenen 
starren Körper. (Die Euzerschen und die Lagranseschen Gleichungen) 


1. Die EuLzrschen Kreiselgleichungen. Nach der obigen Vorbereitung wen- 
den wir uns der Aufstellung der Gleichungen für die sphärische oder Kreisel- 
bewegung zu, bei der ein Punkt des starren Körpers festgehalten ist ($ 46). 
Entsprechend den (höchstens) drei Freiheitsgraden wird die Bewegung durch 
den ebenfalls drei Gleichungen enthaltenden Drehimpulssatz 


AN 


er = M (1} 
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bestimmt, wobei M das Moment der äußeren Kräfte um den festen Punkt O 
bedeutet. Ist die Lagerung reibungsfrei und sind außer der Fixierung von O 
keine anderen Führungen vorhanden, dann kommen in Wi nur die eingeprägten 
Kräfte in Betracht. Es sei betont, daß Gl. (1) im Inertialsystem, d.h. in einem 
raumfesten Bezugssystem O xyz, gilt. 


In diesen System würde die z--Komponente von (1) lauten [vgl. die Gl. (23) und die Fuß- 
note von 3 (8. 283)]: 
dN, d 


ni 7 O2202 — Oyyoy — 92:8) = Max» {2) 


in der aber nicht nur w,, w,, w,, sondern auch die ©, ,, ... von der Zeit abhängen, z. B. ist 


d d _ 

14 9s2 _ Fakt, nn 2?)dm — 2 (v3 + zi)dm. (3) 
Man könnte hier J und ö auf Grund von { = [ör] ausdrücken und würde so nach längeren 
Rechnungen verwickelte Differentialgleichungen für w,, ,, w, erhalten. 


Man gelangt viel einfacher zum Ziel, wenn man den Drehimpulssatz statt 
auf das raumfeste System auf ein körperfestes System Ox’y'z ‚bezieht. Das 
kann nicht geschehen, indem man die Gl.(1) einfach in ihre- 27, y', 2-Kom- 
ponenten zerlegt, da in (1) die ‚zeitliche Änderung eines Vektors (N) auftritt, 
die von dem mitbewegten Ox’ y’2’-System aus anders beurteilt wird. Wird die 
zeitliche Ableitung in bezug Be dieses mit der momentanen Winkelgeschwindig- 


d.. | 
keit @ rotierende System mit — bezeichnet (gegenüber e in bezug auf das 


di dt 
raumfeste System), so gilt nach der schon früher gefundenen Gl. (14, 9) für jeden 
Vektor X: 
aa + 
Fr + [89. (4) 


Wenn man jetzt X mit N identifiziert, so folgt aus der Grundgleichung (1) die 
Evzersche Vektorgleichung OR 


—; +[oR = ) 


oder in Komponenten 
UN „ 
di 


Diese Gleichungen vereinfachen sich erheblich, wenn man die körperfesten 
x',y',2’-Achsen mit den Hauptträgheitsachsen in bezug auf den festen Punkt O 
zusammenfallen läßt. Im Hauptachsensystem gilt nach (52,29): 


N» =90, Ny=O,o, Ny= 0,0, (7) 
und die Gleichungen (6) lauten jetzt 


+ @y Ny — way Ny = My3::.. (6) 


d’w, 
dt 


9, — (9% —- 9) oo, = My; USW: ( 
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Wir führen nun nach EvLer die Bezeichnungen 


A, B, C statt O,, O,: 95» 

p, 9, r statt @,, Oy, S 
ein und vereinbaren, im weiteren die auf das körperfeste System bezogene 
Differentiation mit n statt mit zu bezeichnen. Somit erhalten wir aus (8) 
die EuLegschen Gleichungen (1765): 


dt 
dq | 
Fri — (C — Alrp=M,, (10) 
dr 
arr — (4A— Bpgq=M. 


die ein System von drei (nichtlinearen) Differentialgleichungen erster Ordnung für 
die auf das körperfeste Hauptachsensystem bezogenen Winkelgeschwindigkeits- 
komponenten p, q, r darstellen. | 


Wäre z. B. die 2’-Achse nicht nur im Körper, sondern auch im Raume fest, d.h.p =g 
=(, so würde aus (10) die mit der Gl. (50,8) identische Gleichung O7 = M, der 
Rotation um eine feste Achse folgen. Für die EuLerschen Gleichungen sind also die 
zweiten Glieder der Form (A — B)pg charakteristisch, die mit der momentanen Drehung 
des körperfesten Systems im Raum zusammenhängen müssen. Nun treten, wie bekannt, in 
rotierenden Systemen Trägheitskräfte auf, in diesem Fall die Zentrifugalkräfte. (Coriolis- 
Kräfte sind hier nicht vorhanden, da sich die Punkte des starren Körpers im mitbewegten 
System in Ruhe befinden.) Man kann deshalb vermuten, und es kann äuch bewiesen werden, 
daß die Glieder der Form (A — B)pg die Momente der Zentrifugalkräfte sind. 

Die EvLerschen Gleichungen folgen nicht aus den im II. Teil behandelten Formen der 
Bewegungsgleichungen, denn die letzteren beziehen sich auf wahre Koordinaten, während. 
die Winkelgeschwindigkeiten 9, g, r nach $ 47,7 nichtholonomen oder Quasikoordinaten 
entsprechen. Wohl aber können die EuzErschen Gleichungen aus allgemeineren Be- 
wegungsgleichungen - aus den LaGRAangEschen Gleichungen für Quasikoordinaten (BOLTZ- 
MANN, 1902; Hamer, 1904) und aus den GIBBS- Arpeuschen Gleichungen - abgeleitet 
werden. 


2. Aus den Euterschen Gleichungen lassen sich in gewissen einfachen 
Fällen - z.B. in dem kräftefreien FallM, = M, = Mc =09-2,9, r als Funk- 
tion der Zeit (und von drei Integrationskonstanten) bestimmen. Damit ist aber 
nur der Geschwindigkeitszustand des Körpers bekannt, es bleibt noch übrig, den 
zweiten Teil des Problems zu lösen, die Bestimmung der Lage des Körpers als 
Funktion der Zeit. Die Lage, d.h. die Orientierung des im Körper festen Ox’ y’z’- 
Systems relativ zum raumfesten Oxyz-System, kann durch die Euzerschen 
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Winkel d, y, 9 gekennzeichnet werden, deren zeitliche Ableitungen mit », q, r 
nach Gl.(47, 25) zusammenhängen: 


p=Pdcosp +Üsindsing, 
g=—Ösinp +Ysindcosp, 
r=0®d-+%cos®. (11) 


Sind also »(t), g(f), r(t) durch die Lösung der Euterschen Gleichungen be- 
kannt, dann hat man aus den obigen drei Differentialgleichungen erster Ord- 
nung die Winkel d, y, & als Funktionen der Zeit zu bestimmen. Gelingt dies, 
so ist das Bewegungsproblem gelöst. (Beispiel: $ 59.) 

In dem allgemeinen Fall, in dem die Momentenkomponenten M ,, Mz; Mc 
in Gl. (10) von der Orientierung des körperfesten Systems, d.h. von den EULER- 
schen Winkeln ®, », @ abhängen, kann man offenbar nicht auf die obige Weise 
verfahren. Man setzt dann die Ausdrücke (11) in die EuLe&schen Gleichungen 
(10) ein, wodurch drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung für 9, y, @ ent- 
stehen. Diese Gleichungen sind äquivalent mit den entsprechenden LAGRANGE- 
schen Gleichungen zweiter Art. 


3. Die Lacrangeschen Gleichungen des Problems wollen wir für den Fall 
aufstellen, für den die eingeprägten Kräfte ein Potential V = V(d, y, o) be- 
sitzen. Setzt man in die Formel (52,10) für die kinetische Energie, d.h. in 


1 
T = Tot = 7 (AP + B? +Cr9), (12) 
die Ausdrücke (11) ein, so erhält man die LAGRANGEsche Funktion 


Leer Ve 5 (deosp + Y sind sino)? + = d sing — Üsind cosp)? 


C 
+ 6 (Ü cos® + &)? SR vw, VD, 2). (13) 


In dem wichtigen Spezialfall, in dem auf den Körper nur die Schwerkraft 
wirkt, ist V = mgz,, wobei 2, die z-Koordinate des Schwerpunktes S im raum- 
festen System bedeutet. 2, läßt sich mit Hilfe der Tabelle (47,21) durch die 
Schwerpunktskoordinaten a, b,c im körperfesten Hauptachsensystem und 
durch 9, y, o ausdrücken. Dann erhält man 


V(8,y,9) = mg(asind® sinp + bsin® cos + 0 cos). (14) 
Man könnte somit in dem betrachteten Fall die LacRangzschen Gleichungen 
doL OL döL OL döL OL 
- —-=0, I -0, 2-0 
dt OÖ 0% dt O9 Oy s di Oo Op De 


leicht explizit hinschreiben. 
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Zwei erste Integrale dieser komplizierten Gleichungen lassen sich sofort an- 
geben. Da nämlich % in L nicht vorkommt - also zyklisch ist, siehe $ 34, 5 -, ist 
5 — const; das andere Integral liefert der Energiesatz T-+V = const. Man 
hat bewiesen, daß weitere Integrale in geschlossener Form im allgemeinen 
Fall A+ B=+ C nicht existieren. 


$ 54. Über die allgemeinste Bewegung des starren Körpers 
und die Systeme starrer Körper 


1. Die allgemeinste, den sechs Freiheitsgraden entsprechende freie Bewegung 
des starren Körpers ist nach (48,1-2) durch den Schwerpunktsatz und den Dreh- 
impulssatz bestimmt: 


mi, = % (1), N —=M. (2) 


Nun sind die Momentengleichungen (2) nach dem in $ 28, 3 bewiesenen Satz 
auch dann gültig, wenn man sie anstatt auf ein raumfestes Koordinatensystem 
auf ein bewegtes mit parallel bleibenden Achsen und mit dem Schwerpunkt 
des Körpers als Anfangspunkt bezieht. Die Lage des Körpers läßt sich durch 
die Schwerpunktskoordinaten (%;, %s, 25) und die EuLerschen Winkel (d, y, 9 
angeben, die die Orientierung des körperfesten Hauptachsensystems Sx’ y z 
gegen das erwähnte (mit dem Körper bewegten, aber im Raume fest orien- 
tierten) Sxzyz-System bestimmen. Wir beachten nun, daß die linke Seite der 
Gl.(l1).nur die zweiten Ableitungen der Schwerpunktskoordinaten und die 
linke Seite der Gl. (2) nach dem obigen Satz und dem vorigen Paragraphen nur 
die EuLerschen Winkel 9, », @ und ihre Ableitungen enthält. Ist also, wie in 
vielen Fällen, die Resultante % der äußeren Kräfte von den EuLerschen Win- 
keln bzw. von ihren Ableitungen, und das Moment der äußeren Kräfte von den 
Schwerpunktskoordinaten bzw. ihren Ableitungen unabhängig, dann können 
Gl.(1) und Gl.(2) gesondert behandelt werden; und zwar bedeuten die drei 
Gleichungen von (1) das punktmechanische Problem der Bewegung des Schwer- 
punktes, und die drei Gleichungen von (2) das Problem der Bewegung um einen 
festen Punkt (um den Schwerpunkt, der jetzt als ruhend gedacht werden kann), 
das sogenannte Kreiselproblem. Somit ist es klar, daß das Kreiselproblem - des- 
sen Gleichungen wir in $ 53 kennengelernt haben - eines der wichtigsten Pro- 
bleme der Mechanik des starren Körpers darstellt. 

‚Hängt aber 5% von den EuLerschen Winkeln bzw. ihren Ableitungen und 
M von den Schwerpunktskoordinaten bzw. ihren Ableitungen. ab - wie es z.B. 
bei ballistischen Problemen infolge des Luftwiderstandes der Fall ist —, dann 
wird die Bewegung statt durch die obigen zwei Systeme von je drei Differential- 
gleichungen durch das kompliziertere System von sechs Differentialgleichungen 
bestimmt. 

Das eben Gesagte kann man auch auf Grund der allgemeinen LAGRANGE- 


$ 54. Über die allgemeinste Bewegung des starren Körpers und die starren Systeme 29] 
schen Gleichungen [vgl. (34, 25)] 


doT oT 2 
d1d4, _— 9° == Q; (mit Q; = Is Ys» As v, Y, p) (3) 


leicht einsehen. Nach 8 52,1 und Gl. (53,13) gilt 


| 2, A ie 
T = Tu + Tin = (ös +95 +25) + 5 (Ö c08p + Ysind sing)? 


+ = sing — Ü sind cosp)? + —W cosd + )®, (4) 
während die sechs generalisierten Kraftkomponenten Q, durch den Ausdruck 


für die virtuelle Arbeit Bu 
6A = Qrsbt: + +0,69 (5) 


bestimmt sind. Das Gleichungssystem (3) - mit dem Ausdruck (4) für T - zerfällt. 
offenbar in zwei Systeme von je drei Differentialgleichungen, wenn die Kräfte 
Os Qyss Qzs MUr X, Ys; 25 bzw. ihre Ableitungen und die Drehmomente Q;, Q,; 
Q, nur d, y, p bzw. ihre Ableitungen enthalten. 

Bei den unfreien Bewegungen des starren Körpers ist es nicht immer zweck- 
mäßig, den Schwerpunkt zum Bezugspunkt und die Schwerpunktskoordinaten 
als allgemeine Koordinaten zu wählen. Bei einem Rad z. B., das auf der waage- 
rechten xy-Ebene rollt und damit fünf Freiheitsgrade hat ($ 34,6), eignen sich 
für allgemeine Koordinaten die Koordinaten x, y des Berührungspunktes und 
die Euterschen Winkel ®, y, og. In diesem Falle ist aber die kinetische 
Energie T nicht einfach die Summe der Translations- und Rotationsenergie wie 
in Gl.(4), sondern tritt nach Gl. (52,15) noch das Glied mv, [ör,] hinzu, das 
— wie die Ausrechnung zeigt - von&, %, 9, Y, d, ö abhängt. Die Folge davon ist, 
daß sich das System (3) von fünf Differentialgleichungen (mit q, = &, y, d,y, _) 
— schon aus diesem Grunde - nicht in zwei einfachere aufspalten läßt. In der 
Tat ist dieses Problem (auch von den in $ 34,6 erwähnten nichtholonomen 
Nebenbedingungen abgesehen) viel. verwickelter als das Kreiselproblem, und 
die Integration der Bewegungsgleichungen konnte nur in einigen Sonderfällen 
durchgeführt werden. " 


2. Bei Systemen starrer Körper (bei ‚starren Systemen‘‘) gibt es im wesent- 
lichen zweierlei Methoden zur Lösung der Probleme. Die synthetische Methode 
besteht darin, für jeden einzelnen starren Körper des Systems — das aus n 
starren. Körpern bestehen und f Freiheitsgrade besitzen möge — den Schwer- 
punktsatz und Momentensatz aufzustellen und aus den hierdurch erhaltenen 
6n skalaren Gleichungen die unbekannten Zwangskräfte (die wegen der gegen- 
seitigen Berührung der Körper auftretenden Druck- und Zugkräfte) zu elimi- 
nieren. Man erhält so eine zur Bestimmung der Bewegung des Systems hin- 
reichende Anzahl von Gleichungen, nämlich die f „reinen Bewegungsgleichun- 
gen“. Die Bestimmung der Zwangskräfte ist jedoch - ähnlich wie in der Statik 
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(8 49) - nicht immer möglich. Werden bei solchen ‚‚kinetostatisch unbestimm- 
ten“ Systemen die Reibungen der Bewegung berücksichtigt, so kann es vor- 
kommen, daß auch die Bewegung grundsätzlich nicht ermittelt werden kann 
(solange man die Körper des Systems als starr ansieht). Die bei der Be- 
wegung auftretenden Reibungskräfte gehen nämlich als eingeprägte Kräfte in 
die reinen Bewegungsgleichungen ein, sie hängen aber auch von Zwangskräften 
ab (wie z.B. die Gleitreibung von dem ‚„Nofmaldruck“, vgl. $ 11,6), so daß die 
„reinen“ Bewegungsgleichungen der genannten Systeme letzten Endes doch 
unbestimmbare Zwangskräfte enthalten können. 

Von den analytischen Methoden wendet man meist die auf die LAGRANGE- 
schen Gleichungen zweiter Art (bzw. auf ihre Verallgemeinerungen) gegründete 
Behandlungsweise an, deren Grundlagen schon im Il. Teil besprochen wurden. 
Zur Aufstellung der Gleichungen’ für technische Probleme benötigt man oft 
— wie auch bei der synthetischen Methode — Ansätze für die verschiedenen Arten 
der Reibung, die wir kurz in $ 57,3 erwähnen werden. 

Auf die im einzelnen sehr mannigfaltigen Probleme der starren Systeme, 
deren Behandlung eine Aufgabe der technischen Mechanik bildet, können wir 
natürlich nicht eingehen, dagegen wollen wir die im Vorangehenden kennen- 
gelernten Methoden auf. einige konkrete Aufgaben bezüglich eines starren 
Einzelkörpers anwenden. 


€. Spezielle Probleme aus der Mechanik des starren Körpers 


$ 55. Beispiele zur Berechnung von Schwerpunktslagen, Trägheitsmomenten 
und Gravitationspotentialen 


I. Die Koordinaten des Schwerpunktes sind im Falle kontinuierlicher Massenverteilung 
durch die Gl. (27,14) gegeben; z.B. die x-Koordinate: 


dn a ı 
nn oder = ur — —[exdV, (1) 


wobei o die Dichte, dm bzw. dV das Massen- bzw. Volumelement und m = [ odV die 
Gesamtmasse des Körpers bedeuten. Die Integrale sind im.allgemeinen dreifache Integrale, 
doch gelangt man oft durch geeignete Wahl des Vo- 
lumelements mit ein- oder zweifachen Integralen zum 
Ziel, z. B. bei linien- bzw. flächenartigen Körpern, in 
einigen Fällen sogar auch bei den in jeder Richtung 
ausgedehnten Körpern. 


%>= 


1. Kreisbogen aus dünnem homogenem Draht. Der 
Öffnungswinkel des Kreisbogens sei «, sein Radius R. 
Wir wählen die x-Achse entsprechend der Abb. 9. 
Ist die Masse pro Längeneinheit des Drahtes u (= kon- 
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stant), dann ist dm = u Rdy, folglich lauten die Integrale in Gl. (1): 


&/2 x/2 


- & 
[zdm -/R C0OSYp- uRdo=uR:| cospdp= uR?2sin—, 
— a/2 — a/2 
a]2 #/2 
Jam = [uRdp = uRo, 
of —al2 
l 
nn 2 Rsin — 
= an undoffenbar ,=0. (2) 


Speziell für den Halbkreis (« = n) gilt 


OR 
u= (8) Abb. 100 


2. Kreissektor aus dünner homogener Platte. R sei wieder der Radius des Begrenzungs- 
kreisbogens und a sein Öffnungswinkel. Ist u die Masse pro Flächeneinheit der Platte, dann 
gilt in ebenen Polarkoordinaten nach Abb. 100: dm = ur dr do, also 


a2 R R &/2 


R®? & 
zdm = rco8p  urdrdp = u/|rdr- |cospdp = u — 2sin—, 
/ iu i / 2 3 2 
a2 R R 
[am = [ [ur ärdp = u Ze. 
—oal2 0 
Daraus folgt 
ARsin— 
er Fra und =. (4) 


Speziell für eine Halbkreisplatie (« = n) gilt: 


%u=2_R (5) 
und für eine Kreisplatte x, = 0. 


3. Der Schwerpunkt eines homogenen geraden Kreiskegels liegt offenbar auf der Symmetrie- 
achse. Wählt man also diese als x-Achse, so braucht man nur x, zu berechnen. Es seien R 
der Radius des Grundkreises des Kegels und A seine Höhe. Das Volumelement wird ent- 
sprechend Abb. 101 gewählt. Dann folgt für das Massenelement, unter Beachtung der 
Beziehung y/z = R/h: 

2 


| | R 
dm=odV =o:yYndx= on — ade. 


h2 
Es gilt also 
h 
Bf. RM 
ei BuRE 3 Ben ME EU E 
[rin= er dx = on = 4° 
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1 
und mit der Masse des Kegels (m = zen RB? ) folgt hieraus 


3 
o=7yh (6) 


d.h., der Schwerpunkt befindet sich in !/, der Höhe von der Grundfläche aus gerechnet. 
II. Das Trägheitsmoment in bezug auf eine gegebene Achse beträgt nach Gl. (51,2): 
9 = [1:dm = | olaV, (7) 


wobei ! den Abstand des Massenelements dm bzw. Volumelements dV von der Achse be- 
deutet. 


Abb. 101 ‚Abb. 102 


1. Das Trägheitsmoment eines rechtwinkligen homogenen Parallelepipeds mit den 
Kanten a, b, cin bezug auf die z- Achse eines durch den Schwerpunkt parallel zu den Kanten 
gelegten Koordinatensystems (Abb. 102) lautet: 


a2 b/2 c2 ei? a2 5/2 


9:= | 1 fer + y»)dedydz=o/dz- | fie? + Wdxdy 
—aj2 —bj2 —c/2 —c/2 —a/2 —b/2 
a/2 al2 

y® ]012 a3 B3 

wu 2 _— z — nr 

= oc [| + AEral ze ALTO Ze) 

—a/2 —a/2 
RE, a ha _ı 21. B g 


wobei m = gabc die Gesamtmasse des Parallelepipeds darstellt. ‚Somit gilt für die Träg- 
"heitsmomente um die obigen x, y, 2-Achsen: 


1 1 ı ! 
I =zmite, OQy-zmete), Ou=5ma@+b). (9) 


12 

Dies sind gleichzeitig die zudem Schwerpunkt gehörigen Hauptträgheitsmomente, da in 
dem obigen xyz-System die Deviutionsmomente ©, , = fe 0 zydaxd ydz,.. . verschwinden. 
Das kann man durch Rechnung leicht beweisen, ist aber aus Symmetriegründen so- 
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fort klar, denn die Beträge der Massenelemente mit den Koordinaten (x,, y,) und (z,, — Yı) 
gemeinsam liefern keinen Beitrag zum Integral. 

Wenn man den Koordinatenanfangspunkt in den einen Eckpunkt (z. B. in Abb. 102 
in A) legt, ergeben sich die Trägheitsmomente, um die neuen Achsen sofort nach dem 
STEINERschen Satz (51,3). Die Demasonuiemente verschwinden jetzt nicht mehr, son- 
dern es güt z.B. 

b a2 be 
O;y -/ N fe zydedydz = 20 [#d2 [vay = ze re -mab. (10) 


2. Das Trägheitsmoment eines geraden hömogenen Kreiszylinders um seine Rotations- 
achse. Der Radius des Zylinders sei R, seine Höhe k (Abb. 103a). Wird als Volumelement 


Abb. 103a Abb. 103b 


das Volumen des von der Achse in der Entfernung r angenommenen „Rohrs“ der Dicke dr 
gewählt, so gelangt man durch einmaliges Integrieren zum Ziel. Dann ist nämlich dV 


= 2nrdrh, also 
R 4 


R 
0. je: r:-2nrhdr =o: Inh |rdr=g- 2nk 


Mit der Gesamtmasse m = go R?rh des Zylinders folgt 
1 
0,=zmR:. (11) 


Um das Trägheitsmoment des Zylinders für eine zur Rotationsachse senkrechte Schwer- 
punktachse (in der Abbildung z.B. die z-Achse) zu berechnen, wenden wir die allgemeine 


Gleichung 9, , = . o(y? + 2°)dV an und beachten, daß nach Abb. 103b das Volumelement 
in Zylinderkoordinaten 


dV =rdrdz2dop (12) 
beträgt. 
Somit erhält man wegen y = rsingp 
R AR 2n x R A2 
Osz -/[ f fee: sin®p + 22)rdrdzdp = 0 r, far fntg dp + 2n [rar (2 
0 —ı2 0 6 —ıj2 
RB“ R: mw 1 1 
a Be ee LEN — Rı —n 
= e|h 7 n + 2n 2 1 ea R+ 7530), 
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d. h. 
1 1 
ee 4 R+ 75 "). (13) 


Die in Gl. (11) und (13) gegebenen 0,,,0,, = ,, sind die zum Schwerpunkt gehörigen 
Hauptträgheitsmomente des Zylinders. | 

3. Das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel mit dem Radius R in bezug auf einen 
Durchmesser als z-Achse beträgt 


O;z = [e(a® Tr ?)aV. 
Verwendet man sphärische Polarkoordinaten, so ist nach Gl. (3,27) x = rsind cosp, 
y= rsin® sing, und für das Volumelement gilt 
dV=rsinddrdddp. (14) 


(Nach Abb. 10 ist nämlich dV gleich dem Volumen eines rechtwinkligen Parallelepipeds 
mit den Kantenlängen r sind dp, rd® und dr.) Somit erhält man 


R n 2n R n 27 
9,=[ [ Sersind- sind drdödp = e[r'dr- [sind 48: [dp 
000 0 0 0 
RB 4 2 


4 
Den Denise 
=07 3 27 re 


| 2 
(Durch partielle Integration folgt nämlich: / sind dd = — sin?d cosd — 3 cos? .) Be- 


deutet m die. Gesamtmasse der Kugel, so ist also 


92 

0,=,mB. (15) 

4. Bei ebenen @ebilden - deren Dicke sehr klein und überall gleich ist - werden Trägheits- 

momente um die senkrecht zur Ebene verlaufenden Achsen polare, und um die in der Ebene 

liegenden Achsen äquatoriale Trägheitsmomente genannt. Steht also von den durch einen 

Punkt O der Ebene gehenden, zueinander senkrechten x, y, z-Achsen z senkrecht zur 

Ebene, dann sind ©,, das polare, O,., und ©, die äquatorialen Trägheitsmomente, und es 
gilt [siehe z. B. Gl. (51,10) mit 2 = 0]: 


9,,—= (= + y)dm, Oz. =/[ydm, O,,=|a”dm, (16) 
also 
Oz = 0: + Oyy: (17) 


Das polare Trägheitsmoment ©,, ist gleich der Summe der beiden äquatorialen Trägheits- 
momente 9, .„ und ©. Bei einer homogenen Kreisfläche z. B. ist, falls die Achsen durch den 
Schwerpunkt gehen, wegen Gl. (11), (13) und — 0: 


1 1 
O,, = 2 mR?: und ©,,. = 0 Zr zmB. 
III. Das Gravitationspotential einer homogenen Kugel. Wir betrachten zunächst eine 
Kugelschale mit dem Radius r, der infinitesimalen Dicke dr und der Dichte o. Der „Auf- 
punkt“ P, indem das Potential der Kugelschale bestimmt werden soll, sei von dem Mittel- 
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punkt O um den Abstand R= OP entfernt (Abb. 104). Wir zerlegen die Schale durch 
Ebenen senkrecht zu O P in ringförmige Scheiben, denen der Öffnungswinkel 9 entspricht. 
Da die Masse einer solchen Scheibe nach Gl.(14) dm’ = 0: 2rr?sind dr dd beträgt, lautet 
der von ihr herrührende Anteil des Potentials: — ydm’/r, (y = Gravitationskonstante), 
wobei für r, entsprechend der Abbildung die Beziehung r! = AR? + r?— 2 Rr cos® gilt. 
Somit ist das Potential EV der Kugelschale in P gegeben: 


sin®d» 


7 
1 E12 
PER 2 SUPER 2dr — [YVR® Ir _ 
av 2xyor af PP DRroosd 2nyor’dr Br YR+r 2 Rr cosö|, 
0 


|£+r|—|R—r| 
er een, 


= — 2nyordr: (18) 


Man muß also zwei Fälle unterscheiden, je nachdem, ob der Aufpunkt P außerhalb (R > r) 
oder innerhalb der Kugelschale (R < r) liegt. Für einen äußeren Punkt gilt 


(19) 


Abb. 104 


wobei dm = e4 nr?dr die Masse der Kugelschale ist. Für einen inneren Punkt dagegen gilt 
dV = — Anyordr. (20) 


Nach GI. (19) wirkt eine homogene Kugelschale und daher auch eine homogene Vollkugel auf 
einen äußeren Punkt so, als ob die gesamte Masse im Mitielpunkt vereinigt wäre: 


m 
Vrugl=—y7- (21) 


Das Potential in einem inneren Punkt P einer Vollkugel mit dem Radius « setzt sich. 
aus zwei Teilen zusammen. Die Kugel mit dem Radius OP = R (<a) liefert den Anteil 


4 
V,=-yo 3 na.R®/R, und die Kugelschalen mit den Radienr > R geben nach GI. (20) als 


a 
zweiten Anteil: V,—= — \ 4nyordr = — 2rnyo (a? — R?). Daher beträgt das Potential 
R 


einer homogenen Vollkugel mit dem Radius a in einem inneren Punkt: 


R: 
 ‚=V,+1= 22708 -3.). (22) 
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S 56. Physisches Pendel. Drehschwingungen. Die Arwoopsche Fallmaschine 


1. Das physische Pendel ist ein starrer Körper, der sich unter dem Einfluß der 
Schwerkraft um eine feste horizontale Achse drehen kann. Zur Bestimmung der 
Bewegung wird offenbar die Gleichung der Rotation um eine feste Achse an- 
gewendet, d.h. nach Gl. (50,8), wenn die Achse die x-Achse ist (siehe Abb. 105): 
Oö = M,. Hierbei bedeuten © das Trägheitsmoment in bezug auf die Dreh- 
achse, M, die x--Komponente des Drehmomentes M der Schwerkraft. Es seien 
S der Schwerpunkt des Körpers der Masse m, s sein Abstand von der Dreh- 
achse und g der Winkel zwischen der Geraden OS und der durch O gehenden 
Vertikalen. Das Drehmoment WM weist in der dargestellten Lage des Pendels in. 
Richtung der — x-Achse, sein Betragistmgs -sino, also gilt M,—= — mgs - sing. 
Die Bewegungsgleichung lautet daher: 

O5 = — mgs sing, (1) 


während beim mathematischen Pendel nach Gl. 
(22,1) 25 = — gsinggilt. Aus Vergleich der beiden 
Gleichungen ersehen wir: Das physische Pendel be- 
wegt sich genau wie ein mathematisches Pendel der 
Länge 9 | 


also beträgt für kleine Schwingungen die Schwin- 
gungsdauer 


Abb. 105 9 ge 


(Huyczns, 1673). Man nennt !die reduzierte Pendellänge und den Punkt O’, der 
auf der Geraden OS die Entfernung ! von O hat, den Schwingungsmittelpunkt. 


Macht man den Schwingungsmittelpunkt O’ zum neuen Aufhängepunkt, so bleibt 
die Schwingungsdauer die gleiche, d.h., jetzt wird O zum neuen Schwingungs- 
mittelpunkt. Zum Beweis wollen wir allgemein überlegen, für welche Aufhänge- 
punkte sich die reduzierte Länge } nicht verändert. Nach dem STEINERSchen 
Satz (51,3) -0 = ©, + ms? - läßt sich 2 auch schreiben: 


i=—-+s. (4) 


Hieraus folgt, daß zu einem gegebenen ! zwei s-Werte gehören, nämlich die 
Wurzeln s,, s, der quadratischen Gleichung s? — Is + O,/m = 0. Es gilt 


Alle gesuchten Aufhängepunkte liegen also auf zwei Kreisen mit den Radien s, 
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und s, um den Schwerpunkt (Abb.106), und aus s, + s = I folgt unsere Be- 
hauptung. Sucht man daher zwei Aufhängepunkte O und O’ auf, die mit dem 
Schwerpunkt in einer Geraden, auf verschiedenen Seiten des Schwerpunkts in 
ungleichem Abstand von demselben liegen und die gleiche Schwingungs- 
dauer T ergeben, so ist deren gegenseitige Entfernung die reduzierte Pendel- 
länge !. Hierauf beruht das: Reversionspendel, mit dem man } - etwa. durch 
mikrometrische Verstellung einer zweiten Schneide als Drehachse bei 0’ und 
durch Messung von T - äußerst genau ermitteln kann, und das daher ein sehr 
wichtiges Instrument zur Bestimmung der Erdbeschleunigung g ist. Bei be- 
kannter Lage des Schwerpunktes sind auch s, und s, einzeln bekannt, und so 
ermöglicht Gl. (5b) die experimentelle Bestimmung des 
Trägheitsmomentes Q,. 


Ist © . 
=-a=0=/ =: (6) 


(wobei % den durch die Gleichung 9, = mk? definierten Träg- 
heitsradius oder Trägheitsarm bedeutet, vgl. $51,7), so fallen 
die beiden Kreise der Abb. 106 zusammen. Die entsprechende 
reduzierte Länge I, = 2s, bzw. die zugehörige Schwingungs- 


dauer ist dann - wie es aus Gl. (4) und a — 0 leicht folgt - 


die kleinste, die man bei einem gegebenen physischen Pen- 
del erzielen kann. In diesem Fall ist die Schwingungsdauer 


Q 
Abb. 106 


al E R ’ 
wegen 7 = 0 gegen Längenänderungen von s am wenigsten 


empfindlich, wovon man bei der Konstruktion von Uhren Gebrauch macht 
(Ausgleichspendel oder Minimumpendel). | 

Da die Drehachse beim physischen Pendel gewöhnlich eine Hauptträgheits- 
‚achse ist, verschwinden die Deviationsmomente. In diesem Fall braucht man 
zur Ermittelung der Lagerreaktion nur die Zwangskraft % aus der Gleichung 
mi, = mg + % zu berechnen, was dem Leser überlassen bleiben kann. 


2. Drehschwingungen. Torsionsschwingungen. Wird ein drehbarer Körper, an 
dessen vertikaler Achse eine Schneckenfeder angreift (wie z.B. bei der Unruhe 
der Taschenuhren), aus seiner Ruhelage um den Winkel p herausgedreht, so 
tritt erfahrungsgemäß ein rücktreibendes Drehmoment auf, das innerhalb wei- 
ter Grenzen zu @ proportional ist: _ | 


Das gleiche gilt, wenn man einen an einem dünnen Draht aufgehängten Körper 
aus seiner Gleichgewichtslage um den Winkel 9 verdreht. (Näheres über diese 
Verdrillung des Drahtes siehe in $ 71,4.) Die positive Konstante D, die den 
Betrag des beim Winkel 9 = 1 auftretenden Drehmomentes angibt, ist das 
sogenannte Richtmoment (Direktionsmoment). Es entspricht der in dem lineären 
Kraftgesetzz X = — kx (17,1) auftretenden Richtkraft (Direktionskraft) k 
und wird oft auch so genannt. 
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Ist © das Trägheiismoment des Körpers um die Drehachse, so lautet die Be- 
wegungsgleichung: 
96 =—Dp. (8) 


Die Bewegung ist also die der linearen harmonischen Schwingung m& = — kr 
entsprechende Drehbewegung. Der Winkel @ ist eine Sinusfunktion der Zeit, 
der Körper führt eine Drehschwingung bzw. (wenn er an einem Draht aufgehängt, 
ist) eine Torsions- oder Drillungsschwingung mit der Schwingungsdauer 


T=22)5 (9) 


aus. 

Wenn wir außer dem obigen Körper noch einen zweiten Körper mit be- 
kanntem Trägheitsmoment ©, anhängen, so ändert sich damit erfahrungs- 
gemäß D nicht. Das Trägheitsmoment des Systems beträgt. 
jetzt © + ©,, so daß wir für die Schwingungsdauer ° 


T'=2n 3% (10) 


erhalten. Die Messung von T und T’ ermöglicht die experi- 
mentelle Bestimmung des Trägheitsmoments, da man aus Gl. (9) 
und (10) die Unbekannten © und D berechnen kann. 


3. Als letztes Beispiel für die Rotation um. eine feste Achse wollen. 
wir die Bewegung bei der Arwoonschen Fallmaschine mit Berück- 
sichtigung der Masse der Rolle bestimmen. Die Masse des Fadens und 
die Reibung bleiben außer acht. (Über die Bezeichnungen vgl. $ 30,4 
und Abb. 107.) Die Fallmaschine ist ein System von mehreren Frei- 
heitsgraden, wenn man aber von der seitlichen Bewegung der Massen. 
absieht und annimmt, daß eine starke Reibung zwischen Faden und Rolle das Gleiten 
verhindert, genügt eine Koordinate, z. B. z,. Der gesamte Drehimpuls in bezug auf die- 
Drehachse x lautet: N, = 9% + m,ri, — Mari, und das Gesamtmoment der äußeren: 


Kräfte: M,„ = (m, — m,)gr, so daß der Drehimpulssatz N, = M, 


Abb. 107 


O5 + (mi, — ma2,)r = (m, — m,)gr (11) 


liefert. Da wegen der konstanten Fadenlänge &2,— — 2, und wegen des Nichtgleitens 
5 = ä,/r ist, erhält man aus Gl. (11) 


mM, — Mo 


= Gero g. (12). 
Man nennt die Größe 
3 
Mred = P7 (13) 


„die auf den Umfang reduzierte Masse der Rolle“. Die Berücksichtigung der Bewegung der- 
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Rolle ändert also an dem früher erhaltenen Resultat (30,9) nur so viel, daß zu m, + m,noch 
Mred zu addieren ist. [Besteht die Rolle aus einer homogenen Scheibe mit der Masse m, so 


1 
gilt nach Gl. (55,11): mrea = zZ m .] 


$ 57. Abrollen eines Rotationskörpers auf der schiefen Ebene. 
Über die Arten der Reibung fester Körper 


1. Ein homogener Rotationskörper (etwa ein Kreiszylinder oder eine Kugel 
mit dem Radius r) rolle unter dem Einfluß seines Gewichtes mg und unter Mit- 
wirkung der Reibung eine schiefe Ebene herab. Bei dieser speziellen ebenen 
Bewegung, bei der sich der Schwerpunkt geradlinig bewegen muß, wird die 
Lage des Körpers durch zwei Koordinaten bestimmt: z.B. die Entfernung s des 
Schwerpunktes (Mittelpunktes) S vom Ko- 
ordinatenanfangspunkt und den Winkel o 
zwischen einer körperfesten Geraden SA 
und der parallel zu der schiefen Ebene ge- 
legten x-Achse (Abb.108). Wir befassen | 
uns nur mit dem reinen Rollen (ohne Glei- 
ten), dessen kinematische Bedingung be- 
kanntlich durch ds = rdo bzw. 


s=rö ode v=rw (1) 


gegeben ist. Da die Bedingung des reinen 
Rollens im vorliegenden Fall auch in der 
integrierten Form s=r@ + s, ausgedrückt 
werden kann, hat man nureineunabhängige A 
Koordinate (s oder o), d.h., das System be- Abb. 108 

sitzt nur einen Freiheitsgrad. 

Zur Anwendung der in $50 gefundenen Ausgangsgleichungen muß man die 
am Körper angreifenden äußeren (eingeprägten und Zwangs-) Kräfte be- 
achten: 1. die Schwerkraft, deren x- und y-Komponenten mgsinxund — mg cos« 
betragen (Abb.108), 2. die von der Schiefen Ebene her in der y-Richtung auf- 
tretende Normalkraft (Druckkraft) N, 3. die das Gleiten verhindernde Haft- 
reibung R, mit der Richtung — x. N und R,sind als Zwangskräfte vorläufig un- 
bekannt. Die den Schwerpunktsatz ausdrückenden zwei Gleichungen lauten 
somit (da die x- und y-Koordinaten von S: x=s=rg + const, y—=O be- 
tragen) unter Beachtung der Gl. (1): 


m5s=mro = mg sing — Bo: (2) 
0=—mgcos« + N. (3) 


Die Momentengleichung (50,20) lautet, da die auf den Schwerpunkt bezogene 
Momentenkomponente M, nach der Abb. gleich r R, ist: 


Oo =S rRo- (4) 
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Aus den Gl. (2)-(4) sind die drei Unbekannten ®, N und R, sofort zu berechnen. 
Indem wir aus Gl. (4) R, in (2) einsetzen, erhalten wir die Winkelbeschleunigung 
(die reine Bewegungsgleichung) 


een 5 
et © + mr?’ (9) 
wodurch aus Gl. (3) und (4) 
j oO 
N= MG COSK, R, = mgSIna O-+ mr (6) 


folgt. | 
Unser erstes Ergebnis, d.h. G1.(5), besagt: Der Schwerpunkt bewegt sich in 
Richtung der schiefen Ebene mit der konstanten Beschleunigung 


a=s=gsin ar 7 

u er +09’ (7) 
die (1 + ©/mr?)mal kleiner als die Beschleunigung des reibungsfreien Glei- 
tens gsin« ist. Beim homogenen Vollzylinder bzw. bei der homogenen Kugel 


L 2 
gilt z.B. nach 85 0 = So mr? bzw. = zz mr?, also: 


Qzylinder = 3 gsink, GXuge = 7 g sin. (8) 


Um nun die Bedeutung der Gln.(6) festzustellen, erinnern wir an unser 
früheres Ergebnis (11,29): Damit kein Gleiten eintritt, muß 


R,< WN (9) 


sein, wobei u, der Koeffizient der Haftreibung ist. Aus der Beziehung (9) folgt 
mit den Werten (6). daß Rollen ohne Gleiten nur dann stattfinden kann, wenn 
die Bedingung 


tan Su —  — = W 37 (10) 


erfüllt ist (k = YO/m = Trägheitsradius des Körpers um die Schwerpunkt- 
achse). 


Durch weitere Überlegungen läßt sich folgendes zeigen: 1. Gilt anfangs statt der kinema- 
tischen Bedingung v® = rw des reinen Rollens v > rw, so wird dieses Abwärtsgleiten des 
Berührungspunktes B einmal aufhören oder erhalten bleiben, je nachdem, ob die Be- 
dingung (10) erfüllt ist oder nicht. 2. Ist anfangs v < rw, so wird dieser Zustand, bei dem 
der Berührungspunkt aufwärts gleitet, sicher einmal aufhören, und es tritt reines Rollen 
oder Abwärtsgleiten ein, je nachdem, ob (10) gilt oder nicht. 

Hätten wir nur die Bewegung bestimmen wollen (und nicht auch die Zwangskräfte), so 
hätten wir dies mit den Laarangeschen Gleichungen zweiter Art schneller erreicht. Die 
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LAGRANGE- Funktion L ist leicht anzugeben (siehe auch Abb. 108): 


1 1 
I=T-V=Zm#+z9o: — mg(h — ssina). (11) 
In dieser Gleichung bleibt unter Beachtung der Bedingung (1) des reinen Rollens nur eine 
daöoL OL 
allgemeine Koordinate (s oder 9) bestehen, und aus Bar ar 0 folgt sofort 
G. (7). Ro 3 


2. Nach Gl. (7) ist bei einer auf horizontaler Unterlage (« = 0) rollenden kreiszylindri- 
schen zentrierten Walze a = 0, d. h., die Walze würde (nach dem Vorstehenden auch bei 
‚Berücksichtigung der Haftreibung) unaufhörlich weiterrollen, obwohl sie in Wahrheit nach 
einiger Zeit zur Ruhe kommt. Der Hauptgrund des Widerspruchs liegt nicht im Luftwider- 
stand, sondern in der sogenannten Rollreibung: Walze und Unterlage berühren sich gegen- 
seitig infolge ihrer Deformation längs einer Fläche, und daraus entsteht in einer hier nicht 
näher auszuführenden Weise ein bremsendes Drehmoment. Der Betrag M, dieses Moments 
kann nach der Erfahrung proportional dem Betrag N der Normalkraft gesetzt werden: 


M, =J, N, (12) 


wobei A, — eine Länge - der Kadius der Rollreibung oder die Rollreibungszahl genannt wird. 
Rollt eine Walze ohne Gleiten eine schiefe Ebene herab, so lautet der Momentensatz in 
bezug auf den idealen Berührungspunkt (B in der Abb. 108): 


Oo = mgrsina — A,N = mg(rsina — 7, C0Sa), (13) 


da das Gewicht mg den Hebelarm r sina aufweist und die Haftreibung R, um B kein Mo- 
ment erzeugt. Beim gleichförmigen Rollen (o = 0) folgt aus Gl. (13) 


Ar 
tana = a (14) 


d.h., durch Messung der betreffenden Neigungswinkel « läßt sich A, experimentell bestim- 
men. (Bei Eisenbahnrädern auf Schienen ist A »» 0,05cm.) Aus Gl.(14) sieht man, daß 
große Räder leichter rollen als kleine. 


3. Die möglichen Arten der Reibung fester Körper kann man leicht übersehen, wenn man 
sich den Einfluß zweiersich berührender Körper aufeinander für jede Berührungsstelle durch 
eine Einzelkraft % und ein Moment M (im Sinne von $ 49) ersetzt denkt. Unter % und M 
seien die Kraft und das Moment verstanden, die auf den Körper 1 vom Körper 2 ausgeübt 
werden. Die von 2 nach 1 weisende Normale sei die 2-Achse, die gemeinsame Berührungs- 
ebene die xy-Ebene. Die z-Komponente von % ist die Normalkraft N, die voneiner äußeren, 
eingeprägten, die zwei Körper aneinanderdrückenden Kraft - z. B. von der entsprechenden 
Komponente der Schwerkraft - herrührt. Aus den x, y-Komponenten von %% resultiert die 
in der Berührungsebene liegende Reibungskraft R mit dem Betrag R. Sie hindert die Schie- 
bung oder Gleitung (ohne Drehung) in der Berührungsebene und entspricht der in $ 11,6 
behandelten Gleitreibung. Das durch die Komponenten M,, M,, bestimmte Moment M, 
heißt das Moment der Rollreibung und das in der Richtung der Normalen liegende Moment 
M, (M,) das Moment der sogenannten Bohrreibung. Für die Beträge von R, W,, M, setzt 
man auf Grund der Erfahrung die zum Teil schon erwähnten Beziehungen 


R=uN, M,=4AN M=%N (15) 
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an, wobei u, A,, A, der Reihe nach die Koeffizienten der gleitenden, rollenden und bohrenden 
Reibung sind. 

Wirken die Reibungskräfte und Reibungsmomente einer schon vorhandenen Relativ- 
bewegung [nach Gl. (15)] entgegen, so spricht man von Reibung der Bewegung ; verhindern 
sie dagegen den Eintritt der Bewegung, dann spricht man von Reibung der Ruhe — im 
Sonderfall der Gleitreibung von Haftreibung — und macht die entsprechenden Ansätze 


Ro = WN, Mr, SAN, My S ApoN; (16) 


wobei die Koeffizienten u,, A, An, erfahrungsgemäß etwas größer als die entsprechenden 
u, A,, Ay sind. Die Kräfte bzw. Momente (15) sind zu den eingeprägten Kräften, die in 
(16) aber zu den Reaktionskräften zu rechnen. 

In der Technik unterscheidet man verschiedene Arten der „Zapfenreibung“. Für die 
Größe M „ihres Moments wird gewöhnlich der Ansatz Mz = fzr@ gebraucht, wobei r den 
Halbmesser, Q die Querbelastung des Zapfens und fz die „Zapfenreibungszahl“ bedeuten. 

Von einem anderem Standpunkt aus betrachtet, spricht man von trockener Reibung und 
Flüssigkeits- bzw. Schmiermiültelreibung. Die letztere hängt - im Gegensatz zu der hier 
gemeinten äußeren Reibung fester Körper - eng mit der molekularen oder inneren Reibung 
zusammen, die wir in der Hydrodynamik behandeln werden. 

Das Erscheinungsgebiet der Reibung - das zwar nicht zur „reinen Mechanik“ gehört, aber 
für die Technik sehr wichtig ist - ist äußerst verwickelt. Es gibt dafür noch keine befrie- 
digende Theorie. 


$ 58. Einteilung der Kreisel. Hauptzüge der Kreiselbewegung (in geometrischer 
Darstellung). Einige Anwendungen 


1. Kreisel nennt man gewöhnlich einen starren Körper, der in einem Punkte 
festgehalten ist oder, allgemeiner, dessen Bewegung um einen Punkt getrennt 
von der Bewegung dieses Punktes behandelt werden kann (siehe $ 54. In diesem 
Sinne ist z.B. auch ein fortgeschleuderter Diskus ein Kreisel, wenn man vom 
Luftwiderstand absieht). Der Kreisel besitzt also - wenn er sich völlig frei um 
den festen Punkt bewegen kann - drei Freiheitsgrade. Die Bewegungsgleichun- 
gen des Kreiselproblems haben wir im wesentlichen in $53 aufgestellt, ihre 
Integration ist aber im allgemeinen Falle eine sehr schwierige und auch nicht 
vollkommen gelöste Aufgabe. In einigen speziellen Fällen indes läßt sich die 
Bewegung leicht beschreiben. Daher wird es zweckmäßig sein, vor allem die 
Einteilung der Kreisel und einige Bezeichnungen kennenzulernen. 

Man unterscheidet den kräftefreien Kreisel, auf den keine äußeren Dreh- 
momente wirken, und den Kreisel unter äußeren Drehmomenten, speziell den 
„schweren Kreisel‘ schlechthin, wenn als eingeprägte Kraft nur die Schwerkraft 
berücksichtigt wird. Den kräftefreien Kreisel kann man durch Stützung des 
Kreisels im Schwerpunkt (Abb.109a) oder angenähert durch die kardanische 
Aufhängung (Abb. 109b) verwirklichen. 

Das dynamische Verhalten des Kreisels wird durch das zum Bezugspunkt 
(Stützpunkt) O gehörige Trägheitsellipsoid, d.h. durch die Hauptträgheits- 
momente A, B, C bestimmt. Im allgemeinen Falle (z.B. A> B>C) spricht 
man von einem unsymmeirischen Kreisel. Ist das Trägheitsellipsoid ein Rota- 
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tionsellipsoid, A = B + C, so wird der Kreisel symmetrischer Kreisel genannt. 
‚Einen solchen stellt z. B. jeder homogene Rotationskörper dar, wenn der Stütz- 
punkt O auf der geometrischen Figurenachse liegt. Diese ist die Hauptträgheits- 
achse, auf die sich C' bezieht — kurz C-Achse -, die auch den Schwerpunkt S 
enthält. (Allgemein braucht S nicht auf der C-Achse zu liegen. Einen schweren 
Kreisel nennt man nur dann symmetrisch, wenn auch diese Bedingung erfüllt 
ist.) Im Falle © > A = B sprechen wir von einem abgeplatteiten Kreisel (z.B. 
eine Scheibe), im Falle © < A = B dagegen von einem verlängerten Kreisel 
(z.B. ein länglicher Zylinder). Ist endlich A= B=(, so haben wir einen 
Kugelkreisel (z.B. eine homo- 
gene Kugel oder einen homo- 
genen Würfel mit dem Schwer- 
punkt als Stützpunkt). 

Bei der Kreiselbewegung 
spielen nach $ 53 die Vektoren 
des Drehimpulses NR und der, 


Abb. 109a Abb. 109b 


Winkelgeschwindigkeit & eine wichtige Rolle. Die Gerade von R wird: Dreh- 
impulsachse, die von @ momentane Drehachse genannt. Dazu kommt beim 
symmetrischen Kreisel (A= B=+(0) die C-Achse, d.h. meistens die geome- 
trische Figurenachse. 


J. Der kräftefreie Kreisel 


2. Bei jedem kräftefreien Kreisel ist nach dem Drehimpulssatz (N =M —=0) 
der Drehimpuls im Raume konstant: 


N = const. (1) 


Weiterhin liefert der Energiesatz 7’ + V = const, da im kräftefreien Fall 
V = const ist, das Resultat: Auch die kinetische Energie (Rotationsenergie) ist 
‚konstant: 

T = const, (2) 


oder ausgeschrieben, nach Gl. (52, 9): 
O,.0: + 9,,%y +. — 20,,.0,0, =2T = const. (3) 


20 Budö, Mechanik 
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Der Endpunkt von ö liegt also auf einem Ellipsoid, auf dem körperfesten 
Pormssotschen Ellipsoid, das dem Trägheitsellipsoid (51,15) ähnlich und ko- 
axial ist. Gl.(3) läßt sich nach (52,26) auch in der folgenden Form schreiben: 


No —2T = const. (4) 


3. Die Pormsotsche Darstellung der Bewegung. Auf Grund des Voran- 
gehenden läßt sich die Bewegung des kräftefreien Kreisels sehr anschaulich be- 
schreiben. Ist die Winkelgeschwindigkeit ö des Körpers in einem Augenblick 
gegeben, so ist dadurch nach der Pomsortschen Konstruktion (siehe $:52, 3 
und Abb.110) auch die Richtung von N bestimmt: NR steht senkrecht auf der 
im Endpunkt von ® gelegten Tangentialebene. Diese Ebene bleibt nebst N im 
Raume fest - da nach Gl. (4) die Projektion von & auf N konstant ist —, und da- 

her wird sie invarıable Ebene genannt. Sie wird 

N nach ihrer Bedeutung ständig von dem Pom- 
sorschen Ellipsoid berührt, und zwar in einem 
Punkt, dessen Geschwindigkeit als die eines 
Punktes der Drehachse gleich Null ist. Kurz ge- 
sagt, der kräftefreie Kreisel bewegt sich so, daß 
das körperfeste Poinsotsche Ellipsoid auf der in- 
variablen Ebene abrollt, ohne zu gleiten. Die Größe 
der Winkelgeschwindigkeit wird durch den Ab- 
Abb. 110 stand zwischen dem festen Punkt O und dem Be- 

rührungspunkt P gegeben. 

Diese Bewegung entspricht dem in der Kinematik gewonnenen Ergebnis, 
nach dem die Kreiselbewegung im Abrollen eines Kegels auf einem anderen 
Kegel besteht. Die die aufeinanderfolgenden Endpunkte von @ verbindende 
Kurve auf dem Ellipsoid ist die Polhodie (Polbahn), die mit dem Stützpunkt O 
als Spitze den körperfesten Polhodiekegel (Polkegel) bildet. Die auf der in- 
variablen Ebene markierten Endpunkte von ® ergeben die Herpolhodie (Spur- 
bahn) bzw. mit O den raumfesten Herpolhodiekegel (Spurkegel). 


a) Beim unsymmetrischen Kreisel wollen wir uns mit diesen Kurven bzw. 
Kegeln nicht ausführlicher befassen. Es könnte gezeigt werden, daß die Pol- 
bahn eine geschlossene, die Spurbahn aber eine verwickeltere, im allgemeinen 
nicht geschlossene Kurve ist. 

In dem speziellen Fall, in dem man den Kreisel anfangs um eine seiner Haupt- 
trägheitsachsen in Drehung versetzt, haben & und X die gleiche Richtung (siehe 
Ende des $ 52). Dann - und nur dann - reduzieren sich die obigen Kurven auf 
einen Punkt, auf den Berührungspunkt, d.h., der Vektor ö und damit die Lage 
der Drehachse bleiben im Körper und im Raum unverändert. Diese’ Achsen 
sind die in $50, 3schon erwähnten freien Achsen, und wir haben für diese den Satz: 
Die freien Achsen eines starren Körpers sind die zum Stützpunkt bzw. zum 
Schwerpunkt gehörigen Hauptträgheitsachsen (SEGNER, 1755; EULER, 1765). 

'b) Beim symmetrischen Kreisel. ist das Trägheits- bzw. Pomnsotsche Ellipsoid 
rotationssymmetrissch A= B=+Ü. Ist Ü > A (abgeplatteter Kreisel), dann 


invariable Ebene 


> 
fällt nach der Pomsotschen Konstruktion N zwischen die Figurenachse C 
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und die momentane Drehachse ö; ist jedoch C < A (verlängerter Kreisel), dann 


liegt N, von Ö aus. gerechnet, jenseits von © (Abb.111a bzw. b). In beiden 


-—> 
Fällen biegen die: drei Kreiselachsen Ü', & und R wegen der Rotationssymmetrie 


Figurenachse ( d 


Abb. 111 


des Ellipsoids in einer Ebene. Die Polbahn - die Kurve auf dem Ellipsoid — wird 
nach dem Vorangehenden von den Berührungspunkten derjenigen Tangential- 
ebenen gebildet, die vom Mittelpunkt O aus konstante Entfernung besitzen. 


Diese Ebenen liegen offenbar symmetrisch 
zur Figurenachse. d.h., die Polbahn ist 
ein Kreis. Der Polkegel ist ein Kreiskegel 
mit der Figurenachse als Achse. Daher ist 


OP = w= const: Die Größe der Winkel- 
geschwindigkeit ist konstant. Demnach be- 
steht die Spurbahn aus denjenigen Punk- 
ten der invariablen Ebene, deren Ent- 
fernung von O konstant ist. Diese Punkte 
bilden offenbar einen Kreis: Der Spur- 
kegel ist ein Kreiskegel mit der Drehimpuls- 
achse als Achse. | 
Abbildung 112 veranschaulicht diese 
Ergebnisse für den Fall des abgeplat- 
teten Kreisels C > A. Da die Bewegung 
ım Abrollen des Polkegels auf dem Spur- 
kegel besteht, kann man folgendes be- 


haupten: Die Figurenachse (©) und die 


Figurenachse 


«ul rege) 


Abb. 112 


momentane Drehachse (ö) des symmetrischen Kreisels beschreiben je einen 
Kreiskegel um die raumfesie Drehimpulsachse (NR), und zwar mit konstanier 


> 
Winkelgeschwindigkeit. C, NR und & liegen stets in einer Ebene. c und & führen 
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also um N eine reguläre „Präzession‘“ aus. Diese Bezeichnung wird aber mei- 
stens in Verbindung mit dem schweren Kreisel gebraucht (siehe II), und der 
vorher beim kräftefreien Kreisel beschriebene Vorgang wird Nutation, der von 


© um N beschriebene Kegel der Nutationskegel. genannt. 


Das Verhalten läßt sich durch einen Demonstrationsversuch von POHL zeigen. Manklebtan 
die Fläche f des im Schwerpunkt gestützten symmetrischen Kreisels (abp:] 109a) dicht- 


bedrucktes Zeitungspapier. Der Kreisel kann nur um seine Figurenachse (6); in Drehung 
gesetzt werden, gibt man aber nachher der Figurenachse einen seitlichen Stoß, so läßt sich 
erreichen, daß R und ö verschiedene Richtungen haben. Am Zeitungspapier ist die Lage der 
momentanen Drehachse (ö) zu ersehen. An der Stelle, an der ö die Fläche {schneidet, sind 
die Buchstaben erkennbar, sonst zerfließen sie ins Graue. Auf diese Weise kann man beob- 
achten, daß die Figurenachse und die momentane 
Drehachse um die raumfeste (unsichtbare) R-Achse 
präzedieren, entsprechend der Abb. 112, 


Setzt man den um die Figurenachse gedrehten 
Kreisel vorsichtig ohne seitlichen Stoß auf seiner 
Unterlage auf, so fallen alle drei Achsen zusammen 
und besitzen eine raumfeste Lage („nutationsfreier 
Kreisel‘). 


Abb. 113 c) Beim Kugelkreissel(A= B= C = ©)und 

nur bei diesem it R= O6. Aus KV — const 

folgt daher ö = const: Die Drehachse stimmt stets mit der im Raume festen 

Drehimpulsachse überein. Die allgemeinste Bewegung des kräftefreien Kugel- 

kreisels entspricht also einer Rotation um eine feste Achse mit konstanter Win- 
kelgeschwindigkeit. 


4. Bei einer anderen geometrischen Behandlungsart gelit man von den Glei- 
chungen T = const und % = const bzw. N” == const aus, die in den Komponen- 
ten 9, g, rvon@ und den Komponenten Ap, Bg, Cr von WR (beide in bezug auı 
das körperfeste -Hauptachsensystem) lauten: 


ApP + BP? +Cr?=2T = const; (5) 
A + BR +0? = |N |? = const. (6) 
G1.(5) und (6) stellen zwei Ellipsoide dar, beide mit Hauptachsen, die in die 
Richtung der Hauptträgheitsachsen fallen, aber verschiedene Achsenlängen be- 
sitzen. Der Endpunkt des Vektors @ = (9, g, r) bewegt sich im Körper auf der 
stets geschlossenen Schnittlinie der beiden Ellipsoide (Abb. 113). Diese Schnitt- 
linie ist die Polbahn, (5) und (6) sind ihre Gleichungen. Anderseits bewegt sich 
auch der im Raum konstante Vektor % = (L, M, N) im Körper, und zwar 
beschreibt sein Endpunkt die Schnittlinie eines Ellipsoids mit einer Kugel. 
Die Gleichungen der Schnittlinie erhält man durch Umschreiben der Gl. (5) 
und (6) in die Drehimpulskomponenten (L = 49, M=Bq, N=(Cr): 


2 2 2 
+5 +7 =27= comst, (7) 


[?+M?+N®=|N]? = const. (8) 
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Der Kreisel bewegt sich so, daß diese körperfeste Schnittlinie am Endpunkt des 
raumfesten NR-Vektors verschoben wird. 

Wir gehen auf die nähere Untersuchung der Bewegung in dieser Weise nicht 
ein, sondern befassen uns nur mit der Frage der Stabilität der freien Achsen. Wir 
weisen nach, daß bei einem unsymmetrischen Kreisel die Rotationen um die 
Achsen des größten und des kleinsten Hauptträg- 
heitsmoments (A,C) stabil, um die des mittleren 
(B) labil sind. | 

Bei der Rotation um die Achse des größten 
Hauptträgheitsmomentes — d.h. um die längste 
Achse des Ellipsoids (7) — berührt die „Impuls- 
kugel“ (8) das „Impulsellipsoid“ (7) von außen im 


Bi 
Punkt A (Abb. 114). Die Lage des Vektors0A—=NR 
ist jetzt im Raum und auch im Körper fest: 
OA ist eine freie Achse. Erteilt man nun dem 
Körper einen kleinen Drehstoß (einen kleinen 
zusätzlichen Drehimpuls), so verändert sich da- Abb. 114 
mit im allgemeinen sowohl die Kugel als auch | 
das Ellipsoid. Ihre Schnittkurve umschließt aber eng den ursprünglichen Be- 
rührungspunkt A und schrumpft im Falle verschwindender Störung auf diesen 
zusammen. Die Rotation um die Achse OA hat also einen stabilen Charakter. 
Dasselbe gilt für die Rotation um die Achse des kleinsten Hauptträgheits- 
momentes, bei der die Kugel das Ellipsoid von innen berührt. 

Bei Rotation um die mittlere Achse verhält sich die Sache anders. In diesem 
Fall berührt die Kugel das Ellipsoid nicht, sondern schneidet sich mit ihm 
in einer Kurve vierter Ordnung (Abb.115). Der Doppelpunkt B der Schnitt- 
kurve bzw. die Gerade OB zeigt die ursprüngliche Drehachse. Bei einem noch 


d 
Abb. 115 Abb.116. 


so kleinen Stoß (nach dem die Kugel in der Abbildung größer wird) teilt sich die 
Schnittkurve in die Äste 1 und 2. Der neue N-Vektor entfernt sich, während 
sein Endpunkt einen dieser Äste durchläuft, immer weiter von seiner Anfangs- 
lage im Körper, die Rotation ist also labil. 


Für die freien Achsen und ihre Stabilität ließen sich viele experömentelle Beispiele er- 
wähnen. Schleudert man z.B. eine volle Streichholzschachtel in die Luft und erteilt ihr 
gleichzeitig mit der Hand eine Drehung um eine der drei Achsen a, b, c (Abb. 116), so sieht 
man, daß die Schachtel um die a-Achse oder um die c-Achse (d. h. um die Achse des größten 
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bzw. kleinsten Trägheitsmomentes) ruhig rotieren kann, nicht aber um die b-Achse. Das 
gleiche zeigt sich, wenn man in den Seitenmitten Ösen anbringt, den Körper aneinem Faden 
aufhängt und den Faden zwischen den Fingern oder mittels einer Schwungmaschine drillt. 
Solche mit verschiedenen Körpern gemachten Versuche zeigen, daß der Körper bei hin- 
reichend großer Störung in die Lage übergeht, in der er um die Achse seines größten Träg- 
heitsmomentes rotiert, in der er also die größte Bewegungsstabilität hat. Das steht mit der 
Stabilität der Achse des kleinsten Trägheitsmomentes in keinem Widerspruch, da bei der 
Definition der Stabilität nur hinreichend kleine Störungen in Betracht kommen. 


II. Der Kreisel unter Wirkung eines äußeren Drehmomenis 


5. Die Präzession des 'Kreisels. Ist das Moment der äußeren Kräfte um den 
Stützpunkt O des Kreisels gleich M, so gilt nach dem (auf ein raumfesies System 
bezogenen) Drehimpulssatz 


—- oder IR = Mdi. (9) 


Der Drehimpuls 3 ändert sich also in der Zeit dt zu” + d% (Abb.117), d.h., 
die Richtung von N nähert sich der von M. Dieses Verhalten von R wird nach 
KLEIN und SOMMERFELD als „Tendenz zum gleich- 
sinnigen Parallelismus‘ bezeichnet. 

Nun ist die Richtung von R% (die Drehimpuls- 
achse) nicht unmittelbar zu beobachten, und daher 
erhält man allein aus der obigen Aussage keinen 
näheren Aufschluß über die Bewegung. Beschränken 
wir uns aber auf einen symmetrischen und um die 


> 
Figurenachse C sehr schnell rotierenden Kreisel (bei 

dem die Komponente r von ö groß gegen p und q 
Abb. 117 ist), so läßt sich die augenfälligste Bewegung des 
Kreisels auf ganz elementarem Wege ableiten. Indem 
angenommenen Fall verändert sich der große Drehimpuls X —- wenn das Moment 
M nicht allzu groß ist - nur langsam, so daß die Bewegung in einem kurzen Zeit- 
abschnitt angenähert noch als kräftefrei angesehen werden kann. Es liegen 
ferner die Vektoren & = (9,9,r) und R= (Ap, Agq,Cr) in der Nähe der 


BE 
Figurenachse C. Figurenachse und momentane Drehachse (ö) umlaufen daher 
wie in Abb.112 die Drehimpulsachse R in ihrer Nähe rasch im Kreise, und so- 
mit gilt die Tendenz zum gleichsinnigen Parallelismus angenähert — im Mittel - 
auch für die unmittelbar beobachtbare Figurenachse: die Figurenachse sucht 
sich im Mittel zur Richtung des äußeren Drehmomentes parallel und gleichsinnig 
einzustellen. 

Wir betrachten als Sonderfall den schweren symmetrischen Kreisel, etwa einen 
Kreisel wie in der Abb. 109a, mit dem Unterschied, daß jetzt der Schwerpunkt S 
auf der Figurenachse im Abstand s vom Stützpunkt O liegt (Abb. 118). Ist der 
Kreisel geneigt, so steht das horizontal gerichtete Moment M der Schwer- 
kraft mg - das den nicht rotierenden Kreisel umkippen würde - senkrecht zur 
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Figurenachse und somit angenähert auch zu NW. Deshalb liegt der Zuwachs 
von R in der Zeit dt, d.h. d% = Mdt, in der Horizontalebene, senkrecht zu RW. 
Es ändert sich also nur die Richtung von ®, und es gilt |AN| = N sinddo 
(Abb. 118). Zur Zeit # + di steht aber das Moment senkrecht zu” + dN%. Dies 
verdreht sich im nächsten Zeitabschnitt dit abermals usw., so daß % einen 
‚Kreiskegel mit lotrechter Achse beschreibt und dabei im Mittel die Figuren- 
achse und die momentane Drehachse mit- 
nimmt. Diese Bewegung des Kreisels wird 
Präzession genannt. Genauer, bei einer regu- 
lären Präzession würde die Figurenachse in 
Strenge einen Kreiskegel mit konstanter Win- 
keigeschwindigkeit beschreiben. Das ist aber 
im allgemeinen nicht der Fall. Dieser mitt- 
leren Bewegung der Figurenachse überlagern 
sich nach dem Obigen die Nutationen des 
kräftefreien Kreisels, so daß die Kreiselspitze 
Zykloiden beschreibt. Die Bewegung nennt 
man dann eine pseudoreguläre Präzession, 
über die die analytische Behandlung einen 
näheren Aufschluß geben kann (siehe $ 60). 
Sieht man von den Nutationen ab - die bei 
einem schnell laufenden Kreisel für das Auge 


kaum bemerkbar sind -, so läßt sich die Win- Abb. 118 
kelgeschwindigkeit w&p der Präzession leicht | 
bestimmen. Es ist einerseits, wie erwähnt, |dN| = N sinddp, andererseits 


gilt |AN| = Mdt = mgssinddt, also N sinddp = mgssinddi. Nach dem 
Obigen gilt aber N = C'r, und so ist (angenähert) die Winkelgeschwindigkeit der 
Präzession des schweren symmetrischen Kreisels: 


do mMgS 
cs -) 90, = 


also um so kleiner, je größer die Winkelgeschwindigkeit r der Rotation um die 
Figurenachse ist. 


6. Das Kreiselmoment. Die Gl. (10) ist ein Spezialfall einer allgemeineren Be- 
ziehung. Wir bezeichnen den Winkelgeschwindigkeitsvektor der Rotation um 
die Figurenachse (anstatt mit r) mit ö,, das Trägheitsmoment in bezug auf 
die Figurenachse mit ©, und den in die Kegelachse fallenden Winkelgeschwin- 
digkeitsvektor der Präzession der Figurenachse mit ö,. Dann gilt für einen 
um die Figurenachse rasch rotierenden Kreisel angenähert: N = 0,7, also 
wegen (9): 
döp 


or 


(11) 


Pad 


döp 


Der Vektor Fr 


läßt sich auffassen als die Geschwindigkeit v eines Punktes P 
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der Figurenachse mit dem Radiusvektor oP =t= @,, und somit ist nach der 
bekannten Gleichung v = [ör], da die Figurenachse nach Voraussetzung mit 
der Winkelgeschwindigkeit © = @ rotiert: 

do u 

era = [öpöz]. (12) 


Durch Einsetzen in Gl. (11) folgt der (näherungsweise gültige) Satz: Um bei 
einem um die Figurenachse mit großer Winkelgeschwindigkeit @, rotierenden 
Kreisel eine gleichförmige Präzession mit der Winkelgeschwindigkeit @p aufrecht- 
zuerhalien, ist ein äußeres Drehmoment | 


M = O9, [Öpöz] (13) 


erforderlich. [Die Gl. (13), die auch aus der EuLerschen Vektorgleichung (53, 5) 
sofort folgt, führt im Falle der Abb.118 tatsächlich zur Gl. (10).] 
Das Gegenteil dieses Moments ist das sogenannte Kreiselmoment 


M=-—M= 9, [öröp]; (14) 


das der Kreisel auf die Führung ausübt, wenn seine Figurenachse mit der Winkel- 
geschwindigkeit @p geschwenkt wird. Dieses Moment — auch Deviationswiderstand 
genannt — kann bei schnell laufendem Kreisel und plötzlicher Beanspruchung 
sehr große Werte annehmen. Das ‚spüren‘ wir, wenn wir die Achse eines in 
unserer Hand gehaltenen schnell rotierenden Schwungrads plötzlich verdrehen. 
Von einem mit der Winkelgeschwindigkeit @, rotierenden Bezugssystem aus 
betrachtet, ist das Kreiselmoment, wie sich beweisen läßt, identisch mit dem 
Moment der Corioliskräfte. 


III. Einige Kreiselerscheinungen und Anwendungen 


7. Die Haupteigenschaften des Kreisels - die große Stabilität der Drehung um die Achse 
des größten Trägheitsmomentes, das eigentümliche Verhalten, nach dem die Kreiselachse 
nicht in Richtung der auf sie wirkenden Kraft, sondern senkrecht dazu ausweicht, ferner die 
Kreiselmomente (,Kreiselkräfte‘‘) — spielen bei vielen Vorgängen 
des täglichen Lebens eine Rolle, lassen sich durch zahlreiche 
Experimente veranschaulichen und ermöglichen wichtige tech- 
nische Anwendungen, von denen einige kurz besprochen werden 
mögen; die Einzelheiten sind meist recht verwickelt. 

Von den bei frei beweglichen Körpern auftretenden Kreisel- 
wirkungen erwähnen wir zuerst die Präzession der Erdachse. 
Wegen der Abplattung der Erde und der Neigung der Dreh- 
achse gegen die Ekliptikachse (9 = 23,5°, siehe Abb. 119) übt 
die Anziehung der Sonne besonders in der Winter- und Sommer- 

Abb. 119 stellung ein Drehmoment auf den Erdkreisel aus, das die Erdachse 

zur Ekliptikachse parallel zu stellensucht. Imgleichen Sinne wirkt 

auch der Mond. Die Erdachse beschreibt infolgedessen in rund 26000 Jahren einen Prä- 
zessionskegel von 23,5° halber’ Öffnung, wodurch auch der Frühlings- und Herbstpunkt 
- die Schnittpunkte des Äquators mit der Ekliptik - ihre Lage verändern. (,„Prüzession 
der Nachtgleichen.‘“‘) Da wegen der wechselnden Stellung von Sonne, Erde und Mond am 
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Himmel das Drehmoment periodisch schwankt, ist auch die Präzessionsbewegung der 
Erdachse kleinen kurzperiodischen Schwankungen, den sogenannten astronomischen. N uta- 
tionen, unterworfen. Mit diesen erzwungenen Schwingungen der Erdachse haben die 
bei der pseudoregulären Präzession erwähnten Nutationen — die im Falle der Erde sehr 
kleinen „CHANDLERSschen Nutationen“, siehe $ 59,1 — nichts zu tun. 

Zur Stabilisierung freier Bewegungen von Körpern, wie z. B. eines Diskus oder Ge- 
schosses, erteilt man ihnen eine rasche Eigendrehung (Drall). Die Diskusscheibe behält da- 
durch ihre schräge Stellung annähernd unverändert bei, erhält infolgedessen ähnlich wie 
‚die Tragfläche eines Flugzeuges einen Auftrieb und erreicht eine viel größere Wurfweite, 
als das ohne Drehung der Fall wäre. Ein um seine Längsachse rotierendes Langgeschoß er- 
fährt durch den Luftwiderstand ein Drehmoment, das das Geschoß um eine zur Flug- 
richtung senkrechte Schwerpunktachse zu drehen sucht. Das Geschoß reagiert darauf mit 
einer Art Präzessionsbewegung, die wegen des variablen Luftwiderstandes sehr verwickelt 
ist. Die Pendelungen der Geschoßspitze erfolgen in der Nähe der Bahntangente, aber - bei 
einem Geschoß mit „Rechtsdrall‘ - rechts von der Schußebene. Das Geschoß schlägt daher 
am Ziel mit der Spitze auf, beim Abschuß ist aber eine Rechtsabweichung in Kauf zu 
nehmen. 

< Die bei geführten Kreiseln auftretenden Kreiselmomente suchen z. B. bei einem in die 
Kurve gehenden Fahrzeug die Achse des Radsatzes aufzurichten, wodurch ein Zusatzdruck 
auf das äußere Rad und eine Entlastung des inneren entsteht. Die gleiche Kreiselwirkung 
führt zur Erhöhung des Mahldrucks bei den Kollermühlen und findet außerdem Anwendung 
beim Wendezeiger für Flugzeuge. Wenn das Flugzeug eine Kurve beschreibt, müssen die 
Kreiselwirkungen beim Propeller berücksichtigt werden. 

Der Kreisel kann auch zur Stabilisierung von Systemen (Fahrzeugen) dienen, die an sich 
labilsind, wie z. B. die Einschienenbahn, oder aber zur Verringerung der Schwingungen 
eines an sich stabilen Systems, wofür der ScHuicksche Schiffskreisel ein Beispiel bietet. 
Beim letzteren ist ein von einem Elektromotor angetriebener schwerer Kreisel mit lot- 
rechter Achse in einen Rahmen eingesetzt, der um die querschiff liegende waagerechte 
Achse drehbar ist. Bei Schiffsschwingungen um die Längsachse - diese „Rollschwingungen“ 
sollen abgeschwächt werden - führt der Kreisel wegen der Präzession um die querschiff 
liegende Achse Schwingungen aus, so daß Schiffs- und Kreiselschwingungen Koppel- 
schwingungen ($ 41) darstellen. Die Kreiselschwingungen werden mit einer Bremse geeignet 
gedämpft, die dabei verzehrte Energie wird infolge der Koppelung den Schiffsschwingungen 
entzogen, sie werden erheblich kleiner. Allgemein ist, wie man aus dem obigen Beispiel 
erkennt, bei der Stabilisierung durch einen Kreisel wesentlich, daß seine Drehachse nicht 
. relativ zum Körper festgehalten wird, sondern daß alle drei Freiheitsgrade der Rotation 
zur Verfügung stehen. Aus diesem Grunde könnte ein Fahrrad bei festgestelltem Vorder- 
rad im Laufe nicht stabil sein. Übrigens beruht auch das Freihändigfahren mit dem Fahr- 
rad zum Teil auf den Kreiselgesetzen. 

Eine indirekte Stabilisierung verwirklichen die Geradlaufapparate für Torpedos. Bei 
Ablenkung aus der Schußrichtung betätigt der Kreisel ein Relais, das für die Nachstel- 
lung des entsprechenden Steuerruders sorgt. 


. Ein wichtiges Problem ist es, eine horizontale Fläche so zu stabilisieren, daß sie auch 
auf einem bewegten Schiff oder Flugzeug stets horizontal bleibt. Diesen sogenannten 
künstlichen Horizont (auch Kreiselhorizont, Fliegerhorizont) könnte man nach. SCHULER 
durch ein Schwerependel mit der Schwingungsdauer von 84 Minuten (Pendellänge = Erd- 
radius) verwirklichen, da ein solches Pendel auch beim bewegten Aufhängepunkf stets zum 
Erdmittelpunkt zeigte. Mit kardanisch aufgehängten Kreiseln (,‚Kreiselpendel‘‘, Schwer- 
punkt unter dem Drehpunkt) konnten bisher. Schwingungs- bzw. Präzessionsdauern von 
etwa 40 luinuten erreicht und damit gut brauchbare künstliche Horizonte hergestellt 
werden, 
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Die vielleicht wichtigste technische Anwendung des Kreisels ist der Kreiselkompaß, des- 
sen Idee auf FOUcAULT zurückgeht (1852). Während ein vollkommen kräftefrei aufgehäng- 
ter Kreisel seine Drehimpulsachse relativ zum Fixsternsystem dauernd beibehalten würde, 
entsteht bei einem Kreisel, dessen Achse etwa wegen der Aufhängung nach Abb. 120a in 
der waagerechten Ebene bleiben muß (Kreisel mit nur zwei Freiheitsgraden), ein Dreh- 
moment durch die Erddrehung, das die Kreiselachse in die astronomische Meridianebene 
einzustellen sucht. Das läßt sich leicht einsehen. Da nämlich der Kreisel infolge der Erd- 
drehung zu einer Präzessionsbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit der Erde (@7r) ge- 

zwungen wird, übt er nach Gl. (14) auf den Aufhänge- 


0 rahmen ein Kreiselmoment 
MW — Or [öröz] (15) 
3) aus. Schließt die Kreiselachse (5) in der geographi- 
Kreisel- schen Breite « mit dem Meridian den Winkel 9 ein 
achse (Abb. 120b), so ist die für die Drehung des Rahmens 


allein wirksame Vertikalkomponente von W’ gegeben zu 
M, =OFwrpwgcosasing. (16) 


Sie verschwindet nur dann, wenn sich die Kreiselachse 
in die Nord-Süd-Richtung g = 0 eingestellt hat. (Die 
andere Gleichgewichtslage @ -- z ist nicht stabil.) Wählt 


6) N man die Erde als Bezugssystem, so ist — wie man leicht 
zeigen kann - diese Einstellung der Kreiselachse die 

_ Folge der Momente der Corioliskräfte. 
P % Während die Fovcavstschen Versuche mit einem 


„Gyroskop“ (richtunggebendes Kreiselinstrument der 
Abb. 120 Art, wie in Abb. 120a dargestellt) nur zu Andeutungen 
des beschriebenen Effektes führten, gelanges AnSCHÜTZ- 
KAEMPFE, den ersten brauchbaren Kreiselkompaß zu konstruieren (1908). Der Kreisel- 
körper - ein Drehstrommotor — hängt zur Herabsetzung der Reibung an einem Schwim- 
mer, der ineinem Kessel mit Quecksilber schwimmt. Die Kreiselachse wird dadurch hori- 
zontal gehalten, daß der Schwerpunkt des Kreisels tiefer als der (dem Aufhängepunkt 
entsprechende) Auftriebsmittelpunkt liegt. Bei dieser Anordnung schwingt die Kreiselachse 
unter dem Einfluß des Momentes (15) nicht nur in der horizontalen, sondern auch in der 
vertikalen Ebene um die Nord-Süd-Richtung. Durch eine geeignete Dämpfung der letz- 
teren dieser gekoppelten Schwingungen läßt sich auch die zur Einstellung nötige Dämp- 
fung der Schwingungen in der Horizontalebene erreichen. Die durch Schiffsschwingungen 
und anderen Gründen auftretenden Mißweisungen konnten bei neueren Konstruktionen 
(Mehrkreiselkompaß) beseitigt bzw. rechnerisch berücksichtigt werden. 

Zum Schluß bemerken wir, daß ein gewöhnlicher Spielkreisel, der sich mit seiner tat- 
sächlich abgerundeten Spitze aufeiner horizontalen Ebene bewegt und somit fünf Freiheits- 
grade besitzt, der Kreiseldefinition nicht genügt, da bei seiner Bewegung im allgemeinen 
kein Punkt festbleibt bzw. Translations- und Drehbewegung dynamisch nicht voneinander 
zu trennen sind. Die Beobachtung, daß sich ein Spielkreisel mit anfangs schief stehender 
Achse bei genügend schneller Drehung aufrichtet — was auch z. B. bei einem gekochteh Ei 
der Fall ist -, kann durch ein von der Reibung herrührendes Drehmoment erklärt werden. 
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8 59. Analytische Darstellung der Bewegung des kräftefreien 
symmetrischen Kreisels 


1. Beim kräftefreien- Kreisel lauten die Eurerschen Gleichungen [nach 
(53,10)]: | 


d d dr 
A =(B-Ogr, BZ =(C-Arp, 0 =(A-Bpg, (Ü) 


wobei A, B, C die zum Stützpunkt (Schwerpunkt) gehörenden Hauptträg- 
heitsmomente und 7, g, r die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit in be- 
zug auf die körperfesten Hauptträgheitsachsen x’, y’, 2’ sind. Für den Fall des 
symmetrischen Kreisels, bei dem die Figurenachse als z’-Achse, also A=B+(C 
gewählt wird, gilt 


d d 5 
—=(4-0g AT =(0-Ap 0Z=0. © 


Aus der dritten Gleichung folgt sofort 


r = const = r,, (3) 


d.h., die Projektion der Winkelgeschwindigkeit @ auf die Symmetrieachse ist 
konstant. Wir können diese Konstante r, als positiv annehmen, da man die 
Richtung der z2’-Achse entsprechend wählen kann. 
Mit der Abkürzung 
C— 4 
A 


n=@ (= const) (4) 


lauten die ersten beiden Gleichungen von (2): 


dp dq | 
dt ag=Q(, ST Zu (5) 


Die Integration dieser Gleichungen ist sehr einfach. Wenn man das i-fache 
der zweiten Gleichung zur ersten addiert, folgt für pt ig=s: 


Ss i 
Fri = 1QS. (6) 
Hieraus findet man 

gs = aeletted) —_ acos(at +e) Hiasin(at te), (7) 
wobei a und e reelle, von den Anfangsbedingungen abhängige Integrationskon- 


stanten sind. a kann als positiv angenommen werden (aus ähnlichem Grund wie 
oben r,). Separation des Real- und Imaginärteils ergibt 


p=acos(t te), qg=asinlat-+ e). (8) 
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Das bedeutet, daß die Projektion von ö auf die x’y’-Ebene einen Kreis vom 

Radius a mit konstanter Winkelgeschwindigkeit & beschreibt. Ferner folgt aus 

(8) und (3) | 
= +?+r?=a®+r = const. (9) 


Zusammengefaßt kann man sagen: Der Betrag des Drehvektors & ist konstant; 
die momentane Drehachse (@) beschreibt im Körper um die Figurenachse gleich- 
förmig einen Kreiskegel, dessen halbe Öffnung ß durch 


ten = — (10) 
0 


gegeben ist (Abb.121). Diese ‚reguläre Präzession‘“, 
die man hier lieber Nutation nennt, erfolgt mit der 
Winkelgeschwindigkeit (4), also mit der Periode 


Ds ae an (11) 
| nIo—Al 

Die Polschwankungen der Erde. Die obige Beschreibung 

der Bewegung vom Standpunkt des sich auf dem Kreisel be- 

| findenden Beobachters ist gerade im Fall der Erde ange- 

Abb.121 messen. Die momentane Rotationsachse fällt nach der vor- 

her besprochenen Evuregschen Theorie mit der Figurenachse 

der Erde nicht zusammen, sondern führt eine Nutation: um sie aus. Wenn man den Durch- 

stoßpunkt der-Figurenachse bzw. der Drehachse der Erde durch die Erdoberfläche geo- 

metrischen Nordpol bzw. kinematischen Nordpol nennt, so läßt sich auch sagen, der kine- 

matische Nordpol beschreibt um den geometrischen einen Kreis, die Polhodie. Die Periode 
betrüge nach Gl. (11), da für die Erde nach Schätzungen 


C— A 1 RAR, 


—Iy°:% und n8o= 


Tag (12) 
ist, 300 Tage (EULERSsche Periode). Tatsächlich wandert der kinematische Nordpol nach 
den Beobachtungen mit der durchschnittlichen Umlaufzeit 433 Tage (CHANDLERSche 
Periode) auf einer spiralförmigen Bahn innerhalb eines Kreises von 10 m Radius im Sinne 
der Erddrehung. Die Verlängerung der Periode läßt sich durch die elastische Deformation 
der Erde erklären. 

Von der obigen kräftefreien CHANDLERSchen Nutation der Erdachse sind die astrono- 
mischen Nutationen zu unterscheiden ($ 58,7). 


2. Nachdem p, g, r bekannt sind, bleiben noch die EuLerschen Winkel zu be- 
stimmen, d.h., nach (53,11) die Differentialgleichungen 


p=% cosp + ypsin®sing, g=—Ösing-+Y sindcosp, r=& + Ycosd 
(13) 
zu lösen. Es genügt, eine partikuläre Lösung zu finden, da man über die in der 


allgemeinen Lösung auftretenden drei Integrationskonstanten frei verfügen 
kann, indem man das raumfeste Koordinatensystem geeignet wählt. Legen wir 
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die 2-Achse des raumfesten Systems in Richtung des konstanten Drehimpulses 


N (bei jedem kräftefreien Kreisel ist ja 2 = const, wegen RM =0) und 
machen den Ansatz 
d = d, = const, (14) 


so erhalten wir aus (13) durch Einsetzen von (3) und (8): 
sind, sinpgy =acos(at + e), 
sind, cosoYy = asin(at + e), (15) 
P-+Ycosd%,=r- 


Aus den ersten zwei Gleichungen folgt durch Quadrieren und Addieren: 


‚sind,Vd =, (16) 
und damit ebenfalls aus den ersten beiden Gleichungen 
[Statt Gl. (16) und (17) gibt es auch eine andere Möglichkeit: sind, y = — a, 
= 2 — at — e, die wir aber durch geeignete Orientierung der raumfesten 


x, y-Achsen ausschließen können.] Wir setzen (16) und (17) in die letzte 
Gleichung (15) ein: | 
a 9 
-&-+ nd o=r: 


und erhalten daraus zusammen mit Gl.(4): 


mann, ge (18) 


Damit ist das Problem gelöst. Die Bedeutung der Lösung läßt sich aus den 
Ausdrücken für die EuLerschen Winkel leicht ablesen. Wir fassen sie auf Grund 
der Gleichungen (14), (16), (17) zusammen: 


a 
ee , 9=-at-+ const. 9 
9=d. Y an g const, 9 at + const (19) 


Die ersten zwei Gleichungen bedeuten (siehe die Abb. 87 für die EuL£rschen 
Winkel), daß die Figurenachse des Kreisels um den im Raume konstanten Vek- 
tor des Drehimpulses einen Kegel mit dem Öffnungswinkel 9, mit konstanter 


Winkelgeschwindigkeit — 


In beschreibt: Sie führt eine reguläre Präzession 

0 
bzw. (mit der hier üblicheren Bezeichnung) eine Nutation aus. Zu dieser Be- 
wegung tritt im Sinne der dritten Gleichung noch eine Rotation um die Figu- 
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renachse hinzu. Der Winkel 8, wird durch Gl. (18), der Winkel ß zwischen C und 
der momentanen Drehachse @& durch Gl. (10) bestimmt. Man sieht, daß 


a)fürC >A: P>d, bfürl <A: B<9, (20) 


gilt. ß und 9, bestimmen auch den Winkel y zwischen & und R, nämlich den 
beiden Fällen entsprechend (Abb. 122a und b) 


‚=+Pß-d). (21) 


Für den kräftefreien Kugelkreisel(A= B= ( =©) folgt aus Gl. (1) sofort, 
daß der Vektor ö = (p, q, r) im Körper und (wegen DR = Oö = const z.B.) 
auch im Raume konstant ist. Die Beweguäg ist also eine Rotation um eine 
feste Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. 


Abb. 122 


8. Auch die Bewegungsgleichungen des kräflefreien unsymmetrischen Kreisels lassen sich 
durch Quadraturen lösen. Auf die Lösung, die zu elliptischen Integralen führt, gehen wir 
nicht ein, wir wollen aber die Frage nach den freien Achsen und ihrer Stabilität auf Grund 
der EuLerschen Gleichungen (1) untersuchen. Eine momentane Drehachse - in die der 
Drehvektor ö fällt - ist dann eine freie Achse, wenn & = const, d.h. 9, qg und r konstant 
sind. [Wenn ö im Körper konstant ist, sn ist es auch im Raume konstant, siehe z.B. Gl. 
(14,10).] Das ist aber bei einem Körper, für den A, B, C' verschieden sind, nach Gl.(1) nur 
möglich, wenn | 

2 =gr=rp=0 (22) 


ist, d.h. zwei von den Größen 7, g, r verschwinden. Das bedeutet aber, daß nur die Haupt- 
trägheitsachsen freie Achsen sein können. 
Bewegt sich ein Körper so, daß in einem kleinen Zeitabschnitt die momentanen Dreh- 


> 
achsen beinahe mit einer Hauptträgheitsachse — etwa mit C' - zusammenfallen, dann sind 
in diesem Zeitabschnitt p und g sehr klein gegen r. Daher tolgt aus der dritten Gleichung 
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von (1), daß in erster Näherung r = 7, = const ist. Führt man nun die, Abkürzungen 


C—-B C—4 
ng ah ng mn (23) 


ein, so lauten die ersten zwei Gleichungen von (1): 


dp dq 
ui: ZT +P- (24) 


Durch Differentiation folgt daraus: 


dp arg 
FT Te. 2 De 7 € (25) 
Die Komponenten p und g genügen also der bekannten Differentialgleichung & = — kx. 


Sie sind mithin periodische oder exponentielle Funktionen der Zeit, je nachdem, ob Au >0 
oder Au<Oist. Sie bleiben nur im ersten Fall dauernd klein, d.h., die Rotation um die 


Ö-Achse ist dann stabil, wenn 
(C— A)(C—- B)>0 (26) 


ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit dem schon bekannten Satz, wonach die Achse 
des größten (CO > A, Ü > B) und die des kleinsten (Ü< A, CE <. B) Trägheitsmomentes 
stabile Drehachsen sind. Außerdem sieht man, daß die Figurenachse beim symmetrischen 
Kreisel (A = B) immer einen stabilen Charakter hat. 


*S 60. Analytische Darstellung der Bewegung des schweren 
symmetrischen Kreisels 


1. Die zum Stützpunkt O gehörigen Hauptträgheitsachsen des schweren 
symmetrischen Kreisels ($ 58,1) der Masse m seien «’, y’, 2’, die entsprechenden 
Hauptträgheitsmomente A, A, ©, der auf der Figurenachse 2’ 
liegende Schwerpunkt S habe von O den Abstand s, und die 
z-Achse des raumfesten Systems zeige vertikal nach oben. Wir 
könnten von den LAGRANGESchen Gleichungen zweiter Art 
ausgehen ($ 53, 3), können aber bei unserem Problem auf 
Grund einfacher Überlegungen gleich drei erste Integrale 
— d.h. drei Differentialgleichungen erster Ordnung für die 
Eutegschen Winkel 8, y, p — angeben, die für die Lösung aus- 
reichen. | 

Das eine Integral liefert der Energiesatz 7’ + V = const. Da Abb. 123 
die potentielle Energie nach der Abb. 123 durch V = mgs cos®, 


1 | 
die kinetische Energie durch p (Ap? + Ag? + Cr?) gegeben sind, lautet die- 
ser. Satz | 


3 [A(p?® +g?) +Cr?] + mgs cos® = const. (1) 
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Zu den übrigen zwei Integralen können wir gelangen, indem wir in Betracht 
ziehen, daß das Moment M der Schwerkraft senkrecht zur Ebene der Achsen 2 
und 2’ steht und deshalb seine 2- und 2’-Komponenten verschwinden: 


M,=0, My=0. 


Wegen M, = 0 folgt aus der dritten Eurerschen Gleichung ebenso wie in 
Gl. (59,3) 
r = const (oder Cr = const), (2) 


und wegen M, = 0 gilt nach dem Drehimpulssatz (N —M) 
N, = const. 


Dies ergibt das dritte Integral, wenn man N, explizit ausdrückt. Nun ist 
N, = N, cos(X’Z) + N, cos(Y’Z) + N, cos(Z’Z), 


wobei N, = Ap, N, = Ag, N.» = Cr und die Richtungskosinusse der Reihe 
nach (siehe dritte Zeile der Tabelle 47, 21) 


sinp sind, cososind, cos® 
sind. Somit lautet die obige Gleichung: 
A(psin®sinp + qsindcosp) + Crcos® = const. (3) 


Wir drücken in Gl. (1) bis (3) p, g, r durch die EuL£rschen Winkel aus, siehe 
z.B. (59,13). Nach Einsetzen [man kann in (1) das Glied C'r? nach Gl. (2) in 
die Konstante mit einschließen] erhält man die folgenden drei ersten Integrale 
der Bewegungsgleichungen: 


A(Ö® + sind?) + 2mgs cos® — k, = const, (4) 
C($® + Ycosd) = k, = const, (5) 
Ay sin?® + k,cos® = k, = const. (6) 


(Sie hätten auch bei Benutzung der LAGRAngz-Funktion in 853,3 leicht an- 
geschrieben werden können, da für A = B auch 9 eine zyklische Koordinate 
ist; vgl. $ 34, 5.) 


2. Zur Integration des Gleichungssystems (4) bis (6) lösen wir die Gleichun- 
gen (5) und (6) nach ö und o auf: 


ku — k,cos® Ag kg — k.cosd 
ne Va an er le) 
und setzen Y» in (4) ein. Dadurch findet man 
k, — kg 6089)? 
Ald2 ı a me) + 2mgscos® = k, (8) 


A? sin?d 
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oder 
dd 1 (kg, — kg c0osd)? 
sel | =. 29 aa a) es). 
d (7) 4 % mgscosd A sind f(®) (9) 


Diese Differentialgleichung hat die Lösung 


Yr@) 
oder mit u = cos® 
YA(l— u2) (k, — 2mgsu) — (k, — k,u)? 


Dieser Ausdruck ist — da unter der Wurzel ein Polynom dritten Grades von u 
steht - ein elliptisches Integral, die Umkehrfunktion u = u({f) eine elliptische 
Funktion. Jedenfalls ist dadurch # = #(t) bestimmt, und wenn man d#=#(t) 
in die Gl. (7) einsetzt, lassen sich auch die Funktionen y=v(t) und g=oft) 
durch Quadraturen gewinnen. Man hat auch die erforderlichen sechs Integra- 
tionskonstanten, nämlich außer k,, k,, k, die Konstanten (etwa d,, %,, 99), die 
bei den drei Quadraturen auftreten. Damit ist das Problem der Bewegung des 
schweren symmetrischen Kreisels grundsätzlich gelöst. 


3. Die Haupteigenschaften der Bewegung lassen sich ohne Auswertung der 
elliptischen Integrale feststellen, ähnlich wie wir es beim sphärischen Pendel in 
$ 23,2 getan haben. Man sieht ähnlich wie dort leicht ein, daß das Polynom 
unter der Wurzel in Gl. (11) zwischen v = — 1 und u = +1 zwei Nullstellen 
besitzt. Diesen entsprechen zwei Winkel 9, und d,, für die nach Gl. (9) ® ver- 
schwindet. Der Neigungswinkel #% der Figurenachse gegen die Vertikale 
schwankt also zwischen den beiden Werten d, und 9, periodisch hin und her; 
diese Schwankung wird Nutation Benannt. 

Die Änderung der Koordinate y beschreibt dagegen eine Präzession der 
Figurenachse, deren Winkelgeschwindigkeit nach Gl.(7a) zwischen den zwei. 
Werten 

k, — k, cos®, k, — k, cos®, 

MATT Aeind ° TO sin?d, en 

schwankt. Versteht man unter d, den kleineren der beiden Winkel 9, und 9,, 
so lassen sich drei Fälle unterscheiden, je nachdem, ob 


k; = k, cosd, (13) 


ist. Im ersten Fall erfolgt die Präzession wegen ö > 0 beständig in dem gleichen 
Sinne, im zweiten Fall setzt sie in den Augenblicken, in denen die Figurenachse 
infolge der Nutation ihre steilste Lage Ö, erreicht, aus. Im dritten Fall kehrt 
sich ihr Richtungssinn in der Umgebung der steilsten Lagen um. Die den drei 
Fällen entsprechenden Bahnen der Kreiselspitze - desz. B.ım Abstand Eins vom 


21 DBudö6, Mechanik 


322 III.C. Spezielle Probleme aus der Mechanik des starren Körpers 


Stützpunkt befindlichen Punktes der Figurenachse - sind in den Abb. 124a bis 
c dargestellt. Die Bahnen schließen sich im allgemeinen .nicht. 

Außer den erwähnten Typen können auch singuläre Bewegungen auftreten. 
Zu diesen gehört der Fall, in dem das v-Polynom in Gl. (11) eine Doppelwurzel 
aufweist, d.h. d, = %, ist. Die entsprechende Bewegung, bei der also ® und so- 
mit nach Gl.(7) auch die Präzessionsgeschwindigkeit (ferner auch &) kon- 
stant sind, wird als reguläre Präzession bezeichnet. Sie läßt sich durch be- 
stimmte Anfangsbedingungen verwirklichen, man muß nämlich dem Kreisel 
außer der Drehung um die Figurenachse auch einen geeigneten seitlichen An- 
stoß erteilen. 


a b c 


Abb. 124 


4. Statt einer ausführlicheren Diskussion wollen wir einen wichtigen Spezial- 
fall betrachten, in dem man leicht explizite Formeln für 9, y, @ erhalten kann. 
Im Anfangszustand drehe sich der Kreisel nur um seine Figurenachse, und zwar 
mit einer großen Winkelgeschwindigkeit r,. Es sei also der mit dem großen r, 
„aufgezogene‘“ Kreisel ohne seitlichen Stoß etwa in der Lage ®,, Yo, 9, auf- 
gesetzt. Dann lauten die Anfangsbedingungen: 


fürt=0 0=1n, ®=0, ü=0, | aa 
= Po d=db, y=Y. 
Diese Bedingungen führen nach Gl. (4) bis (6) zu 
kı = 2mgs cosd,, ka=Ürg, ky, = Cry cosdy,, (15) 
so daß man für Gl. (9) erhält 
5) — fd) = u. (cosd, — cosd) |1l — Ten nz A nt — (16) 


Wir können jetzt unsere Annahme über r, präzisieren. Es sei 


a 2mgsA 
Degen (17) 
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Nun folgt aus Gl. (4), daß der Faktor (cos®, — cos®) in Gl. (16) — der ja pro- 
portional zu A(8? + sin? rp?) ist — nicht negativ sein kann. Deshalb muß in 
G1. (16) auch der in den eckigen Klammern stehende Ausdruck > 0 sein, was 
wegen (17) nur möglich ist, wenn cosd, — cos® sehr klein ist. Wir können 
also 


d — Oy 4 E (18) 
setzen, wobei e eine kleine positive Größe ist. Wir führen (18) in Gl.(16) ein 
und berücksichtigen dabei Glieder bis zur zweiten Potenz in e. In dieser Nähe- 


rung gilt zunächst 


2 
€ 
cosd = cos(d, + &) = C0sd, — e sind, — — COSB,, 


2 
also 
cosd, — cos® = esind, + z cosd,; (19) 
und ähnlich 
sind = sin(d, + &) = sind, + € cosd, — sind, (20) 


Dadurch geht (16) in die Gleichung 


de\® 2mgssind, ea r3C? mgs cosd, \ , 
7 = 


r eu 


oder -— da man wegen (17) das zweite Glied in dem Koeffizienten von &2 
gegenüber r20?/A? vernachlässigen kann - in 


d C | si 
AS DT nn ea (22) 
di A 1,0” 


über, wobei w und a leicht erkennbare Abkürzungen sind. Das Integral der 


Gl. (22) lautet 
= | ee —. arc cos k 2) (23) 
oo Raze-: w a) 


da die Integrationskonstante wegen der Anfangsbedingung (für t=0 ist 
e=9— 9, = 0) den Wert Null hat. Die Umkehrung der Gl. (23) liefert 


e=9 —-9= all — coswi). (24). 


Dadurch ist 9 als Funktion der Zeit bestimmt. 
Für ö findet man nach Gl. (7a) und (15) 


r,C cost, — cosd 


ward sin?®# : (25) 
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d.h. mit (19) und (20) zusammen bis zur ersten Potenz in e: 


ee nen 
a Tr sind, Mn) 20) 


Ähnlich findet man von Gl. (7b) ausgehend: 


, .n,Cacosd, 
= nn = — (1 -— 

o=n As, ( COS wf) (27) 

Aus Gl. (26) und (27) ergeben sich y und durch einfache Integration. Wenn 

man noch die Werte von a und win die Formeln (24) bis (27) einführt, hat man 

für den betrachteten „schnellen Kreisel‘‘ das Endergebnis: 


Amgs sind, .Crg 
0), (28) 
_ mg (|, A. Cr 
yv=w-t E77 ( Or, sin —" ) ; (29) 
_ __ mgs cosd, u A . Cr 
o=@+ Tot m ( On int). (30) 


Nach Gl. (28), die die als Nutation bezeichnete periodische Schwankung der 
Figurenachse beschreibt, hat die Nutation die Frequenz 


1c 
v= 74 (31) 
und die Amplitude 
Amgs sind, 
= —— > — (32) 


272 
0?r5 


Die Nutationen sind also um so kleiner und zugleich um so schneller, je größer 
die Winkelgeschwindigkeit r, (bzw. der „Eigenschwung“ C'r,) um die Figuren- 
achse ist. 

Nach Gl. (29) bzw. (26) erfolgt die Präzession der Figurenachse mit der Winkel- 


geschwindigkeit 
\ C 
= ng2 k — 00) f (33) 


die also mit der gleichen Frequenz (31) zwischen 0 und dem Maximalwert 
2 mgs/C'r, schwankt. Die mittlere Präzessionsgeschwindigkeit mgs/C'r, ist dem 
Eigenschwung C’r, umgekehrt proportional, in Übereinstimmung mit Gl. (58,10). 

Die Gleichungen (28) und (29) bestimmen zusammen die Bewegung der Figuren- 
achse, also auch die Bahn der „Kreiselspitze‘‘. Diese Bahn ist eine Zykloiden- 
kurve, die — wie man leicht sieht - in den steilsten Lagen (d,) der Figurenachse 
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eine Spitze hat, also dem Fall der Abb. 124b entspricht (die beiden Grenzkreise 
liegen aber nahe beieinander). Da die bei hinreichend großem Eigenschwung 
sehr schnellen und kleinen Nutationen kaum bemerkbar sind und somit die 
Bewegung im Mittel einer langsamen regulären Präzession gleicht, wird diese 
Bewegung des schnellen Kreisels als pseudoreguläre Präzession bezeichnet. 

Die beschriebene Abhängigkeit der Präzessionsgeschwindigkeit sowie der Am- 
plitude und Frequenz der Nutationen von der Umdrehungsgeschwindigkeit r, 
läßt sich leicht beobachten. Da r, infolge der Reibung allmählich abnimmt, 
werden die Schwankungen der Figurenachse immer besser bemerkbar, und 
gleichzeitig erscheint auch die Präzession immer schneller. 

Die G1.(30) beschreibt die Drehung des Kreisels um seine Figurenachse. 
DaB © von der nach Gl. (2) konstanten Komponente r, verschieden ist, erklärt 
sich dadurch, daß d, 2, & nach $ 47,6 schiefwinklige Komponenten des Winkel- 
geschwindigkeitsvektors sind. 


Das Problem der Bewegung des unsymmetrischen schweren Kreisels konnte bisher in seiner 
Allgemeinheit nicht gelöst werden. Einen durch Quadraturen lösbaren Spezialfall bildet der 
sogenannte KowALEWwSKAJASche Kreisel (1888). Das zum Stützpunkt O gehörende Träg- 
heitsellipsoid ist auch hier symmetrisch (A = B), der Schwerpunkt liegt aber nicht auf der 
Figurenachse, sondern in der dazu senkrechten, durch O gehenden Ebene; überdies muß 
A = 2C sein. Weitere Ergebnisse bezüglich spezieller Bewegungsmöglichkeiten. und anderer 
Fragen sind Hess, SHUKOWSKI, STEKLOW, STAUDE, TSCHAPLIGIN u.a. zu verdanken. 


IV. TEIL 


MECHANIK DER DEFORMIERBAREN KÖRPER 


8 61. Allgemeines. Korpuskulartheorie und Kontinuumstheorie 


In Wirklichkeit erleidet beim Einwirken von Kräften jeder Körper eine Form- 
änderung, eine Deformation, die offenbar mit den Bewegungen seiner Teile 
gegeneinander zusammenhängt. Bei vielen mechanischen Problemen kann man 
die Formänderungen außer acht lassen und den Körper als starr ansehen, wo- 
durch das Problem in recht hohem Grade vereinfacht wird. Für zahlreiche Er- 
scheinungen — wie die der Elastizität, die Bewegungen der Flüssigkeiten und 
der Gase — sind aber gerade die Deformationen von charakteristischer Be- 
deutung, und wir müssen nach den Methoden fragen, die zu einer quantitativen 
Beschreibung solcher Vorgänge geeignet sind. 

Bei Kenntnis der allgemeinen Gesetze der Mechanik der Punktsysteme läge 
es am nächsten, auch einen deformierbaren Körper als ein System diskreter 
Massenpunkte aufzufassen und zu versuchen, sein mechanisches Verhalten mit 
den Methoden der Punktmechanik zu behandeln. Indem man die Massenpunkte 
mit den Molekeln bzw. den Atomen identifizierte, bildete eine solche ‚Dis- 
kontinuumstheorie‘ einen Teil der sogenannten Molekular- oder Korpuskular- 
theorie; diese geht von der Annahme aus, daß die Materie aus diskreten Teilchen 
besteht, und ist dementsprechend bestrebt, alle Eigenschaften der Materie auf 
diese Teilchen und ihre Wechselwirkungen zurückzuführen. 

Eine andere "Möglichkeit gründet sich auf die im Fall der gewöhnlicl:en - 
makroskopischen Beobachtungen berechtigt erscheinende Annahme, daß der 
von einem ausgedehnten Körper eingenommene Raum von der Materie stetig 
erfüllt wird, und daß auch die Größen, die die Bewegung der Punkte des Kör- 
pers bestimmen, stetige Funktionen des Ortes sind. Dies ist die Grundvoraus- 
setzung der Kontinuumstheorie — auch. phänomenologische Theorie genannt -, 
die sich durch die Übertragung der Kontinuitätshypothese auf andere Größen 
(z. B. auf die elektrische Ladung) ebenfalls über alle Zweige der Physik erstreckt. 
Sie macht über die Struktur der Materie keine besonderen Hypothesen, sondern 
benutzt zur Charakterisierung der Stoffe gewisse „Materialkonstanten‘“ (z.B. die 
Elastizitätskonstanten), die aus den Messungen zu entnehmen sind. 

Die Grundannahme der Korpuskulartheorie, die atomistische Struktur der 
Materie, ist heute.eine schon experimentell bewiesene Tatsache. Dabei gewährt 
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diese Theorie auch in den Mechanismus der Erscheinungen einen Einblick und 
ist daher für das Verständnis befriedigender als die Kontinuumstheorie, führte 
jedoch wegen der notwendigen weiteren und nicht immer genügend gesicherten 
Annahmen (z.B. über die Molekularkräfte) schon in mehreren Fällen zu un- 
richtigen Resultaten. Obgleich die Fehler infolge der neueren bedeutsamen Er- 
kenntnisse über die Struktur der Materie im wesentlichen beseitigt werden 
konnten und obgleich das Ideal grundsätzlich die Korpuskulartheorie bleibt, 
ist die Kontinuumstheorie dennoch unentbehrlich. Erstens ist sie einfacher: 
bei Problemen makroskopischer oder technischer Natur - z.B. bei der Biegung 
eines Balkens - wäre es offenbar nicht zweckmäßig, unmittelbar von den 
Molekeln, Atomen oder gar von den Elementarteilchen auszugehen, auch ab- 
gesehen davon, daß diese Teilchen — wie wir schon wissen — nicht den Gesetzen 
der klassischen Mechanik geborchen. Man muß ferner. die Kontinuumstheorie 
schon aus dem Grunde kennenlernen, weil man meist selbst in der Korpuskular- 
theorie wegen der ungeheuer großen Zahl von Teilchen durch eine Mittelwerts- 
bildung zur Berechnung der aufeinander ausgeübten Wirkung von kleinen, 
aber noch viele Teilchen enthaltenden Bereichen übergeht, um weiterhin die 
bequemen und gut ausgearbeiteten mathematischen Methoden der Konti- 
nuumstheorie anwenden zu können. Wenn man also die ‚„Volumelemente‘‘ der 
Kontinuumstheorie in dem jetzt erwähnten Sinne auffaßt (d. h. als Bereiche, 
die makroskopisch sehr klein sind, aber noch viele Teilchen enthalten), so läßt 
sich damit gewissermaßen eine Brücke zwischen den Anschauungsweisen beider 
Theorien schlagen. 

Während z.B. die Untersuchung der ungeordneten Temperaturbewegung der 
Molekeln sehr wohl den Gegenstand der Korpuskulartheorie bilden kann, hat 
man in der Kontinuumstheorie nur mit geordneten Bewegungen zu tun, da 
hier wegen der vorausgesetzten Stetigkeit die Bewegungen benachbarter Punkte 
bzw. Volumelemente voneinander nur wenig verschieden sein können. Wie 
man auch an diesem Beispiel erkennt, ist das in diesem Sinne aufgefaßte Konti- 
nuum - wie auch der Massenpunkt und der starre Körper - ein Modell, das sich 
aber für die meisten der betreffenden Bewegungsvorgänge makroskopischer 
Natur als überaus nützlich erwiesen hat. 

Die Rolle der beiden Theorien läßt sich auch folgendermaßen kennzeichnen: 
Aufgabe der Kontinuumstheorie ist es, die Gesetze der Erscheinungen durch 
unmittelbar meßbare Größen und gewisse Erfahrungskonstanten auszudrücken, 
der Korpuskulartheorie aber fällt u.a. die Aufgabe zu, eine nähere Aufklärung 
über diese Materialkonstanten zu erteilen und sie auf Größen molekularer Be- 
deutung und auf universelle Konstanten zurückzuführen. 

Im folgenden beschäftigen wir uns mit der Mechanik der deformierbaren 
Körper auf Grund der Kontinuumstheorie, mit der „Mechanik der Kontinua‘“. 
Zuerst werden wir die Grundbegriffe und die allgemeinen, für jedes Kontinuum 
gültigen Sätze kennenlernen, aus denen sich dann durch Spezialisierung und 
nähere Annahmen die auf feste Körper, ferner auf Flüssigkeiten und Gase be- 
zogenen wichtigsten Gesetze ergeben werden. 
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1. Die Bewegung eines deformierbaren Körpers ist kinematisch vollständig 
beschrieben, wenn die Lage eines jeden seiner Punkte, also der Ortsvektor r 
oder die Koordinaten x, y, 2 jedes materiellen Punktes!) in einem raumfesten 
Bezugssystem als Funktionen der Zeit gegeben sind. Während aber ein be- 
stimmter Massenpunkt eines diskontinuierlichen Punktsystems sich durch einen 
Index ? charakterisieren bzw. von den übrigen Massenpunkten unterscheiden 
läßt, können jetzt zum gleichen Zweck der Ortsvektor tr, oder die Koordinaten 
a,b,c des betreffenden Körperpunktes dienen, die seine Lage in einem be- 
stimmten Zustand des Körpers, etwa im Zustand zur Zeit = 0, angeben und 
die sozusagen seinen Namen bilden. Da man durch die Veränderung der Grö- 
Beh r, bzw. a, b, cin dem von dem Körper zur Zeit Null eingenommenen Raum- 
bereich alle Punkte des Körpers erfassen kann, ist die Bewegung des ganzen 
Körpers durch die Angabe der Funktion 


tr= td [e=rlab,ch),, Yym-, 2=+-] (1) 


vollkommen bestimmt. Ebensogut läßt sich die Bewegung auch durch den 
Verschiebungsvektor 


3=r— u Kerr a, 1=y—b, C=2—c] (2) 
darstellen: 
5 = 5(1, |) [E = Ele, b, C, t); ="; = +]. (3) 


Entsprechend der erwähnten Grundannahme, nach der die Materie den vom 
Körper eingenommenen Raum stetig erfülle, setzen wir von den vorkommenden 
Funktionen nur voraus, daß sie stetige, eindeutige und — mit Rücksicht auf 
das folgende - differenzierbare Funktionen ihrer Argumente sind; sie können 
sonst beliebig sein, da sie auch die allgemeinste Bewegung des Körpers be- 
schreiben sollen. Da die an Stelle der Gleichungen tr, = 1;{t) = 1, 2,...) eines 
diskontinuierlichen Punktsystems tretende Gleichung tr = t(a, b, c, t) einer drei- 
fach unendlichen Schar solcher Gleichungen entspricht, wird ein deformier- 
barer Körper oft auch als ‚System mit unendlich vielen Freiheitsgraden‘“ be- 
zeichnet. 

Wir betrachten zunächst statt der Bewegung des Körpers nur eine Lage- 
änderung desselben zwischen zwei bestimmten Zuständen; dem entspricht, daß 
wir die jetzt konstante Zeit ti aus den Gleichungen fortlassen können. Im Zu- 
stand 1 befinde sich ein Punkt des Körpers im Raumpunkt O (0, 0, 0), im An- 


1) Die Punkte des Körpers werden wir zur Unterscheidung von Raumpunkten auch 
materielle Punkte oder Massenpunkte nennen. Diese als ausdehnungslos gedachten Punkte 
können natürlich - im Gegensatz zu den Massenelementen dm oder Volumelementen dV - 
weder eine Drehung noch eine Deformation erfahren. 
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fangspunkt eines raumfesten rechtshändigen Koordinatensystems, ein anderer 
Massenpunkt mit dem Ortsvektor r im Punkt Piz, y, 2). Im Zustand 2 seien 
die nämlichen Massenpunkte in O’(&,, N: 0) bzw. in P’(x’, y’, 2’), sie haben 


—S 
also ‚die Verschiebung 00’ — &, mit den Komponenten &: No: 6, bzw. PP'=3 
=-t’— r mit den Komponenten &= x’ — x,... erfahren, siehe Abb. 125 
[t und r’ entsprechen jetzt tr, und rin den Gleichungen (1)-(3)]. Nach dem Obi- 
gen sind &,n,Z£ Funktionen von x, y, 2 


= y9), n=n® 42), I=llmy2). (4) 


Diese Gleichungen können bei geeigneter spezieller Wahl der Funktionen eine 
Translation (£,n,& = const), eine Rotation und auch beide zusammen, also die 
allgemeinste Verschiebung eines starren Körpers, beschreiben. Im Falle beliebi- 


07(8,.n,8,) P(x/yz) 
& (End) 
P(x,y.z) 
0(000)* A“ 
Abb. 125 


ger Funktionen aber können wegen der unterschiedlichen Verschiebungen der 
verschiedenen Punkte äußerst verwickelte Deformationen auftreten; einfachere 
allgemeine Gesetzmäßigkeiten lassen sich daher von vornherein nur für kleine 
Bereiche (Volumelemente) erwarten, innerhalb deren die Verschiebungen der 
Punkte wegen der geforderten Stetigkeitseigenschaften der Funktionen (4) 
nicht sehr voneinander verschieden sind. | 


2. Lineare Deformationen. Beschränkt man sich auf einen hinreichend kleinen 
Bereich um den Punkt O -d.h. sind x, y, 2 klein —, so kann man in der TAYLoR- 
schen Reihe der Funktionen £, n, { die quadratischen und höheren Glieder fort- 
lassen. Es gilt somit für die Verschiebungskomponenten eines jeden im Bereich 
liegenden Punktes P: 28 Ey: 2 


= + San, er 


d2° 
= ie Pr on, _ 
N tt te (5) 
ö 
=u+ etz + 2 


2 
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wobei die 0% ‚..., die Werte der Ableitungen im Punkt 0, Konstanten sind. 


0x 
Wegen der Linearität der Gleichungen wird die durch sie beschriebene Lagen- 
änderung eine lineare Deformatien genannt. (Die ‚„‚Deformation“ ist hier in 
einem weiteren Sinne zu verstehen, der als Sonderfälle auch die Translation 


und Rotation enthält.) Sie ist mit Rücksicht uf ! = x +£,... äquivalent mit 
der linearen Koordinatentransformation 
08 08 dE 
Ze — —— — Pe ... 4 — 0. 


d.h. mit einer „affinen Raumtransiormation“, bei der Ebenen, Geraden, die 
Ordnungszahl einer beliebigen Fläche und die Parallelität erhalten bleiben, 
aber Winkel und Volumina sich ändern können. 


3. Lineare infinitesimale Dejormationen. Die linearen Deformationen wollen 
wir genauer nur in dem sehr wichtigen Spezialfall analysieren, in dem die neun 
Koeffizienten =, ee n von Gl. (5), d.h. die räumlichen Ableitungen der Ver- 
schiebungen — nicht notwendig die Verschiebungen selbst — sehr klein gegen Eins 
sind, so daß ihre Quadrate und Produkte vernachlässigt werden können. 

Die genannten neun Größen, die durch die Gl. (5) dem Ortsvektor r homogen 
linear den Verschiebungsvektor 3 — 3, zuordnen, bilden die Komponenten 
eines Tensorst), des Verschiebungstensors. Diesen zerlegen wir in einen anti- 
symmetrischen und einen symmetrischen Bestandteil, da dadurch die Gleichun- 
gen (5) eine einfache kinematische Deutung zulassen. Wir führen die folrenden 
Bezeichnungen ein: 


u 
= — 1069 (7b) 
ferner 
1 a 
ee TER REN 
0) 2\0y 0x 
_ In BES 
au ydy’ &yz = &y = (+ > (8) 
RE, tr 
By MT nd: dr)‘ 


1) Näheres über Tensoren siehe im Anhang, $ 97. 
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Die Gleichungen (5) lassen sich dann schreiben als 


E = & Tr (9,2 — 9,4) Eu (E&,2% + EryY T 2) (9) 
usw. durch zyklische Vertauschung. Ihre vektorielle Zusammenfassung 
Ss =, +3, +% (10) 


zeigt, daß die Lagenänderung des betrachteten kleinen Bereiches aus drei 
Teilen besteht. 3, stellt offenbar eine für alle Punkte P des Bereiches gleiche 
Translation dar. Der Anteil 4 | 

3, = [pr] 11) 
bedeutet, wie wir aus der Kinematik des starren Körpers wissen [der infinitesi- 


male Vektor M wurde in Gl.(46, 2) mit do bezeichnet], eine infinitesimale 
Rotation des Bereiches als Ganzen, wobei der Drehwinkel und die Drehachse 


> | 
durch den Vektor o in (7) bestimmt sind. Da bei diesen beiden Teilverschie- 
bungen die gegenseitige Lage der Punkte unseres Bereiches (in der angewende- 
ten ersten Näherung) ungeändert bleibt, muß die eigentliche oder reine De- 
formation im dritten Anteil, d.h. in den Gleichungen 


7 = 8,5% + EryY + £&422; 
Na > Ey: = EyyY als Ey2?5 (12) 


Ca = &,%+ &yY tt &22 
enthalten sein. 

Die hier stehenden, durch Gl. (8) definierten ‚‚Deformationsgrößen“ &,2, ---» &z 
bilden die Komponenten eines symmetrischen Tensors, des Deformations- oder 
Dehnungstensors (auch Verzerrungs- oder Dilatationstensor genannt). Die zu 
seiner geometrischen Veranschaulichung dienende Dehnungsfläche hat (ähnlich 
wie das Trägheitsellipsoid in $ 51,4) die Gleichung 


f(®, Y: 2) = &,5” + &yyY? T &;2? ar 2E,y%Y T 28,2Y2 Zu 28,52% = const, 
(13) 
die im allgemeinen ein Ellipsoid oder Hyperboloid um den Punkt O darstellt. 
Mit Hilfe dieser Gleichung läßt sich die lineare Vektorfunktion (12) auch 
schreiben als 


1 
G=5 7, Nla= 2 9,’ Gy (14) 
Diese Gleichungen bedeuten geometrisch, daß 3, die Richtung der Normalen der 
Dehnungsfläche im Endpunkt von ı hat. (Pormsotsche Konstruktion, vgl. $ 52, 
ed —> 
Abb. 98, wobei O P und X durch r und 3, zu ersetzen sind.) 


Im Hauptachsensystem OX%Y2 der Dehnungsfläche (13) lautet ihre Gleichung 


f(&; Y, z) 7 &8° Zu &Y° m &2° = const. (15) 
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Die „Hauptdilatationen‘“ &,, &, E&; sind — entsprechend wie bei jedem symme- 
trischen Tensor, vgl. $ 97 - die stets reellen Wurzeln der Säkulargleichung 


77 2 Ery Epz 
Fi)Z= | &: ey — A Eye —=0. (16) 
Er Ey &z — 4 


Sind sie alle positiv („Hauptdehnungen‘‘) oder alle negativ („Hauptzusammen- 
ziehungen“), so ist die Dehnungsfläche ein Ellipsoid; sind von ihnen eine oder 
zwei negativ-und die Konstante in Gl. (15) positiv —, so ist die Fläche ein ein- 
bzw. zweischaliges Hyperboloid. 

Für die auf die Hauptachsen bezogenen Komponenten £,, 7.; 5, von 3, gilt 
nach Gl. (14) 


a. 1 E _ 2 a 
Eu SE 2 FY: = &%, Na &5Y: & = E32. (17) 


Ein beliebiger Punkt P(&, y, 2) des betrachteten Bereiches wird demnach 
durch die Teilverschiebung 3, in einen Punkt P’ übergeführt, dessen Haupt- 


achsenkoordinaten (wegen ”"=r+3,dh. "=7+ E g usw.) 
!=-(l+0)5 F=-(1+9)%, ?=(l+)2 (18) 


sind. Diese Gleichungen bedeuten offenbar je eine Dehnung oder Zusammen- 
ziehung nach drei zueinander senkrechten Richtungen. Es geht z.B. die Kugel 
2? +9? + 2° = R?in das Ellipsoid 


u y“ = R 19 
Ar at tar en 
über. 

Die oben gewonnenen Resultate bedeuten den fundamentalen HELMHOLTZ- 
schen Satz (1858): Jede infinitesimale Deformation eines hinreichend kleinen 
Volumens des deformierbaren Körpers läßt sich zusammensetzen aus einer Trans- 
lation, einer Rotation und je einer Dehnung oder Zusammenziehung nach drei 
zueinander senkrechten Richtungen (den Hauptachsenrichtungen der Dehnungs- 
fläche); dabei braucht — wie schon erwähnt — der Translationsanteil 3, nicht 
infinitesimal zu sein. 

Den Gleichungen (18) entsprechen im ursprünglichen Koordinatensystem 
[wegen & = x + £&,,... und Gl. (12)] folgende Beziehungen: 


"= (1 &)C + EryY + 8225 
y’ — Eyz% Es (1 + Eyy) Y r Eyz?» (20) 
. = Eat rt &yYrt (1 -4- &,)2- 


Auf Grund dieser „infinitesimalen Koordinatentransformation“ läßt sich die 
Fläche oder Kurve, in die eine gegebene Fläche (x, y, 2) = const oder eine 
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Kurve nach der reinen Deformation übergeht, leicht bestimmen. Man braucht 
dazu die inverse Transformation, für die sich wegen &,, <&1 leicht ergibt: 


x=(1— e,,) Are Ey —z 8:2: a 2 (21) 


Zur Veranschaulichung der ‚Abbildung‘ (20), in der die Koeffizientenl + e,,» 
E,y>:  - wieder die Komponenten eines symmetrischen Tensors sind, kann die zu- 
gehörige Tensorfläche 


2,4, )=l+e,)® +1 +8,)y” + +2 8,,22 = const (22) 


dienen. Dieses ‚Deformationsellipsoid‘“!) hat dieselben Hauptachsenrichtungen wie 
die Dehnungsfläche; denn die Koordinatentransformation <—X7,, ... (eine Deh- 
nung), die die letztere Fläche (13) in die Hauptachsenform überführt, bringt 
auch die Flächengleichung (22) in die Hauptachsenform 


1l1+:.)?+1+, )®+(l-+ 8e)2 = const. (23) 


Wegen &,<&1 ist diese Fläche - im Gegensatz zur Dehnungsfläche (13) oder 
(15) — stets ein Ellipsoid. Nach der Pomsorschen Konstruktion gibt die 
Richtung der Normalen des Deformationsellipsoids im Endpunkt der Strecke 


—> — 
OP=r die Richtung der entsprechenden Strecke OP’ = r’ nach der reinen De- 
formation an, während man durch die ähnliche Konstruktion bei der Dehnungs- 
fläche die Richtung von 3, = r’ — reerhält. In der Richtung der Hauptachsen 
des Deformationsellipsoids haben r’ und r -folglich auch 3, -, in derjenigen 
der Dehnungsfläche 3, und r - folglich auch r’ — die gleiche Richtung. Man er- 
kennt also wieder, daß die beiden Flächen dieselben Hauptachsenrichtungen 
haben. 


4. Die Bedeutung der Komponenten des Dehnungstensors. Aus dem soeben 
Gesagten folgt, daß nur in Richtung der Hauptachsen der Dehnungsfläche (oder 
des Deformationsellipsoids) gelegene Strecken eine reine Dehnung ohne Ver- 
drehung erleiden; die Hauptdilatationen bedeuten die relativen Längenänderungen 
dieser Strecken, denn nach Gl. (18) gilt 


© —i: Y-—-yü 2 —2. 
————, & = = s &g = = 
& Y ; 


& = (24) 


Um die Bedeutung der Komponenten e&,,, &;y;- .- festzustellen, betrachten 
wir die Strecken der Länge Eins, die im undeformierten Zustand des Körpers 
mit den Einheitsvektoren i, |, { des Oxyz-Systems zusammenfallen; die ent-. 
sprechenden Strecken im deformierten Zustand bezeichnen wir mit r;, T;, tk. 
Da der Endpunkt von i die Koordinaten 1, 0, O0 besitzt, hat r; nach Gl. (20) die 
Komponenten !=1+ 8, Y= &» 7 = &,. Es gilt also (wir schreiben 


1) Die Benennung ist nicht einheitlich. Viele verstehen unter dem Deformationsellipsoid 
statt (22) die Fläche, in die eine kleine Kugel nach der reinen Deformation übergeht; ihre 
Gleichung ist im Hauptachsensystem durch (19) gegeben. 


$ 62. Kinematische Sätze. Der Dehnungstensor. Das Strömungsfeld 335 
gleich auch die zwei analogen Gleichungen hin): 
v=l+ Di 4 Salt ah 
VE Zr u a Er Een En 2 (25) 
Site it tl rt dt. 


Wir berechnen zuerst die relative Längenäönderung der Einheitsstrecke i. Wegen 
der Annahme &,., --- <1 werden die Quadrate und Produkte der & stets fort- 
gelassen, die betreffenden Gleichungen 
sind also in erster Näherung zu verstehen. / En 
Man erhält so aus der ersten Gleichung J 

von (25): 


v!—-Jil _ Ya? -1 


1i] 1 


= vl +2&,,. —1> &r 


(26) 


Analoges gilt für e,, und e,,, also: Die 
Diagonalkomponenten £,2, Eyy.; &zz Dedeu- 
ten der Reihe nach die relativen Längen- 
änderungen der in die Richtung der Abb. 126 
x, y, 2- Achsen fallenden Strecken. 

Diese Strecken erfahren aber durch die Deformation auch eine Verdrehung 
(sofern sie nicht in Richtung der Hauptachsen fallen), so daß z.B. rt; und ;; 


einen von 5 ein wenig abweichenden Winkel, etwa > — Y;; bilden (Abb. 126). 


Für diesen Winkel gilt nach der Definition des skalaren Produktes 


1, | Go 
cos | — — = siny,, = ——77-7.» (27 
2 2 4 alle] 


Auf Grund von Gl. (25) erhält man in erster Näherung für den Zähler: e,, + &yz 
= 2€,,, und für den Nenner:1 + &,, + &,,. Esistalso siny,, = 9, = 2 &y: 
.h. | 


1 
&y 7 Gy Yy> (28) 


&,, !st die Hälfte der Winkeländerung, die zwei in die Richtung der x- und der y- 
Achse fallende Strecken bei der reinen Deformation erleiden; enisprechendes gilt 
für &,., und &,,- 

Auf Grund ihrer Bedeutung werden e&,,, &,, &,; Dehnungen, &, 5» Eyzı &z 
Gleitungen, Scherungen oder auch Schiebungen genannt. 
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5. Volumendilatation nennt man die relative Volumenänderung, die ein kleines 
Volumen AV infolge der Deformation erleidet: 


AV’ — AV 
9=- ——: (29) 


Wählen wir z.B. ein in unserem kleinen Bereich liegendes Parallelepiped mit 


den den Hauptachsen parallelen Kanten a, b, c, so ist AV = abc, und nach 


@a.(18): AV’ =abel +Ee) ll +s)1l +5) =abe(l+.+8%+ 8), d.h. 
= +&+ &- (30) 


Bei dem oben betrachteten, von den Einheitsvektoren i, j, f gebildeten Wür- 
fel ist: AV = 1, AV’ = vu [üre]. Dieses Produkt ist bekanntlich - nach 
G1. (95,29) — gleich der Determinante des Gleichungssystems (25), und man 
erhält leicht in erster Näherung: AV’’=1-+ &2 + &y + &z; d.h. mit Gl. (29) 


= 8,5; + &u tt &: (31) 
oder näch (8) 
_dE m BE _ ws 


Die aus (30) und (31) folgende Gleichung &,, + gy + &: = a4 t&+%& 
weist auf eine (in $ 97,5 bewiesene) allgemeine Eigenschaft eines symmetrischen 
Tensors hin: Die Summe der Diagonalelemente - die sogenannte Spur - ist eine 
Invariante des Tensors, d.h. ist von der Wahl des Koordinatensystems unab- 
hängig. Gl. (32) enthält das wichtige Resultat: Die Volumend;latation - eine von 
der Wahl des Koordinatensystems unabhängige Größe — ist gleich der Divergenz 
des Verschiebungsvektors. 


6. Das Verschiebungsfeld. Unsere bisherigen Betrachtungen bezogen sich 
von Gl.(5) an auf einen hinreichend kleinen Bereich um den Raumpunkt O, 
dessen Koordinaten der Einfachheit halber als (0, 0, 0) gewählt und dement- 
sprechend die Koordinaten der Punkte des Bereiches mit (x, y, 2) bezeichnet 
wurden. Indem wir den kleinen Bereich durch ein Volumelement dV um O und 
folglich die obigen sehr kleinen Größen x, y, 2 durch dx, dy, dz ersetzen, kön- 
nen wir von nun an unter x, y, 2 die Koordinaten eines beliebigen Punktes P des 
ganzen Körpers verstehen. Für ein Volumelement am Ort (x, y, 2) gelten öffen- 
bar die gewonnenen Resultate mit dem Unterschied, daß die betreffenden 
Verschiebungen und ihre Ableitungen am Ort (x, 4, 2) statt (0, 0, 0) zu nehmen 
sind. In diesem Sinne lautet also z.B. die erste Gl. (5) ausführlich: 


Ele +dr,y+dy,2z+d)=&(l,y2)+ (3) dx + 
"/2VYU%s 


OE 0E 
u 5). T RE =) 
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Wir können nach dem ÖObigen unsere Resultate bezüglich einer Lagen- 
änderung des ganzen Körpers wie folgt zusammenfassen. Im Zustand 1 des 
Körpers befinde sich ein bestimmtes Volumelement dV desselben am Ort t 

— (x, y, 2), im Zustand 2 sei das aus den nämlichen Massenteilchen bestehende 
Volumelement am Ort v’ = (x, y’, 2’). Die Lagenänderung des Körpers wird, 
indem wir jedem Raumpunkt r den Verschiebungsvektor 3 — r’ — r zuordnen, 
durch ein (jetzt zeitlich konstantes) Vektorfeld, durch das Verschiebungsfeld 
3 = 3(r) mit den Komponenten & = £(z, y, 2),..., wiedergegeben. 3(r) selbst 
beschreibt die Translation der Volumelemente als Funktion des Ortes. Die räum- 
lichen Ableitungen von &(t) beschreiben — sofern sie sehr klein sind — die Drehung 
und Deformation der Volumelemente als Funktion des Ortes; insbesondere gibt die 
Rotation bzw. die Divergenz des Verschiebungsfeldes nach 


dv’ — av 


> 
_— 2 1 — gef 
rot 3 9, div3=0© IV 


(34a-b) 


die doppelte infinitesimale Drehung bzw. die relative Volumenänderung von dV an, 


und es bedeutet z.B. Zu am „(t) die relative Dehnung einer ‚‚x-Faser“ 
von dV usw. 

Indem wir nun zur Bewegung des Körpers, d.h. zu einem zeitlich veränder- 
lichen Verschiebungsfeld übergehen, ist es zweckmäßig, wieder die in Gl. (1)-(3) 
benutzten Bezeichnungen tr, und r (statt r und r’) aufzunehmen. Wir haben 
in Gl. (3) den Verschiebungsvektor 3 bzw. seine Komponenten £, n, £ als Funk- 
tionen der die individuellen materiellen Punkte charakterisierenden Anfangs- 
koordinaten a, b, c (Komponenten von r,) und der Zeit aufgefaßt, es kann aber 3 
und auch jede andere Größe f(a, b, c, t) wegen der Beziehungen 


z=a+Efla,b,ch),, y=b+nlabcth, z=c-+l(a,d,c,t) (35) 


auch als Funktion der augenblicklichen Koordinaten x, y, z (Komponenten von rt) 
und der Zeit betrachtet werden. Nun sieht man leicht folgendes ein: Sind die 
Verschiebungen und ihre ersten räumlichen Ableitungen dauernd sehr klein, so 
können in allen bisherigen Resultaten die Anfangskoordinaten a,b, c mit den 
augenblicklichen Koordinaten x, y, 2 vertauscht werden. Wenn nämlich f(x, y, 2, t) 
eine nebst ihren ersten räumlichen Ableitungen sehr kleine, sonst beliebige 
Größe ist (wie es z.B. &, n, £ sind), dann hat man einerseits 


I y 2») =fa+t%,...,t)=flab,c,t) ++. = fa b,00, (36) 


da die Glieder ai €E,...schon von zweiter Ordnung klein sind. Andererseits gilt 


auch, mit Rücksicht auf Gl. (35), 
of of dx ar of dy 07 02 Ai 5.) of On  OfaL Öf 


öyda ' O2da 9x’ 
(37) 


da Bzda  9yda ' deda Hal "da 


22 DBudö, Mechanik 
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d.h.,daß amit x auch in dieser Hinsicht vertauscht werden darf. In dem voraus- 
gesetzten Fall ist es also gleichgültig, welche der Formen 


5 —=ÖSla,b,ch), 5=Öf(z, y, 2, t) (38a-b) 


angewendet wird; die dritte Möglichkeit — die in der Literatur ebenfalls oft 
vorkommt - ist die, daß in der Form (38b) x, y, z in der Bedeutung von a, b, c 
gebraucht werden. 


7. Das Geschwindigkeitsfeld (Strömungsfeld). Wir denken uns, daß die vuu 
Gl.(4) an behandelte Lageänderung zwischen zwei benachbarten Zuständen 
des Körpers und während einer sehr kleinen Zeit, von i bist + r, vor sich geht. 
Dividiert man die diese Lageänderung kennzeichnende und (nebst ihren ersten 
räumlichen Ableitungen) sehr kleine Verschiebung 3(r) durch Tr, so ordnet man 
damit jedem Raumpunkt ı zur Zeit t die Geschwindigkeit desjenigen materiellen 
Punktes zu, der gerade den Raumpunkt ı passiert. Das so definierte Vektorfeld 
ist das G@eschwindigkeitsfeld oder Strömungsfeld: 


v=d(hrt! (=, y3,D), vv y23D), w=wls, y,2,1)]. (39) 


Auf Grund der obigen Definition 3 = vr kann man die’ Verschiebungs- 
komponenteninderForm& =ur,n= vr,£ = wrindie Ausgangsgleichungen (5) 
einsetzen und dann durch 7 dividieren. Es leuchtet so unmittelbar ein, daß alle 
für das Verschiebungsfeld erhaltenen Resultate ohne weiteres auf das Strömungs- 
feld übertragen werden können; wir fassen die wichtigsten von ihnen kurz zu- 
sammen. Der Vektor dp = p({t, £) selbst bedeutet die Translationsgeschwindig- 
keit des am Ort r befindlichen Volumelements dV zur Zeit i. Die räumlichen 


Ableitungen = IERER 2 von d bilden einen Tensor, dessen antisymmetrischer 
Anteil, d.h. der axiale Vektor 

5 1 1/döw MW 

= zrotb | 5-5) 0y=", =, (40) 


die Winkel- oder Drehgeschwindigkeit von dV wiedergibt und oft als Wirbel- 
vektor bezeichnet wird. Der symmetrische Tensor mit den Komponenten 


[vgl. Gl. (8)] 


du 1 (du &% 
ea ar ee ltge) (41) 
kennzeichnet die Deformationsgeschwindigkeit von dV:: Die Größen E,,; Ey: -- 


geben die Geschwindigkeiten der schon besprochenen Dehnungen und Gleitun- 
gen, die Hauptwerte &,, &,, &; des Tensors diejenige der Dehnung in drei zu- 
einander senkrechten Richtungen, schließlich stellt 


: ou . 0 . dw 
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die Dilatationsgeschwindigkeit dar. Alle diese Größen werden als Funktionen der 
vier unabhängigen Veränderlichen x, y, 2, t angesehen. 


8. Die Beschleunigung. Über die substantielle und die lokale Betrachtung. Die 
Geschwindigkeit eines bestimmten, durch seinen Anfangsvektor ı, (Anfangs- 
koordinaten a, b, c) charakterisierten materiellen Punktes zur Zeit t erhält man 
nach Gl. (1)-(3) dadurch, daß man r = r(t,, t) oder $ = $(r,, £) nach der Zeit 
bei festgehaltenem r, differenziert: 


dr(t,t ds(t,,t 
NPE E  r Ze (s 


Entsprechend wird die Beschleunigung des Massenpunktes 


du.) der daß 
at le 2 


Fragt man dagegen nach der zeitlichen Änderung der Geschwindigkeit an 
einem bestimmten festen Raumpunkt r zur Zeit t, so hat man nach Gl. (39) den 
Feldvektor v(r, £) nach der Zeit bei festgehaltenem r (bzw. x, y, z) zu differen- 
zieren, was durch die von (44) verschiedene Schreibweise 


Ov(t, t) 


avi) = FT 


(45) 
angedeutet wird. Die durch Gl.(44) definierte Größe heißt totale oder sub- 
stantielle, die durch Gl. (45) definierte dagegen lokale Beschleunigung. 

Um nun die Beschleunigung jenes materiellen Punktes zu erhalten, der sich 
zur Zeit t am Ort r befindet [und dessen „Name“ r, aus der Auflösung von 
r=t(t,t) nach r, zu bestimmen wäre], muß man offenbar r = r(r, f) in 
bp = bir, f) einführen und die so entstehende implis!te. Funktion dv 
= blr(t, d, }Jbzw.v = p[x(a, b, c,t),...,$] nach der Zeit bei festgehaltenen 
a, b, c differenzieren. Nach den Regeln der impliziten Differentiation wird 


dv 0u On dx Ondy Opdz Op Od Oo Od, 
ar da aa are 


in Komponenten erhalten wir 


du 9u „gu u u _ du 


Ti u57 + 1 — dy + w — FT} +bgradv, usw. (46b) 


Die drei letzten, sogenannten konvektiven Glieder in Gl. (46a) lassen sich mit 


Hilfe dessymbolischen Vektors V - „‚Nabla“, mit den Komponenten 2 3, 2- 
2 


in der Form (p V) p zusammenfassen [skalares Produkt von v und V, a 
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auf d; man schreibt dafür oft auch (v grad) v]. Es ist also 


dv Op 
die substantielle Beschleunigung setzt sich aus der lokalen Beschleunigung und der 
„Konvektionsbeschleunigung“ (vV) vd zusammen. Der letzte Anteil ist die Folge 
davon, daß der betrachtete Massenpunkt aus seiner momentanen Lage rin der 
Zeit dt an eine andere Stelle rückt, wo eine andere Geschwindigkeit herrscht. 

In dem wichtigen Spezialfall, wenn die Verschiebungen und ihre ersten räum- 
lichen Ableitungen dauernd sehr klein sind (wie gewöhnlich bei elastischen 
Schwingungen, aber natürlich nicht bei Flüssigkeitsströmungen), kann die 
substantielle Beschleunigung mit der lokalen gleichgesetzt werden: 


db Op des 028 
ru Te er Tue - 


Dies erkennt man am einfachsten, indem man die im obigen Fall nach Gl. (36) 
oder (38b) bis auf kleine Größen höherer Ordnung gültige Beziehung 3 (a, b, c, t) 
= 8(x, y,2,t) - in der jetzt x, y, 2 als unabhängige Variable zu betrachten. 
sind — nach der Zeit zweimal differenziert. 

Nach der Herleitung von Gl. (47) gilt eine entsprechende Beziehung offenbar 
für irgendeine skalare oder vektorielle Größe A, die sowohl als Funktion eines 
materiellen Punktes (t,) und der Zeit allein wie auch als Funktion des Ortes (r) 
und der Zeit allein aufgefaßt werden kann: 


da 9A 
na +emA (49) 


Allgemein wird die Betrachtungsweise, bei der man die zeitliche Änderung 
irgendeiner Eigenschaft eines bestimmten Massenteilchens (mit Hilfe von N) 
verfolgt, als substantielle, diejenige dagegen, bei der man die zeitliche Änderung 
einer Größe an einem bestimmten Ort (mit Hilfe von 5.) beschreibt, als lokale 


Betrachtung bezeichnet. 
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1. Die Kräfte, die auf einen deformierbaren Körper wirken und die stets mit 
den Deformationen zusammen auftreten, pflegt man im allgemeinen in zwei 
Gruppen zu teilen. Wir legen dieser Einteilung ein Volumelement dV des Kör- 
pers zugrunde, das die Masse dm = odV habe; die hierdurch definierte 
Dichte o setzen wir stets als endliche und stetige (genauer: stückweise stetige) 
Funktion des Ortes voraus. 
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Es gibt Kräfte, die, wie die Schwerkraft, auf alle Massenteile des Volum- 
elements (auf alle in ihm befindlichen Moleküle) wirken. Diese sogenannten 
Massenkräfte oder Volumkräfte können daher dem Massen- oder Volumelement 
proportional gesetzt werden: wir bezeichnen die auf dV wirkende Massenkraft 
mit 

%5dV, ihre Komponenten mit XdV, YdV,ZaV; (1) 


hier bedeuten also 75 bzw. X, Y, Z die „Kraft pro Volumeinheit‘“‘ (Kraftdichte) bzw. 
ihre Komponenten. Die Dimension dieser Größen, die wir ebenfalls als endliche 
und stetige Funktionen des Ortes ansehen, ist Kraft/Volumen.!) 

Es gibt aber auch Kräfte, die nur auf die Begrenzungsfläche des Volum- 
elements dV wirken; sie rühren von den Nachbarelementen her (bzw. von den- 
jenigen ihrer Moleküle, die in unmittelbarer Umgebung der Begrenzungs- 
fläche von dV liegen). Diese sogenannten Flächenkräfte - nach gewöhnlichem 
Wortgebrauch die ‚„Spannungen“ oder „Drücke“ — sind dem betreffenden 
Flächenelement proportional. Ist dfein Flächenelement, das das betrachtete dV 
von einem anderen dV’ trennt, und ist sein von dV nach außen weisender 
Normaleneinheitsvektor (Flächennormale) n, so bezeichnen wir die auf das 
Flächenelement wirkende Flächenkraft mit 


Pdf, die Komponenten mit P,,df Pryäh; Predf; (2) 


hier bedeuten also B,, bzw. P,„.,- die „Kraft pro Flächeneinheit“ bzw. ihre Kom- 
ponenten. Man nennt den Vektor ®, Spannungsvektor, die Komponenten wer- 
den Spannungen genannt. Diese Größen von der Dimension Kraft/Fläche wer- 
den als endliche und differenzierbare Funktionen des Ortes betrachtet, die im 
allgemeinen noch von der Richtung der Normalen von df abhängen. (Darauf 
- und nicht etwa auf eine Komponente — weist der Index n hin.) 

Daß Spannungen auch im Innern eines deformierten Körpers vorhanden 
sind, das können wir leicht einsehen, indem wir uns aus dem Innern des Körpers 
z.B. einen kleinen kugelförmigen Teil entfernt denken. Der entstehende Hohl- 
raum behält die Kugelform nicht; damit sie dennoch erhalten bleibe, müssen 
wir auf die Elemente der inneren Begrenzungsfläche des Körpers Kräfte wirken 
lassen, die offenbar eben die Wirkung der entfernten Kugel ersetzen. Diese 
Kräfte - pro Flächeneinheit — sind die an den erwähnten Stellen herrschenden 
Spannungen. 

Während ®,df nach dem Obigen die auf dV von dV’ ausgeübte Flächen- 
kraft bedeutet, stellt B_„df(da — n die von dV’ nach außen weisende Normale 
von df ist) die von dV auf dV’ ausgeübte Kraft dar; es gilt also nach dem 
Reaktionsprinzip 


T-, =—P, (Paz = — Por USW.). (3) 


1) Oft schreibt man die Kraft (1) in der Form %odV (XodV, YodV, ZodV), wobei 
dann % die auf die Masseneinheit wirkende Kraft (Feldstärke) bedeutet, ihre Dimension 
ist Kraft/Masse = Beschleunigung; z.B. ist im Falle des Gewichtes Z= —g. 
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Die Massen- (Volum-) Kräfte werden auch als räumlich verteilte Kräfte (oder 
Fernkräfte), die Flächenkräfte auch als flächenhaft verteilte Kräfte (oder Nah- 
kräfte) bezeichnet. Beide Arten von Kräften können - im Sinne von $ 26,2 - 
sowohl äußere wie innere Kräfte sein. Zum Beispiel ist die Schwere eine äußere, 
die zwischen den Volumelementen wirkende Gravitationskraft dagegen eine 
innere Massenkraft; die auf die Oberfläche des Körpers wirkenden Zug- oder 
Druckkräfte sind äußere, die im Innern wirkenden natürlich innere Flächen- 
kräfte (Spannungen). 


2. Folgerungen aus dem zweiten NewToNschen Axiom. Die auf ein Volum- 
element AV des Körpers wirkende Gesamtkraft ist nach (1) und (2): 


34V + [Badr, @ 


wobei das Integral über die geschlossene Begrenzungsfläche von AV zu er- 
strecken ist und einer vektoriellen Addition entspricht. Wird nun die Be- 


2 (ax) 


\ 


Abb. 127 


schleunigung des Volumelements von der Masse Am = o4V mit a bezeichnet, 
so lautet die das zweite Axiom ausdrückende dynamische Grundgleichung 


aeAV =34AV + [R.af; (5a) 


genauer, wenn man durch AV dividiert und zur Grenze übergeht: 


 SBudt 
t=% lim 2. 5b). 
ea=% 4 im —Iy (5b) 
Da o0,a und % nach Voraussetzung bestimmte endliche Größen sind, muß 


der Limes in Gl. (5b) endlich und unabhängig von der Gestalt des Volumelements 
AV sein. 


Wir wählen als Volumelement ein rechtwinkliges Parallelepided mit den Kanten Az, 
Ay, Az (Abb.127). An der Fläche 1, die den Konvergenzpunkt O enthält und deren äußere 
Normale die — x-Achse ist, sei der mittlere Spannungsvektor ‘P_,(0); an derselben Fläche, 
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aber mit der Normalen x, sei er B, (0) und an der Fläche 2: BP, = P, (4x): Da Az sehr 
klein ist, gilt 
ö ey 


PB, = Pt dx. (6) 


Die Flächen 1 und 2 liefern also zu dem Öberflächenintegral in G1.(5b) den Beitrag 


9%, 
(Bo + B)Aydz=(B-, + Bo) Ayde + Ede Ay de. (m 


Addiert man die von den übrigen Flächen herrührenden Glieder hinzu und dividiert man 
durch AV = Az Ay Az, so wird 


[Endl _ Bat Be, But Br, Bu: tB, be ‚20, 0% 
av "Ar re Ay are 0x rs oy a 92 (8) 
Dieser Ausdruck ınuß nach dem Obigen für Ax— 0 usw. gegen eine feste Grenze gehen; 
das ist offenbar nur möglich, wenn 


P-,= —- %: P-,= — %B,; T-,=—-% (9) 


ist. Da die x-Richtung eine willkürliche Richtung n bedeuten kann, drücken diese Glei- 
chungen das Reaktionsprinzip (3) aus. In dieser Betrachtung erscheint also das Reaktions- 
prinzip - allerdings nur in seiner engeren, nur auf die „Nahkräfte‘“ bezogenen Fassung - 
als die Folge des zweiten Axioms. 

Die ersten drei Glieder der rechten Seite von Gl.(8) sind also Null; die Werte der drei 
letzten Glieder sind nach dem Grenzübergang natürlich an der Stelle O zu bilden. Die 
Gl.(8) läßt sich also folgendermaßen interpretieren: Infolge der inneren Spannungen wirkt 
auf das Volumelement dV die Kraft fdV, mit der „Kraftdichte“ 


IP, 9 O%, 
Be OB, , OR. 


In dx oy Oz (10) 
man kann also die inneren Flächenkräfte auf Volumkräfte zurückführen. 
Aus der Grundgleichung (5b) erhalten wir somit 
[0] ö d 
eoa=$+i=%+ a a (11) 


y 02 
Wir kommen später auf diese Gleichung zurück. 


3. Abhängigkeit der Spannung von der Normalenrichtung. Wir wenden den 
unter Gl. (5b) erhaltenen Satz auf ein tetraederförmiges Volumelement an, das 
wir nach Abb. 128 wählen: es sei die dem Anfangspunkt O eines x yz-Systems 
gegenüberliegende Fläche Af, ihre äußere Normale.n bilde mit den Achsen die 
Winkel «, ß, y. Die anderen drei Flächen, deren äußere Normalen in die Rich- 
tungen — x, — y, —z fallen, sind dann: 


Af, = Afcosa, 4Af,= Afcosß, Af, = Afcosy. (12) 
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Abb. 128 


Für das Integral f Pdf können wir damit schreiben: 


P.Af + R-,Af: 7 B-,Af, Tr B-,A]. == 
- (TB, u P,cosa P,eosß u P,cosy) Af, (13) 


da nach Gl.(3) B_, = — ®, usw. ist. Dividieren wir diesen Ausdruck durch 
AV, so muß der Grenzwert des Qüotienten nach dem erwähnten Satz endlich 


sein. Das ist aber — da im Grenzfall ar unendlich groß wird — nur möglich, 


AV 
wenn in Gl. (13) der Koeffizient von Af verschwindet: 
P, = P,cosa + P,cosß + P,cosy. (14) 


In Komponenten dargestellt lautet dies 
Pax = Pır 605% + Pyz c0sß + P,., C05Sy; 
Pay = Pay 05% + Py, cos + P,, c0sy; (15) 
Paz = Paz 608% + Pyzc0sß + P,, c0osy. 


Diese Gleichungen besagen: Wenn in einem Punkte die Spannungsvektoren W,, 
P,: PB, (die Spannungen P,z:++-: Pzz) für drei aufeinander senkrechte Flächen- 
elemente bekannt sind, so kann man den Spannungsvektor ®,, (die Spannungen 
Pax» Pay: Paz) für jedes Flächenelement durch diesen Punkt nach GI. (14) bzw. 
(15) berechnen, d.h., der Spannungszustand ist in dem betreffenden Punkte 
vollständig bestimmt. Die Spannungen (P,,) werden oft mit o,, bezeichnet. 
Da z.B. P,, die x--Komponente (Normalkomponente), P,y; P;z die y- und 
z-Komponenten (Tangentialkomponenten) des auf das Flächenelement mit 
der Normalen x wirkenden Spannungsvektors bedeuten, werden P,.: Pu 


8 63. Massen-(Volum)-Kräfte und Flächenkräfte. Der Spannungstensor 345 


P,, Normalspannungen (Zug- bzw. Druckspannungen), Pay» Przs+*-; Pzy da- 
gegen Tangentialspannungen (Schub- oder Scherspannungen) genannt. Da 
wir als Normale eines Flächenelements von dV die äußere Normale gewählt 
haben, entspricht ein positiver Wert der Normalspannung P,, einem Zug, ein 
negativer Wert einem Druck auf die Fläche mit der Normalenrichtung x. (Bei 
einer Umkehrung der x-Richtung gilt wegen P_,, -. = P.,., dasselbe.) 


4. Der Spannungstensor. Durch die lineare Vektorfunktion (15) wird dem 
Normaleneinheitsvektor n mit den Komponenten cos«, cosß, cosy der Span- 
nungsvektor ®, zugeordnet. Deshalb bilden P,,, P,.; - die Komponenten eines 
Tensors, des Spannungstensors. 

Es gilt der wichtige Satz — den wir im nächsten Paragraphen begründen 
werden -, daß der Spannungstensor symmetrisch ist: 


Pyvs EPs Pen Bee (16) 


Daher läßt sich auch der Spannungstensor durch eine Fläche zweiter Ordnung, 
durch die sogenannte Spannungsfläche (im allgemeinen ein Ellipsoid oder Hyper- 
boloid) darstellen: 


PX” +2 P,y2y+ "+ P,.2? = const. (17) 


Bei Kenntnis dieser Fläche kann man zu jeder Normalenrichtung n die Rich- 
tung des zugehörigen Spannungsvektors B mit Hilfe der bekannten Poınsor- 


schen Konstruktion bestimmen (siehe z.B. $ 52,3, Abb. 98, in der OP und R 
jetzt durch n und ®,, zu ersetzen sind). Legt man die Koordinatenachsen in die 
Hauptachsen der Spannungsfläche — die entsprechenden Richtungen heißen 
Hauptspannungsrichtungen -, so verschwinden in diesem Hauptachsen- 
system Ox’y’2’ die Schubspannungen P,y,..., und die Gleichung der Span- 
nungsfläche wird dann 

P,x? + P,y® + P,e” = const. (18) 


Die Normalspannungen P,, P,, P, werden Hauptspannungen genannt; sie sind 
(wie allgemein die Hauptwerte eines symmetrischen Tensors, siehe $ 97,4) die 
stets reellen Wurzeln der Säkulargleichung | 


Pey=4 Bi, P.: 
Po: Pal Bi —0. (19) 
P, Pe; P,—} 


Im Hoauptachsensysiem wird der zu einem Flächenelement der Normalen- 
richtung n = (cosa’, cosß’, cosy’) gehörende Spannungsvektor ®, auf Grund 
von (15) durch die einfachen Gleichungen 


> Paar = Pıeosa, Pay = PaeosP, Par = Ps eosy’ (20) 
bestimmt. 
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$ 64. Die Grundgleichungen des Gleichgewichts und der Bewegung. 
Randbedingungen 


1. Die Gieichgewichtsbedingungen. Symmetrie des Spannungstensors. Zum 
Gleichgewicht eines starren Körpers ist es — wie wir das durch Anwendung des 
Impuls- und Drehimpulssatzes der Punktsysteme gefunden haben — notwendig 
und hinreichend, daß die Resultante der äußeren Kräfte und die Resultante 
ihrer Drehmomente verschwinde. Es ist klar, daß bei einem deformierbaren Kör- 
per die obigen Bedingungen für jeden beliebigen Teil des Körpers erfüllt werden 
müssen, der Umstand aber, daß diese Bedingungen nicht nur notwendig, son- 
dern auch hinreichend sind, kann schon als ein selbständiges, letzten Endes 
durch die Erfahrung begründetes Axiom angesehen werden. Man pflegt dieses 
Axiom Erstarrungsprinzip zu nennen, weil sein Inhalt auch so ausgedrückt 
werden kann: Wenn irgendein mechanisches System im Gleichgewicht ist, so 
wird das Gleichgewicht nicht gestört, wenn man sich das System oder einen 
Teil desselben erstarrt denkt. 

Wir denken uns demnach aus dem Innern des Körpers ein endliches Volumen 
V herausgeschnitten und betrachten die für diesen Körperteil äußeren Kräfte. 


Das sind einerseits die Massenkräfte, deren Resultante nach (63,1) F TaV ist, 


andererseits die Oberflächenkräfte mit der Resultante [ T„df, wobei das Inte- 
gral über die Begrenzungsfläche des Volumens V zu erstrecken ist. (Die auf die 
inneren Flächenelemente von V wirkenden Flächenkräfte sind innere Kräfte, 
die sich bei der Summierung wegen des dritten Axioms herausheben.) Die 
Gleichungen, die das Verschwinden der Summe der äußeren Kräfte und der 
Summe ihrer Momente ausdrücken, lauten also: 


[EaV + [Badi=0, (1) 
[es1av + [B.ldf=0. (2) 


Die weitere Behandlung der Gleichungen ermöglicht ein Fundamentalsatz 
der Vektoranalysis, der eine Beziehung zwischen dem Oberflächenintegral eines 
Vektors QXund einem Raumintegral feststellt; dieser Satz ist der GAUSS-OSTRO- 
GRADSKIsche Integralsatz: 


[Andt = [divXaV. (3a) 
[Siehe $ 96,5. Es sei daran erinnert, daß in rechtwinkligen Koordinaten 


0A, ‚0A, , 04, 


div = ar dy FF (4) 


- 


+ 


ist, ferner, daß der obige Satz oft in der Form 


fv cos(nz)df - [2 daV (3b) 
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auftritt, wobei U= U, Y 2) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion 
bedeutet.] 
Wir befassen uns zuerst mit der Vektorgleichung (1). Das in der «-Kompo- 


nente stehende Oberflächenintegral ist f P„„d4f, wobei 
Paz = Pxr 008% + Py. c0sß + P,. C08Y; (5) 


vgl. (63, 15). Die rechte Seite kann man auch als Komponente eines Hilfs- 
vektors 


B. = (Paz: Pya Pan) (6) 
nach der Normalenrichtung n auffassen, so daß 
P nz — P En: (7) 


ist. (Hätten wir die Symmetrie des Spannungstensors schon bewiesen, so könn- 
ten wir ®, = %, schreiben.) Damit und nach dem Satz (3a) folgt 


[Przdtf = | Pındt = [Aiv B,av, (8) 
d.h., die <--Komponente von Gl. (1) lautet 
iX + div$)av =0. (9) 


Das Integral kann für einen beliebigen Volumenteil nur dann Null sein, wenn 
der Integrand ( ) in allen Punkten des Körpers verschwindet. Wählt man näm- 
lich ein sehr kleines Volumen AV, so geht Gl.(9) in()-AV =0 über, und 
hieraus folgt 


X +dv®, —=0. (10) 


Ähnlich verfahren wir bei der Gl. (2). Das in der x&-Komponente auftretende 
Oberflächenintegral hat nach GI. (6) und (3) die Form 


[uPaz — 2Pandt = [(yPen— 2 Pdf = [Idiv(yB,) — div@P,)jav. (11) 
Nun ist 
div(yB,) = 2 (vB. +2 vP.,) + 2 (vP.. 


P OP,, . OP, | 
| + 2 FE )+ Pu = van, + P,. (12) 


[da nach Gl. (7) Pu = P,.|. Ein entsprechender Ausdruck gilt für div (z B,); 
so daß die rechte Seite von Gl. (11) nunmehr lautet: 


[u div ®, — zdiv®, + P, — P)W. (13) 
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Demnach ist die x-Komponente der Gl. (2) gegeben zu 


[iyz —2Y + ydiv®, — zdiv®, + P,,.— P,)dV =0. (14) 
Der Integrand muß aus dem gleichen Grund wie in Gl. (9) verschwinden: 
yz+divB)— ar +) +P.— Pr =®. (15) 


Die ersten beiden Glieder der linken Seite sind wegen (10) bzw. der beiden 
anderen analogen Gleichungen gleich Null, es bleibt also 


Py2 = P:y; undähnlih P,,= Py:: Priv = Pur: (16) 


die die Symmetrie des Spannungstensors ausdrücken. 

Zusammengefaßt: im statischen Falle führen der Impulssatz (1) und der Dreh- 
impulssatz (2) einerseits zur Symmetrie des Spannungstensors, andererseits zu den 
Gleichgewichtsbedingungen 
OP,z 

0x 


OP,z 


OP. _ 
0y en 


X+dv®,=0 oder X+ Eye 17a} 
a 


-— 


+ 


und zwei analoge Gleichungen!). 
Man schreibt sie oft abgekürzt in der Form 
4% +DvP=0; (17b) 


die Operation „Div“ (nicht mit „div“ zu verwechseln!), die aus dem Span- 
nungstensor P einen Vektor macht, wird Vektordivergenz genannt. 

Aus den drei Gleichgewichtsbedingungen (17a), die die Beziehungen zwischen 
den Massenkräften und Spannungen im Gleichgewichtsfall darstellen, lassen 
sich bei Kenntnis der sechs Spannungen die Massenkräfte (3 Daten) berechnen. 
Meist liegt aber die umgekehrte Aufgabe vor: aus den gegebenen Massenkräften 
ist der Spannungszustand zu bestimmen. Dazu reichen natürlich die drei Glei- 
chungen nicht aus, man muß auch die Beziehungen zwischen den Spannungen 
und den Deformationsgrößen kennen. Bei Verwendung dieser Zusammenhänge 


der Form RE ( a ) gehen nämlich die Gleichungen (17a) 


in drei partielle Differentialgleichungen für die Komponenten £, n, & des Ver- 
schiebungsvektors über; gelingt es nun, &, n, © zu bestimmen, so können die 
Deformationen e,,‚..-undwegen P,, = [(£&x:; - . -)‚. .. auch die Spannungen be- 
rechnet werden (siehe auch weiter unten). 


2. Die Gleichungen für die Bewegung lassen sich dadurch erhalten, daß man 
wieder die Gültigkeit des (für die Systeme diskreter Massenpunkte bewiesenen) 


1) Wegen der Symmetrie des Spannungstensors läßt sich auch schreiben: 


op. op OPy5z 
zu, zu, 22 


NP iNTen x 9y dz ' 
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Impuls- und Drehimpulssatzes annimmt und statt der Gl.(1) und (2) die all- 
gemeine Form anwendet. Dann stehen auf der rechten Seite von (1) und (2) 
statt Null die Glieder, die nach Gl. (27,2) und (28,2) 3 m;t, bzw. 3 m, [t;i,] ent- 
sprechen, d.h. 


fiedV und [rtloar. (18) 
Indem wir also f, d.h. die substantielle Beschleunigung nach Gl. (62,44) mit 


d?3 
—— bezeichnen, können wir den Impuls- und Drehimpulssatz in der Form 


de 
d23 
I-e&)er + [mar=0, (19) 


d23 
rs — ei av + [ana =0 (20) 


schreiben. Sie unterscheiden sich von Gl.(l) und (2) formal nur dadurch, daß 
2 
jetzt % — 05 statt % steht (die Kräfte selbst können bei der Bewegung 


andere als in der Ruhe sein). Die Gl. (19) und (20) führen also einerseits wieder 
zu Gl.(16), und das bedeutet jetzt, daß der Spannungstensor auch bei der Be- 
wegung symmetrisch ist. Sie führen andererseits aber zu den Grundgleichungen 
für die Bewegung: 


BE ne dt _ OP, OP, ‚OP, 
ug N De BE Fre: dx a 9y + 0% (21a) 
und zwei analoge Gleichungen, 
oder abgekürzt: 
d23 
er —=%+DivP. (21b) 


Diese mit (63,11) übereinstimmenden Gleichungen hätten wir nach der 

D’ALEMBERTschen Auffassung ($ 30,3) direkt aus Gl.(17) erhalten können, in- 

2 
dem wir das Problem durch Hinzufügung der Trägheitskraft - odV Ti zur 
Kraft 5 dV als statisches Problem behandelt hätten. 

Aus (21a) ist unmittelbar ersichtlich, daß Spannungen nur dann eine Be- 
wegung hervorrufen können, wenn sie sich im Raume ändern, d.h., wenn die 
partiellen Differentialquotienten 0 P,./9x,... von Null verschieden sind. Die 
Gleichungen (21) werden aus dem bei den Gleichgewichtsbedingungen erwähn- 
ten Grund nur dann zu eigentlichen Bewegungsgleichungen, wenn man sie mit 
Hilfe der „Spannungs-Dehnungs-Beziehungen“ in Differentialgleichungen für 
die Verschiebungskomponenten £, n, & umformt. Die letztgenannten Beziehun- 
gen sind aber für feste Körper und für Flüssigkeiten bzw. Gase verschieden, wir 
werden sie daher in den entsprechenden späteren Kapiteln behandeln. 
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3. Oberflächen- oder Randbedingungen. Die allgemeinen Gleichungen (17) bzw. 
(21) sind noch durch die Bedingungen zu ergänzen, die bei dem betrachteten 
konkreten Problem über die Kräfte- oder Verschiebungsverhältnisse an der 
Oberfläche des Körpers eine Aussage machen. Sind die von außen her auf die 
Oberflächenelemente df mit den äußeren Normalen n wirkenden Kräfte PFdf, 
d.h. die äußeren Spannungen ®B,, (die Komponenten B},, P},; Pr.) vorgeschrie- 
ben, so muß offenbar der in Gl. (63, 14-15) auftretende Spannungsvektor ®, in 
den Punkten der Oberfläche gleich Bf sein. Es gelten also, wenn wir den Win- 
kel x zwischen n und der x- Achse jetzt mit (nx) bezeichnen, die folgenden Rand- 
bedingungen: 


Paz = P,,cos(nx) + P,,cos(ny) + P,, cos(n2), 


* 


ny = Pa, cos(nx) + P,,cos(ny) + P;, cos (nz), (22) 
nz = P,, cos(nx) + P,, cos(ny) + P,, cos(n2). 


Statt der äußeren Spannungen können die Verschiebungen an der Ober- 
fläche oder auch an einem Teil der Oberfläche die Spannungen, an einem ande- 
ren die Verschiebungen („gemischte Randbedingungen‘) angegeben sein. 


4. Am Ende dieses Kapitels über die Grundlagen der Mechanik der Kontinua sollen 
einige Bemerkungen über den Aufbau der Mechanik Platz finden. Geht man beim Aufbau 
von dem als ausdehnungslos gedachten Massenpunkt aus und wendet durchweg konsequent 
die (im wesentlichen in $ 26,2 wiedergegebenen) Grundvoraussetzungen der Punktmecha- 
nik an, so entstehen beim Übergang zur Mechanik der Kontinua Schwierigkeiten; es ist 
noch nicht gelungen, den Übergang auch in axiomatischer und mathematischer Hinsicht 
befriedigend zu vollziehen. 

Es gibt mehrere Arten eines Aufbaues der Mechanik, die vom axiomatischen Standpunkt 
aus befriedigender sind. Wir deuten kurz nur den Aufbau aus der Kontinuilätshypothese an. 
Die als Axiom dienende Kontinuitätshypothese definiert einerseits die Dichte, andererseits 
die Volum- und Flächenkräfte als Ortsfunktiorien, die die in $ 63,1 erwähnten Stetigkeits- 
eigenschaften besitzen. Als weiteres Axiom gilt das (zweite) Newroxsche Grundgesetz, das 
- wiein $ 63,2 gezeigt - einerseits zu dem Reaktionsprinzip für Flächenkräfte, andererseits 
zur Grundgleichung (63,11) der Bewegung und endlich über die Gleichungen (63,15) zum 
Spannungstensor führt. Die Symmetrie des Spannungstensors, die sich aus den bisherigen 
Annahmen nicht beweisen läßt, nimmt man nach Hamer als ein neues Axiom („BOLTZMANN- 
sches Axiom“) an. Damit können aber (im wesentlichen durch eine Umkehrung desin 1. und 
2. erfolgten Beweisganges) die drei Fundamentalsätze der Mechanik, d.h. der Impulssatz, 
Drehimpulssatz und der Energiesatz bewiesen werden, ferner auch das Prinzip der virtu- 
ellen Arbeit für Kontinua, in dessen analytischer Form der Spannungs- und der Deforma- 
tionstensor eine wichtige Rolle spielen. 

Von der auf diese Weise begründeten allgemeinen Mechanik aus. kann man nun zu den 
verschiedenen speziellen Systemen dadurch gelangen, daß man über den Charakter des 
Spannungstensors geeignete Annahmen macht. So läßt sich z.B. der starre Körper definieren 
als ein Körper, bei dem die (voneinander unabhängigen) inneren Spannungen P,.--- 
keine Arbeit leisten. Diese Annahme führt in der Tat dahin, daß die allgemeinste Verschie- 
bung eines starren Körpers aus einer Translation und einer Rotation zusammengesetzt 


0) 
werden kann (die Deformationsgrößen e,, = — usw. sind Null); dies und die Impulssätze 


reichen bekanntlich aus, die Bewegung des starren Körpers zu bestimmen. Mit anderen, 
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durch die Erfahrung angedeuteten Annahmen über den Spannungstensor bzw. die Ab- 
hängigkeit desselben von dem Deformations- und Geschwindigkeitstensor kommt man 
- wie wir sehen werden - zu den verschiedenen, teils ebenfalls idealisierten deformierbaren 
Systemen (z.B. vollkommen elastische Körper, ideale und reibende Flüssigkeiten, plastische 
Körper). 


B. Mechanik elastischer fester Körper (Elastomechanik) 


a) Allgemeine Gleichungen der Elastizität. 
Statik elastischer Körper 


S 65. Vollkommen elastische Körper. Der Zusammenhang zwischen dem Span- 
nungs- und dem Dehnungstensor. (Das allgemeine Hook&sche Gesetz) 


1. Elastische Körper nennt man - im Gegensatz zu den „plastischen“ — solche 
Körper, in denen die durch äußere Einwirkungen verursachten reinen Deforma- 
tionen Kräfte hervorrufen, die diese Deformationen rückgängig zu machen 
suchen. Die letztgenannten Kräfte sind auf Grund der in $ 63,1 entwickelten 
Begriffe offenbar darauf zurückzuführen, daß sich die inneren Spannungen in- 
folge der Deformation geändert haben. Die Spannungen hängen also mit den 
Deformationen (Deformationsgrößen) zusammen, und man muß - wie schon in. 
$ 64 erwähnt - die quantitativen Beziehungen kennen, um die Gleichgewichts- 
bedingungen und die Bewegungsgleichungen aufstellen zu können. 

Bei der Feststellung dieses Zusammenhanges und überhaupt bei allen folgen- 
den Betrachtungen beschränken wir uns auf einen sogenannten vollkommen 
elastischen Körper, bei dem die Spannungen zu jeder Zeit und an jedem Ort aus- 
schließlich von den augenblicklichen und lokalen Deformationen abhängen und 
umgekehrt. Das ist ein idealer Fall, der in der Natur strenggenommen nicht ver- 
wirklicht ist. Nach der Erfahrung hängen nämlich die'Deformationen außer von 
den’augenblicklichen Kräften im allgemeinen auch von der früheren Behand- 
lung (‚Vorgeschichte‘) des Körpers ab, ferner kehrt der Körper nach Aufhören 
der Wirkung der deformierenden Kräfte oft gar nicht oder nur langsam in 
seinen ursprünglichen Gleichgewichtszustand zurück: es tritt eine bleibende 
Formänderung bzw. eine „elastische Nachwirkung“ auf. Die Erfahrung zeigt 
aber, daß jeder Körper als vollkommen elastisch betrachtet werden kann, wenn 
seine Deformation eine gewisse Grenze, die „Grenze der (vollkommenen) Elastizi- 
tät“ nicht überschreitet. Wenn wir uns also — wie früher auch in der Kinematik - 
auf sehr kleine Deformationen beschränken, so gelten unsere Ausführungen für 
eine große und auch für die technische Festigkeitslehre wichtige Erscheinungs- 
gruppe, beziehen sich aber natürlich nicht auf Erscheinungen wie die bleibende 
Verformung, Plastizität, elastische Nachwirkung, Fließvorgänge usw. Anderer- 
seits können die jetzt zu betrachtenden Körper auch anisotrope Körper (Kri- 
stalle) sein, deren physikalisches Verhalten in jedem Punkte richtungsab- 
hängig ist. 
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2. Nach unserer Grundannahme sind die sechs Spannungen P,,,... Funk- 
tionen der sechs Deformationsgrößen e,,,- . . allein: 


P,x = h(&a, Eyvo Erz» Eyzı Ex Ery) > (1) 
und weitere fünf ähnliche Ausdrücke. Über die explizite Form der Funktionen 
fi: -- - » fs muß - vom Standpunkt der Kontinuumstheorie — die Erfahrung eine 


Antwort geben. Das auf empirischem Wege gewonnene Hooks&sche (Gesetz 
(1676),, das die Proportionalität von Spannung und Deformation in primitiver 
Form („ut tensio, sic vis‘) ausgesagt hat, kann im Besitz der exakten Begriffe 
dahin verallgemeinert werden, daß - bei kleinen Deformationen — zwischen den 
Spannungen und Deformationsgrößen lineare Zusammenhänge bestehen (NA- 
VIER, CAUCHY und Poısson, um 1830). Dies läßt sich auch aus Gl.(1) be- 
gründen, indem man f, in der Umgebung von e,„=0,..., &y=0 in eine 
TAayrozsche Reihe entwickelt und sich mit Rücksicht auf die infinitesimalen 
Deformationen auf die linearen Glieder beschränkt: 


P,: = h(0, ...,0) +) Et" + (5) Ey (2) 
7 &r2/0 0 

Man kann vereinbaren,.die Deformationen e,, gegen den „natürlichen Zustand“ 
des Körpers zu betrachten, in dem keine Spannungen vorhanden sind ; dann ver- 
schwinden die Spannungen P,, gleichzeitig mit den Deformationen, es ist 
f,(0, ...,0) = 0. Demnach lautet das allgemeine Hooxzsche Gesetz: Die Span- 
nungskomponenten sind bei kleinen Deformationen (bis zur „Proportionalitäts- 
grenze‘‘) homogene lineare Ausdrücke der Deformationsgrößen, d.h.!) 


Pya = A1&an + Cr2&yy + C1a&zz + O1 2Eyz + 015 "2825 + Cie ' 2Eayo R 

(3) 

Pay = %ı&na + C2Eyy + Co3&zz + 06a ' 2 Eya + 005 2 E25 + 066 ' 2 Eny- 
Nach dieser ‚„Spannungs-Dehnungs- Beziehung‘‘ wäre das elastische Verhalten 
des allgemeinsten elastischen Stoffes durch 36 Elastizitätskonstanten?) c],*", Ces 
charakterisiert. Wir werden jedoch sehen, daß sich diese Anzahl auf Grund des 
Energieprinzips reduzieren läßt. 


S 66. Deformationsenergie (Formänderungsarbeit); 
das allgemeine elastische Potential 


1. Auf Grund der Erfahrung läßt sich annehmen, daß jedes Volumelement 
dV eines deformierten Körpers infolge seiner reinen Deformation eine innere 


1) Der Faktor 2 bei den gemischten Tensorkomponenten e&,,, &;z, &x, erweist sich mit 
Rücksicht auf das folgende als vorteilhaft (siehe $$ 66-67). 

2) Aus historischen Gründen bezeichnet man oft die c,, als Elastizitätsmoduln (auch 
„elastische Widerstandszahlen“) und die Konstanten c,, der durch die Umkehrung der 
Gl.(3) entstehenden „Dehnungs-Spannungs- Beziehung“ (ezz = 1 Paz +: usw.) als Ela- 
stizitätskoejfizienten. 
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potentielle Energie (im Sinne von $ 29,3) oder Deformationsenergie DdV be- 
sitzt; die Größe ® - die Deformationsenergie pro Volumeinheit oder die Energie- 
dichte -— hängt bei den hier vorausgesetzten vollkommen elastischen Körpern 
nur vondensechs Deformationsgrößen &,,,... ab und wird im undeformierten 
Zustand &,, =0,... gleich Null gesetzt. Die Annahme einer solchen „Zu- 
standsgröße‘“ ® ist mit Rücksicht auf den mechanischen Energiesatz 


dT =dA, +dA, (a) 


(4 T ist die Änderung der kinetischen Energie in der Zeit di, dA, und dA, die 
in dieser Zeit von den inneren bzw. äußeren Kräften geleistete Arbeit; jede 
Größe sei auf die Volumeinheit bezogen) gleichbedeutend mit der Annahme, 
daß die inneren Spannungen konserva- 
tiver Natur sind, d.h.dA, = —d® und 
daher 

dT+d® =dA, (2) 


gilt. Berechnet man also die auf die 
Volumeinheit bezogene Arbeit, die die 
äußeren Kräfte bei einer sehr kleinen 
und sehrlangsamen (die kinetische Ener- 
gie praktisch nicht ändernden, EdT = 0) 
Deformation leisten, so ist die Zunahme 
von ® durch diese Arbeit gegeben. 

Der Körper gehe aus einem deformier- 
ten Zustand, in dem die Verschiebungs- 
komponenten eines Punktes Q(z, y. 2) 
gegen seine Normallage &,n, © sind, in Abb. 129 
einen anderen Zustand mit den Ver- 
schiebungen & + d&,n +dn,& + d£ über; sowohl£,... wied£,...sind natür- 
lich Funktionen von x, y, 2. Betrachten wir ein rechteckiges Volumelement 
AV = AxAy4z (Abb. 129), so ist die Arbeit der (für AV äußeren) Flächen- 
kräfte an der bei Q befindlichen Fläche mit der Normalen — x gegeben zu 


— (P,.4E + Pay@N + Pax4L) Ay Ar. (3) 


Die Arbeit an der Fläche mit der Normalen + x ist ein ähnlicher Ausdruck, nur 
muß sie mit positivem Vorzeichen und an der Stelle x + Ax genommen werden, 
also (mit Reihenentwicklung und bis auf kleine Größen höherer Ordnung): 


X . | 4y. 


| 9) 
T (P,.48 H P,,an a P,.d£) Ay4z T a5 (PradE +) AxAyAa. (4) 


Die an den beiden Flächen geleistete Arbeit beträgt also bei Berücksichtigung 
der Arbeit X AVdE£ der Massenkräfte: 


dx 


[95 Pets + P,ydn + P,,d6) + XaE| AV. (5) 


23 Budö, Mechanik 
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Addiert man noch die an den anderen vier Flächen geleistete Arbeit hinzu und 
differenziert die Produkte, so wird im Ausdruck der Arbeit pro Volumeinheit 
(AV = 1) 2.B. aus der Summe der Glieder mit dem Faktor d& folgendes: 


öP,. ,OP,.  OP,, a 9 


+ 


(x+ r 


Ö 
+ Paa, (08). (6) 


Die Deformation möge so langsam vor sich gehen, daß wir inzwischen die 
Gleichgewichtsbedingungen als gültig annehmen können; in diesem Falle ist das 
erste Glied nach Gl. (64,17a) Null. In den anderen Gliedern kann man das auf 
die zeitliche substantielle Änderung hinweisende Zeichen ‚‚d‘“ mit den die 


räumlichen Änderungen bedeutenden bei den hier angenommenen 


2 
0x’ Ody’ oz 
infinitesimalen Verschiebungen nach $62,8 vertauschen. So wird der Koeffizient 


von P,.zud _ d.h. nach Gl. 62, 8) d e,,. Der Koeffizient von P,, = P,, ist in 


Gl. (6) 15. in den nicht ausgeschriebenen Gliedern aber ann, die Summe 
der beiden 2d e,,; die übrigen Glieder können wir durch zyklischeVertauschung 
erhalten. Demnach öst die bei der betrachteten Deformation pro Volumeinheit ge- 
leistete äußere Arbeit und zugleich die Änderung der Energiedichte gegeben zu 


dd = P,n%E&rz + Pyy@&yy + P,2&8&;; En 2 PP, &: T 2P,2l&n 


+2 P,ydey: 
oder | 
dd =  Pır@eir (1, k = %, Y; 2). (7a) 
i,k 


Wir können dafür kurz 
6 
il 


schreiben, wenn wir die abgeänderten Bezeichnungen 


&> Eg> Er E95 Er & Statt E&un; Eyyı Exzr 2Eyzı 2E2ar 2 Eny; 


P,, Pa: Pa Pi, Ps, Ps Statt Pan Pur Paz Puzs Pro, P 


Ty 


| m 


einführen, was in diesem und in dem folgenden Paragraphen sehr vorteilhaft ist. 

Nach unserer Grundvoraussetzung ist ® bei einem vollkommen elastischen 

Körper durch die Deformationen e, völlig bestimmt, d.h., d® ist ein vollstän- 
diges Differential: 

10-34 8 

er de, &» (8) 
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Es gilt also mit Rücksicht auf Gl. (7b) 
OD 


A=757 =1,2,...,6); (9) 


die Spannungskomponenten sind die partiellen Differentialquotienten der Funk- 
tion D nach den Deformationsgrößen e, in Gl. (7c), deshalb heißt die Funktion ® 
elastisches Potential. (Mitunter wird die Funktion —® so genannt.) Wir be- 
merken, daß die strengere Herleitung, bei der ein beliebiger Volumteil V und 
auch die kinetische Energie berücksichtigt werden, zum gleichen Resultat führt. 

Die Spannungen P, sind nach dem allgemeinen Hooxzschen Gesetz (65,3) — 
das mit den Bezeichnungen (7c) die Form. 


6 
PeN08 =], Dessan 6) (10) 
k=1 , 


hat — homogen lineare Ausdrücke der e,. Daher ist das elastische Potential ® eine 
homogene quadratische Form der Deformationsgrößen e&,: 


® = e. + Cy2&1& + Ciz&ı&g 4 Craıca + Cı5&1&5 + Cs &ı& 


2 
u +6 +6 
5) € 23 2 Es 94 E2 & 25 &2 &; 26 E2 Es 
O6 


Es ist ersichtlich, daß so Gl.(9) gerade (10) ergibt, mit der Beschränkung 
Ce = C4ı- Das letztere folgt notwendig aus Gl.(9), denn nach (9) gilt 


en Fa OP, 


—— [1 ru 


=) — = ——, d.h.mitGl.(1 sec 12 
DDr . d.h.mitGl.(10) c,,= Cu (12) 


od. 9: 


Demnach folgt aus der Existenz des elastischen Potentials: die Anzahl der un- 
abhängigen Elastizitätskonstanten beträgt beim allgemeinsten elastischen Stoff 21 
(statt 36). 

® läßt sich auch in der bezüglich der Spannungen und Deformationen völlig 
symmetrischen Form 


B-B(P)-5YBs, (13) 


schreiben. Je nachdem man hierin die P, durch die &, oder die e, durch die P, 
(letzteres mit Hilfe der erwähnten „Dehnungs-Spannungs-Beziehungen“ 
& = 0,,P,) ausdrückt, gelangt man zu den beiden quadratischen Formen 


1 | RE 
(ed) = zZ && oder ©®(P) = 7 2°#PıP, (14) 
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Die erste ist identisch mit Gl. (11), aus der zweiten folgen die Deformations- 
größen durch partielle Differentiation nach den Spannungen: 


_ a0(P) 
= IP, 


Da das elastische Potential ® nach dem eingangs Erwähnten die auf die 
Volumeinheit bezogene potentielle Energie der elastischen Deformation (die 
Energiedichte) bedeutet, stellt ® zugleich die Deformations- oder Formände- 
rungsarbeit pro Volumeinheit dar: ®(e) bzw. D(P) ist die Arbeit, die aufgewen- 
det werden muß, um die Volumeinheit aus dem undeformierten Zustand 
(4 =0, P,=0,©® = 0) in den durch die e, bzw. die P, gekennzeichneten defor- 
mierten Zustand zu versetzen. Diese Arbeit — die bei der Entlastung wieder- 
gewonnen werden kann - ist stets positiv, da dem deformationslosen Zustand als 
einem stabilen Gleichgewichtszustand ein Minimum der potentiellen Energie 
entspricht ($ 42). Die beiden quadratischen Formen (14) müssen also positiv 
definit sein. 

Die Formänderungsarbeit für den ganzen Körper (oder einen beliebigen Teil 
desselben) mit dem Volumen P erhält man offenbar durch Integration von ® 


über V: 
d, = |[Bav. (16) 


(15) 


2. Da die elastischen Formänderungen in Wirklichkeit mit Wärmevorgängen 
verbunden sind, müßte man bei der Feststellung der Existenz und der genaue- 
ren Bedeutung des elastischen Potentials auch die Hauptsätze der Thermo- 
dynamik berücksichtigen. Diesbezüglich erwähnen wir nur das Resultat, daß 
ein elastisches Potential — d.h. eine Zustandsfunktion mit den Eigenschaften 
{9) - in zwei wichtigen Fällen existiert: einerseits bei isothermen Veränderun- 
gen, die bei konstanter Temperatur ablaufen (praktisch: bei langsamen Form- 
änderungen), andererseits auch bei adiabatischen, d.h. ohne Wärmeaustausch 
erfolgenden Veränderungen (schnellen Schwingungen). In beiden Fällen haben 
die Elastizitätskonstanten im allgemeinen verschiedene und temperaturabhän- 
gige Werte. Die Unterscheidung der ‚„isothermen“ und der ‚„adiabatischen““ Elasti- 
zitätskonstanten ist bei den festen Körpern praktisch kaum von Bedeutung, bei 
den Gasen dagegen ist sie sehr wichtig (z.B. für die Schallgeschwindigkeit, 
$ 89,2). 


Man kann zu den erwähnten Resultaten auf dem folgenden Wege gelangen. Der erste 
Hauptsatz der Thermodynamik besagt, daß die dem Körper zugeführte infinitesimiale (und 
im Arbeitsmaß gemessene) Wärmemenge d@ und die von den äußeren Kräften geleistete 
Arbeit d A, zusammen die kinetische Energie des Körpers um d E, und seine innere Energie 
um dU vermehren: | 

dQ+dA,=dE, + dU; (17) 
es seien hier alle Größen auf die Volumeinheit bezogen. Wir haben nun nach (2) für die 
Differenz dA, — dE,,d.h. für die infinitesimale Formänderungsarbeit d®, das Resultat 
(7b) erhalten; es ist also 


6 
ddö=  Pdua=dU-dQ. (18) 
=1 
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Nach demersten Hauptsatz ist die innere Energie U eine Zustandsgröße: Sie ist durch die 
Zustandsvariablen - hier durch die e,und die absolute Temperatur 7’ - eindeutig bestimmt, 
d.h.,dU stellt ein vollständiges Differential dar ; für dQ und somit auch d® gilt dies im all- 
gemeinen nicht! Nach dem zweiten Hauptsatz gilt nun dQ = 7dS, wobei 8, die hier auf 
die Volumeinheit bezogene Entropie, ebenfalls eine Zustandsgröße ist: 8 = S(e;, T). (Bei 
den angenommenen sehr kleinen Deformationen und bei einheitlicher Körpertemperatur 7 
darf man auch $ auf die Volumeinheit beziehen.) Wegen dQ = TdS wird Gl. (18) zu 


D,P,dya=dU-— TädS. (19) 


Bei isothermen Veränderungen (T = const, dT = 0) läßt sich die rechte Seite schreiben: 
d(U — TS),d.h. 


| &X(U—-TS ıXU— TS 
Saas DD n,, woraus Bot on, 
VER { 0£; 


(20) 
Bei adiabalischen Veränderungen (dQ = 0 und mithin dS = 0) wählt man zweckmäßig 
neben den e, die Entropie S statt 7’ als Zustandsvariable, was wegen 8 = $(e,, T) möglich 
ist; es sei also jetzt U = U(e,, S). Damit folgt aus Gl.(19) wegen dS = 0 


OU | ou 
ZPda= 25, de (d.h. A (21) 
Es existiert also in beiden Fällen ein elastisches Potential: Im isothermen Fall ist es die 
„freie Energie“ U — TS, im adiabatischen dagegen die innere Energie U; im ersten Fall 
sind die partiellen Ableitungen nach den e; bei konstanter Temperatur, im zweiten bei kon- 
stanter Entropie zu bilden. 


*8 67. Über die Kristallelastizität 


Die im allgemeinsten Fall erforderliche Anzahl von 21 Elastizitätskonstanten 
wird bedeutend kleiner, wenn der Körper Symmetrien aufweist. Die Kristalle 
lassen sich nach ihrer Symmetrie um einen Punkt in 32 Symmetrieklassen 
(Kristallklassen) einteilen, die man gewöhnlich in sieben Kristallsystemen 
- triklin, monoklin, rhombisch, rhomboedrisch, hexagonal, tetragonal (quadra- 
tisch), kubisch (regulär) — zusammenfaßt. Von den „Symmetrieelementen“ 
(Symmetrieachse und -ebene, Inversionszentrum und Drehspiegelachse), die 
als Grundlage der Einteilung in Klassen dienen, brauchen wir bei den folgenden 
wenigen Beispielen nur die Symmetrieachse; sie heißt n-zählig, wenn der kleinste 
Drehwinkel, der die Figur wieder mit ihrer ursprünglichen Lage zur Deckung 


bringt, nu ist. Es sind — abgesehen von dem trivialen Falln = 1-.nur die Fälle 


n = 2, 3, 4 und 6 möglich. 

Bei beiden Klassen (ohne und mit Inversionszentrum) des triklinen Systems 
braucht man alle 21 Konstanten. Wie sich nun diese Zahl bei höherer Symme- 
trie mit Hilfe des elastischen Potentials reduzieren läßt, das zeigen wir am Bei- 
spiel der monoklinen Kristalle, die eine — nur eine - 2zählige Symmetrieachse 
aufweisen. Diese sei die 2-Achse eines rechtwinkligen xy2-Koordinatensystems; 
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außerdem aber betrachten wir auch ein #’ y'2’-System, das gegen das erstere 
um den Winkel z um die z-Achse gedreht is:: | 


"= —n Y--y !=2. (1) 


Für die Verschiebungen gilt entsprechend 


= Yen V=5 (2) 
mithin gilt für die Deformationsgrößen [s. (62,8) und (66,7c)] 
&(= &:) a ds &> 
0x 0x 
& (= 28,.) = ET, us u — (3 5) =—& (3) 
undählich =, 8=. =—-5 &8=8&- 


Das elastische Potential ® in Gl. (66,11), das als potentielle Energie eine von 
der Koordinatenwahl unabhängige Bedeutung besitzt, muß zunächst all- 
gemein, bei jedem Körper, gegen eine beliebige Drehung des Koordinaten- 
systems invariant bleiben: 


nHäitnt+2usa tr = met + 20148 +, (4) 


‚wobei die c;, von den c,, wohl verschieden sein können. In dem jetzt betrach- 
teten Fall aber, wo die Drehung (l) an der Lage des Kristalls nichts ändert, 
müssen offenbar sämtliche Größen c,, invariant sein, und daher müssen die 
acht Konstanten 


Gy4> E15» Ega> O95> Ügas Og5, a6: O56> (9) 


für die aus Gl. (4) mit (3) (14 = —C,. usw. folgt, verschwinden. Die monoklinen 
Kristalle besitzen also nur 13 Konstanten. 

Mit der gleichen Überlegung könnte man finden: die Zahl der unabhängigen 
Elastizitätskonstanten beträgt beim rhombischen System (auch die x-Achse und 
folglich auch die y-Achse eine 2zählige Achse) 9, bei vier Klassen des tetragona- 
len Systems (z-Achse 4zählig, x- und y-Achse 2zählig) 6, beim kubischen 
System (die x, y,2-Achsen 4zählig) 3. Im letzteren Fall hat das elastische Poten- 
tial die Form 


_ u er ErD tan ti + Ei) +4 , (& +&+ 8): (6) 


Bei einem isofropen Körper sind, wie wir bald sehen werden, nur 2 Konstanten 
nötig. 

Die angeführten Beispiele bilden nur einen Teil des allgemeinen Resultates, 
wonach die Kristalle hinsichtlich ihrer Elastizität in 9 Gruppen zerfallen, bei 
denen also das Schema der Konstanten c,,;- - -, Cgg verschieden ist (die Zahl der 
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Konstanten stimmt bei einigen Gruppen überein). Daß die 32 Kristallklassen 
nur 9 verschiedene Gruppen ergeben, ist eine Folge der Eigensymmetrie der 
elastischen Vorgänge, die ja in Richtung und Gegenrichtung immer gleich sind. 

Das elastische Verhalten der Kristalle ist relativ verwickelter als das 
optische; insbesondere verhält sich der kubische Einkristall optisch isotrop, 
hinsichtlich der Elastizität aber nicht. Das hat seinen Grund darin, daß das 
optische Verhalten durch eine Beziehung zwischen zwei Vektoren (elektrische 
Feldstärke und dielektrische Verschiebung), das elastische dagegen durch eine 
Beziehung zwischen zwei Tensoren (Spannungs- und Dehnungstensor) be- 
dingt ist. 


$ 68. Die Spannungs-Dehnungs-Beziehung und das elastische Potential 
für isotrope Körper 


Wir denken uns im spannungsfreien Zustand eines isotropen Körpers ein 
quaderförmiges Volumelement ausgewählt, dessen Kanten parallel zu den (im 
deformierten Zustand betrachteten) Hauptachsen der Spannungsfläche ver- 
laufen. Auf die Flächen dieses Volumelements wirken dann nach $ 63,4 nur die 
in die Richtung der Flächennormalen fallenden Hauptspannungen P,, P,, Pz, 
und so bleibt aus Symmetriegründen - da es in einem isotropen Körper keine 
Vorzugsrichtungen gibt — die Quaderform erhalten. Von den Deformations- 
größen sind also die Schiebungen nach ihrer Bedeutung Null ($ 62,4), es bleiben 
nur die Hauptdilatationen &,, &, &, d.h., die Hauptachsen der Spannungs- und 
der Dehnungsfläche fallen zusammen. | 

Nach dem Hoorzschen Gesetz bestehen nun bei kleinen Deformationen zwi- 
schen den P, und den e, lineare Zusammenhänge: 


PR, =a&s tb&+0C&, P,=a +b&,+c&, Pe A&g +bi +08. (1). 


Wegen der Isotropie treten in allen drei Gleichungen die gleichen Konstanten 
auf, a ist 5 = c, weil die Hauptachsen 2 und 3 gegenüber der Zugspan- 
nung P, (usw., zyklisch vertauscht) gleichwertig sind. Die erste Gl.(1) können 
wir daher auch so schreiben: 


P,=a-Hyarblate +8), (2) 


oder mit den Bezeichnungen a—b= 2u,b = 4, die drei Gleichungen zusam- 
menfassend: | 
P,=2u2.:+Ma+&+& (=123). (3) 


Da die Hauptachsenrichtungen für die verschiedenen Volumelemente des 
Körpers im allgemeinen verschieden sind, müssen wir die Beziehungen (3) in 
einem solchen xy2-Koordinatensystem ausdrücken, relativ zu dem das Volum- 
element beliebig orientiert ist. Wenn die Richtungskosinusse der ö-ten Haupt- 
achse in bezug auf die x, y, 2-Achsen der Reihe nach «,, ß,, yı sind, so gilt nach 
den Transformationsformeln der Komponenten eines symmetrischen Tensors 
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[siehe Gl. (97, 24)]: 
latente Ezy = Aıßı &ı + Rpfaeo + Raßs &5 
P,=MPıt PR, +0P,;: Py=MhrPı + &ßePe + Pf, P3- 


Gl. (3) multipliziert mit ar bzw. mit &,ß, und über © = 1, 2, 3 summiert, ergibt 
unter Benutzung von (4): 


P.; = ZU E,z + Aa + 3 m 3) (+ & + &3) 
P,y = 2U &y + Alaıpı + &oßo + Po) (ei + + 8). 


Aus diesen und den vier analogen Gleichungen erhält man mit Rücksicht auf 
die Orthogonalitätsreiationen der Richtungskosinusse und mit der schon aus 
Gil. (62,30) bekannten Invariante 


= ta tat et &: (6) 


die Spannungs-Dehnungs-Beziehung oder das Hookzsche Gesetz für einen iso- 
tropen Körper: 


(4) 


Pun = PU 82 + AO, Pay = 2 a. (7) 


Dies läßt sich mit Hilfe des ER Symbols ö,,(=1 bzw. 0 für 
i=k bzw. i + k) in der folgenden Form zusammenfassen: 


P,, = 2u&, + 16,9 ÜWk=2,y,2). (7a) 


Man sieht, daß das elastische Verhalten des isotropen Körpers von 2 Elastizi- 
tätskonstanten bestimmt wird, von A und u, die außer von der materiellen Be- 
schaffenheit des Körpers von dessen Temperatur abhängen (und genauge- 
nommen bei isothermen und bei adiabatischen Veränderungen nach $ 66, 2 
verschiedene Werte haben). Diese bei theoretischen Untersuchungen viel ge- 
brauchten „LAam&schen KHlastizitätsmoduln“ lassen sich durch zwei andere 
Konstanten anschaulicherer Bedeutung ersetzen ($$ 71, 73). 

Die aus der Umkehrung der Gl.(7) zu erhaltende „Dehnungs-Spannungs- 
Beziehung“ lautet: 


&. = 2W Pat Mög (Be Py +P,) (6 k =7,y,2) (8) 
mit 
1 A 


u -—— = (9) 
2u 2u 24 +31 


Das allgemeine elastische Potential hat Dan G1. (66, 13) mit den ursprüng- 
lichen Bezeichnungen e,,, &,, usw. die Form 


1 
P=z (Prskıs t Pyyey + Pre + P, „28,526 
4 NER . 28,,)- (10) 
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Mit den Gleichungen (7) erhält man daraus das elastische Potential für einen 
isotropen Körper: 


A 
P®=u (&2: Fr &yy gi: 2: -F 28%: 2: 2 822 2 &) a; 2 (Erst Eyn + &2)*-. (11) 


Die Spannungskomponenten lassen sich aus ® nach den folgenden Gleichungen 
ableiten: 


0) 9» 9» 
en, Fu z, u Frl, 
(12) 
p._108 1 86 188 | 


eg Fein Fur 


[in Übereinstimmung mit (66,9) und (66,7 c)]. 

Die quadratische Form (11) muß nach $ 66 positiv definit sein. Daraus läßt 
sich folgern: u. >0, A= — 2 u/3. Die Erfahrung zeigt, daß beide Konstanten 
) und u positiv sind (vgl. $ 71,1). 


Zur Feststellung der Spannungs-Dehnungs-Beziehung hätten wir auch unmittelbar von 
dem elastischen Potential ® ausgehen können. ® muß nach $$ 66-67 erstens eine homogene 
quadratische Form der e;,, sein, zweitens muß es — für einen isotropen Körper — nebst 
seinen Konstanten gegen eine beliebige Drehung des Koordinatensystems invariant blei- 
ben. Nun hat der Dehnungstensor — wie jeder symmetrische Tensor — zwei solche unab- 
hängige Invarianten, die von zweiter Ordnung in den Komponenten e;; sind, nämlich 
(siehe Anhang, $ 97,5) 


T=9MR= (8,2 + &yy+ 8.) und I,= 82 &yy + Eyy &zz + &rz&az 


(+ &%2+ %5) (13) 
und daher muß © die Form 
® = C 0? + 61; (14) 


haben. Führt man statt c, und c, die neuen Konstanten A und « durch die Gleichungen 
A 

c=u+ ZZ a=— 2, ein, so wird Gl. (14) identisch mit (11), und man gelangt durch die 

Differentiationen (12) zu der Spannungs-Dehnungs-Beziehung (7). 
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1. Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungsgleichungen. Im Besitz der 
Spannungs-Dehnungs-Beziehung lassen sich die im $ 64 erwähnten Differential- 
gleichungen leicht anschreiben. Wir beschränken uns von nun an anf isotrope 
homogene Körper (}, u, o sind räumlich konstant) und setzen in die Gleich- 
gewichtsbedingung 
OP: 


0x: 


OR,% 


xX+ Tr 


a en, (1) 


+ 
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die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen 


ÖE 


Pa = ZU &.t+ Me. + &yy + &2) = 2u 57 3 2.) 


rl ++) 
(2) 


x 


08 08.6 
Pyz = U &yn = U (+3), er 3) 
ein, in die wir auch die Bedeutung der &,, hineingeschrieben haben. Dann wird 
Gl.(1) die Form 


Ö2E 9 (0E On © 
re Hole ag 2.) 


0°E 0®n 027 02E 
Hu dx0dy Ox0z er) =. 


(3) 


erhalten. Nach Ordnung und durch Einführung des „LArLAcEschen Opera- 
tors‘‘ 


0? 0 © 
A de na Fr (4) 


9x: 


als Abkürzung erhalten wir — indem wir auch die anderen zwei analogen Glei- 
chungen hinschreiben - die Differentialgleichungen des elastischen Gleichgewichts: 


X+nds+wrng lg +g Er +2) = 0, 


y 02 
d£ oc 
Y+adnıW lt +2) - 0, oa) 
dE \_ 
2 +n4t ++ 5;(5 +) 
In vektorieller Form zusammengefaßt lautet dies 
Stu43+ (u +A)graddivs=0. (5b) 


Die Bewegungsgleichungen können wir aus dem Vorangehenden nach 
Gl. (64,21a) oder nach dem D’ALEMBERTSchen Prinzip erhalten, indem wir 


% durch % 


Körper die Verschiebungen und ihre räumlichen Ableitungen im allgemeinen 
- wenigstens im Falle der hier angenommenen vollkommen elastischen Körper 
und sehr kleiner Deformationen — dauernd sehr klein sind, darf man nach 
Gl. (62,48) statt des totalen zeitlichen Differentialquotienten den partiellen 


d?3 ® [2 ®n 00 R Ä 
078 ersetzen. Da nun bei den Elastizitätsproblemen der festen 
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nehmen. Demnach heißen die Bewegungsgleichungen des elastischen Körpers: 


0?E 0E oc 
er” X +uAE+(u+4),, Ab ++.) (6a) 
und zwei analoge Gleichungen; 
in vektorieller Form: 
2 | 
> =%5+u43 + (u + A) grad div. (6b) 


Die Gl.(5) bzw. (6), die man auch die Hauptgleichungen der Elastizitäts- 
theorie nennt, sind partielle Differentialgleichungen für die Verschiebungen &,n, & 
innerhalb des Körpers. Zur Festlegung dieser Verschiebungen müssen auch die 
(in $ 64,3 besprochenen) Randbedingungen für die Körperoberfläche und im 
Falle der Bewegung auch die Anfangsbedingungen vorgeschrieben sein. Gelingt 
es, die den Differentialgleichungen und den geforderten Bedingungen genügen- 
den Verschiebungen zu ermitteln (d.h. das „Randwertproblem der Elastizitäts- 
theorie‘‘ zu lösen), so sind damit auch die Deformationsgrößen e,, und (wegen 
der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen) die Spannungen P,, bekannt. 


‚2. Eindeutigkeit der Lösungen. Es fragt sich, ob die Hauptgleichungen der Elastizitäts- 
theorie unter den verschiedenen möglichen Randbedingungen überhaupt Lösungen besit- 
zen. Auf dieses in. seiner Allgemeinheit recht schwierige mathematische Problem der 
Existenz von Lösungen können wir nicht eingehen. Physikalisch ist die Existenz einleuch- 
tend, und wir werden später in einigen Sonderfällen wirklich Lösungen angeben, die den 
Bedingungen entsprechen. Viel leichter ist die Frage nach der Zindeutigkeit zu beantworten, 
d.h. die Frage, ob es außer einer (irgendwie gefundenen) Lösung keine andere, .die Bedin- 
gungen ebenfalls befriedigende Lösung gibt. Wir wollen dies nur für den Fall des Gleich- 
gewichts untersuchen. 

Es ist zweckmäßig, statt von (5a) von den ursprünglichen Gleichungen (1) und (2) aus- 
zugehen [aus denen wir Gl.(5a) erhalten haben]. Zu diesen kommen die Randbedingungen 
hinzu, die — wie in $ 64,3 erwähnt - verschiedener Art sein können. Im häufigeren Falle, wo 
die Spannungen (P},, Pay Pr) an der Oberfläche des Körpers vorgeschrieben sind, lauten 
die Randbedingungen (64,22): 


Paz = Pza 00s(nz) + P,z.cos(ny) + P,, cos(nz), usw. (7) 

Nehmen wir nunan, daß es außer der Lösung (8, n, &) noch eine andere Lösung (£’, n’, £) 
gäbe, zu der die Deformationsgrößen e;, und die Spannungen P! iz gehören, und es sei 

eb, rm 5m eln Prr— Piz = P},; usw. (8) 


Dann sind die Gleichungen (7), (1) und (2) auch fürdiegestrichenen Größen gültig, und durch 
Substraktion folgt (da die gegebenen Größen Pz,...und X, ...in beiden Fällen die gleichen 
sind und bei einer sehr kleinen Deformation auch die Richtungskosinusse der Oberfläche in 
erster Näherung als gleich betrachtet werden dürfen) 


0= P,,cos(nz) + Py„00s(ny) + Py„cos(n2); usw., (9) 


öPp° öP,__oP 
+ —IE + —E; uw. (10) 


Kr "ur Prater 7a, 
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Multipliziert man die drei Gleichungen (10) der Reihe nach mit &,dV, »dV, &,dV, ad- 
diert und integriert über das Volumen des ganzen Körpers, so folgt: 


op, dp | 
1 zz & +. . + — er __ Rz |ar= OÖ. (11) 
Mit Umformungen vom Typ 
an He (Paes) 2 19 
wird aus Gl.(11): oz ” dx ( = 0) dx *° (12) 


0 Ö ö ö 
N ent lar- rege ++ m geler=0. 08 


Im ersten Integral können wir für jedes Glied die Form (64,3b) des GAUSS-OSTROGRADSKI- 
schen Satzes anwenden: 


0 (Pr.E | 
ar - [(m.8) cos(nx)df. (14) 
So ist das erste Integral in (13) gleich 
Ä [ [Pr eos(nx) + P7,, cos (ny) + P,, cos (nz)] &,d4f + zweiähnliche Integrale. (15) 


Dies ist aber wegen G1.(9) Null. Aus (13) bleibt also unter Anwendung von 


[Prae2a + 2Payy + . PL ,8.) dV=0, (16) 
oder nach Gl. (66,13) mit dem elastischen Potential ausgedrückt: 
f2 8,daV =0. (17) 


Da nach $ 66 ©, nirgends negativ ist, kann Gl. (17) nur dann gelten, wenn ©, an jeder Stelle 
verschwindet ; daraus folgt aber ebenfalls nach $ 66, daß alle Deformationsgrößen &;, ein- 


1 lsind: 
zeln Null sin „0% j Om _, o%_, 5 
Ey, = FR =VU, dy — UV, FR u ( ) 
- One _ One 0% u 0 9% = j 


Wenn wir alle sechs Gleichungen nach x, dann nach y und z differenzieren, sehen wir, daß 
sämtliche zweiten Differentialquotienten von &,, 29, &, nach x, y, z verschwinden müssen, 
d.h., &,, 70; &, sind lineare Funktionen von z, y, 2: 


O8 0%, O8, 


& = &, (0) +3 x x +57 dy ? / y+- Ey 235 (20a) 
ö ö 
ge +52, (20b) 
06, öL, 9%, 


{Eee 11 Bu ulr Prüäu ee Fre Sc er rt (200) 
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| d | 
Wegen Gl.(18) ist in &, das Glied 2 x Null, und ähnliches gilt auch für 7, und Z,. Wenn 


0x 
wir also vorübergehend unter Anwendung von (19) die Bezeichnungen 
O__ m „IL Mm 
77 .’ Wit Id’ rd dy er 


einführen, so wird aus G1.(20) 
& = &(0) + 9,2 — 9,%, USW., (22) 


oder in vektorieller Form zusammengefaßt: 


,=30+[P:). (23) 


Das bedeutet, daß die der Differenz der beiden Lösungen (3 und 3°) entsprechende Verschie- 
bung 3, = (£,, No, &0) gleichwertig der Summe einer Translation und einer Rotation ist. 
Anders: die angenommene zweite Lösung (£’, 7’, &’) unterscheidet sich von der ersten 
Lösung (£,, 5) nur durcheine Translation und eine Rotation des Körpers als starren Ganzen, 
bedeutet ‘aber dieselbe reine Deformation, und das ist es, was uns jetzt interessiert. In 
diesem Sinne können wir sagen: gegebene Massen- und Oberflächenkräfte bestimmen ein- 
deutig die elastische Formänderung des Körpers. Der Eindeutigkeitsbeweis läßt sich auch für 
andere Randbedingungen und für den Fall der Bewegung erbringen. 


*S 70. Das HAamILTonsche Prinzip. Kinetische und potentielle Energie 
elastischer Körper 


Die Bewegungsgleichungen der elastischen Körper und auch die Rand- 
bedingungen sind im Hamıttonschen Prinzip enthalten, das hier die gleiche 
Form besitzt wie bei den Punktsystemen ($ 32,3). Wenn nämlich ein elastisches 
Potential existiert und auch die auf den Körper wirkenden äußeren Kräfte ein 
Potential haben, dann läßt sich aus der kinetischen Energie T und aus der ge- 
samten potentiellen Energie U des Körpers die LAarAnGzsche Funktion 
L= T- U bilden, und das Hamıtronsche Prinzip lautet 


t 7 
[Lat — Extremum oder ö/Ldt —=(. (1) 
b, bo 


Der Inhalt des Prinzips ist natürlich ähnlich wie in der Punktmechanik. Wir 
nehmen an, daß der elastische Körper während seiner Bewegung — wobei der 
Verschiebungsvektor 3 eine bestimmte Funktion des Ortes tr und der Zeit ist: 
ö(r, ti) - aus dem Zustand 3 (tr, i,) in der Zeit i, — t,den Zustand 3 (rt, t,) erreicht. 
Diese wirkliche Bewegung vergleichen wir mit solchen gedachten, nicht nach 
den Gesetzen der Mechanik ablaufenden und durch 3’(t, it) charakterisierten 
Nachbarbewegungen, bei denen der Körper aus dem gleichen Anfangszustand 
3(t, i,) in der gleichen Zeit in den gleichen Endzustand 3(r, £,) gelangt. Eine 
solche „variierte Bewegung‘ kann man sich auch jetzt, ähnlich wie in $ 32, so 
entstanden denken, daß man die Punkte des Körpers aus ihrer augenblicklichen 
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Lage ı um ein kleines ö3 = Ö5(rt, t) verschiebt, wobei ö3(rt, t) als eine stetig 
differenzierbare Funktion des Ortes und der Zeit und öt = (0 angenommen 
werden. Diese virtuellen Verschiebungen oder Variationen ‚63 sind beliebig, nur 
müssen sie mit den Randbedingungen für die Körperoberfläche verträglich sein 
und im vorliegenden Falle außerdem in den Zeitmomenten t, und ti, überall ver- 
schwinden. Dann besagt das HamıtLTonsche Prinzip, daß bei der wirklichen 
Bewegung der Wert des Integrals in Gl.(l) - verglichen mit den variierten 
Bewegungen - ein Extremum hat. 

Um nun die LAGRAngE-Funktion LZ= T— U explizit angeben zu können, 
bemerken wir zuerst, daß die kinetische Energie eines Volumelements dV 


j 7 oaV (5 3.) ist, da jetzt er durch 2 . ersetzt werden kann, vgl. Gl. (62,48). 


dt dt 
a beträgt die kinetische Energie eines elastischen Körpers 
-[2(22). 
T= AT ) dV. (2). 


Die gesamte potentielle Energie U des Körpers ist die Summe der inneren 
potentiellen Energie oder Deformationsenergie f DdV, siehe Gl. (66,16), und 


des Potentials. der äußeren Kräfte. Der letztere Anteil ist diejenige Arbeit, die 
gegen die äußeren Massen- und Oberflächenkräfte geleistet werden muß, wenn 
der Körper aus dem deformationslosen Zustand 3 = O in den momentanen Ver- 
schiebungszustand 3 gebracht wird. Mit den üblichen Bezeichnungen ist diese 
Arbeit (da 3 sehr klein ist) die Summe des Volumenintegrals von — %dV - 3 
und des Oberflächenintegrals von — PB} df- 8. Die Zusammenfassung sämt- 
licher Anteile liefert die gesamte potentielle Energie des elastischen Körpers: 


U=/|Bav — [$5av — (Pisar. (3) 


Mit der so bestimmten LAGRANGE-Funktion 


r=r-u-[\e(8\ -o+slav + [Bisor (4) 


erhalten wir aus (1) die folgende ausführliche Form des HAamILToNschen 


Prinzips: 
t, 
o (08 \? *a1ı _n 
fatfle(e) 0485] av + [misarl = 0 (5) 
; | 


Um zu zeigen, daß die Bewegungsgleichungen und die Randbedingungen im 
Hamitronschen Prinzip enthalten sind, führen wir die Variation in G].(5) 
aus. Dabei darf man bekanntlich das Variationszeichen ö unter das Integral- 


en ec 2 : 8 0 ne 
zeichen bringen und mit den Operationen —, — usw. vertauschen. Somit wird 


PIE: 
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zunächst das erste Glied von (5) (durch partielle Inuegration nach der Zeit) zu 
03 08 063 . 
afs(e) dV = [efez E74 3,9 
[eEnar] af r 


to to 


wobei das erste Glied auf der rechten Seite wegen ö&(t, t,) = 63(1, t) = O ver- 
schwindet. | 
Bei dem zweiten Glied von (5) beachten wir, daß nach $ 66,1 das elastische 


Potential ® eine Funktion der Deformationsgrößen e,, = LG usw. ist, d.h. 


0x 
OD . OD | 
öD = De, 0er ra, + 2 
08 Oöf O6E _ Oön 
de, 0% Ö Ey (5 r 52) m 
Wir können nun auf Grund der Identitäten vom Typ 
| 08 58€ hr) ö (86 
ler 58) 20)? “ 


auf die Raumintegrale der in. Gl. (7) stehenden Glieder die Form (64,3b) des 
GAUSS- OSTROGRADSKISchen Satzes anwenden: 


O8 088 ö 
ee-|(7,, 68 cos(na)df — 2 a 2. )orar (9) 


Man findet so für das zweite Glied von Gl. (5) 
t, tb, 
ajajear- Lau 
od 
= -[ef[ge cos(nx) +3 2 0os(n3) + — > Ep ae) ÖE+ 1 df 
09 19898 109 8 
llemıge ERENWN ar = 


die Punkte weisen auf die entsprechenden Glieder mit den Faktoren ön und 


ö£ hin. 
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Für das dritte und vierte Glied von Gl. (5) erhält man einfach, da die äußeren 
Kräfte % und P* von den Verschiebungen nicht abhängen: 


bı b, 
%* ‚m 
DS SEET + [Br saf] us + [Pr ösaj]. (11) 
Setzt man die Summe der rechten Seiten von (6), (10) und (11) im Sinne 
von (5) gleich Null, so müssen die Koeffizienten der beliebigen Funktionen 
Ö£, ön, ö& unter den Volum-.und Oberflächenintegralzeichen nach dem Funda- 
mentallemma der Variationsrechnung ($ 33,2) für sich verschwinden. Es müssen 
also für jeden inneren Punkt des Körpers 


0°£ 8 98 10.9 10 08 
a rd %dyden ' 2 


(12) 


und zwei analoge Gleichungen gelten. Ferner gilt für diejenigen Punkte der 
Oberfläche, in denen die äußeren Spannungen ®; vorgeschrieben (und somit 
dort 6£, ön, ö& beliebig) sind, 

| 1 38 
2 day 


od 1 08 
* Fa 
Pr = a + cos(ny) + 2 de,. cos (22) (13) 


und zwei analoge Gleichungen. Man stellt nun auf Grund der bekannten Eigen- 


a =,P.; usw.) leicht fest, daß die 

TE 
Gleichungen (12) und (13) wirklich mit den Bewegungsgleichungen und den 
Randbedingungen gleichbedeutend sind (vgl. $ 64). Sie gelten in dieser Form 
auch für anisotrope Körper (Kristalle); ® bedeutet dann im allgemeinsten Fall 
den Ausdruck (66, 11) mit (66, 7c). 

Das Hamiwtonsche Prinzip läßt sich bei konkreten Problemen mit Vorteil 
dazu anwenden, die Bewegungsgleichungen und Randbedingungen gleich in 
den zum Problem passenden Koordinaten aufzustellen. Diese Gleichungen sind 
— wie auch im allgemeinen Falle - nichts anderes als die EuLegschen Gleichun- 
gen eines Variationsproblems der in $ 33,6b erwähnten Art. 


schaften des elastischen Potentials 


Wir erwähnen noch ohne Beweis die zwei Minimalprinzipe der Elastizitätstheorie, die sich 
auf Gleichgewichtszustände von elastischen Körpern beziehen. Das Prinzip der kleinsten 
potentiellen Energie oder Prinzip der virtuellen Verschiebungen besagt, daß im Gleich- 
gewicht die durch (3) gegebene potentielle Energie U des Körpers ein (echtes) Minimum 
hat: U = Minimum oder 6U =. Dies bedeutet, daß bei solchen sehr kleinen und den 
vorgeschriebenen Randbedingungen genügenden Verschiebungen 63, die, von der Gleich- 
gewichtslage ausgehend, wirklich eintreten können, U seinen Wert in erster Näherung be- 
hält. Das andere Prinzip ist das CAstieLıanosche Prinzip (1879); nach diesem treten unter 
allen Spannungen, die mit den vorgegebenen Massen- und Oberflächenkräften im Gleich- 
gewicht sein können, diejenigen wirklich auf, für welche die sogenannte Ergänzungsarbeit 


[d.h. die Differenz der Formänderungsarbeit li DdV und der Arbeit f %»3dfderOberflächen- 
kräfte, s. Gl. (3)-(4)] ein Minimum wird, 
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8 71. Einfache Gleichgewichtsprobleme: Dehnung, gleichmäßige Kompression. 
Scherung und Torsion 


In der Statik der isotropen elastischen Festkörper handelt es sich meist um das 
folgende Problem: Gegeben sind die äußeren Massen- und Oberflächenkräfte, 
und gesucht werden die Verschiebungen, die unter ihrer Wirkung auftreten. 
Die Integration der allgemeinen Gl. (69,53) unter den gegebenen Randbedin- 
gungen läßt sich wegen ihrer Kompliziertheit kaum auf die Weise vollziehen, 
daß man zuerst die allgemeine Lösung bestimmt und dann die in der Lösung 
vorkommenden beliebigen Konstanten bzw. Funktionen den Randbedingungen 
entsprechend wählt. Deshalb geht man vielfach unmittelbar von den Rand- 
bedingungen aus und sucht durch Ansätze bzw. Probieren eine partikuläre 
Lösung zu finden, die außer den Randbedingungen auch die Differential- 
gleichungen befriedigt. Gelingt es, eine solche Lösung anzugeben, so ist sie auf 
Grund des im vorstehenden bewiesenen Eindeutigkeitssatzes die einzige Lösung. 

Bei der obigen Methode ist es zweckmäßiger, statt von (69,5a) von den 
ursprünglichen Gleichungen auszugehen, aus denen wir Gl.(69,5a) erhalten 
haben. Das sind — unter Vernachlässigung der Massenkräfte, die bei den De- 
formationen fester Körper gewöhnlich nur eine unwesentliche Rolle spielen - 
die Gleichungen für die Spannungen 


OP, OP,,; OP,, _ OP ;y OPyy OP;,y _ 
dx dy ur FR dy ar 
OP,. , O9P,: | 9Pız _ 
Ep ed, ae, () 


die Randbedingungen: 
Paz = P,,„cos(nxz) + P,„cos(ny) + P,. 608 (nz) 
Pay = Pzycos(nx) + Pyycos(ny) + P,,cos(nz) }; (2) 
Paz = P,., cos(nx) + P,,cos(ny) + P,, cos(nz) 
die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen 
P,,=24&, +40, Puy=2usw+40, P.=2us, + > (3) 
Pay = ?UEayı Pyz = 2U&:: P,a= 2 U8&; 
= &, + 84 + &.) 
und die die Deformationsgrößen e&,, definierenden Gleichungen 
07 1 
Pen 05 . (Fe + F)- ... 


Es: = dr’ Ey = cs 


(4) 


Wir wollen die nächstfolgenden zwei speziellen Gleichgewichtsprobleme mit 
dieser Methode behandeln. 


24 Budö, Mechanik 
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1. Einseitiger Zug (Dehnung). Die eine Grundfläche eines prismatischen oder 
zylindrischen homogenen Stabes von der ursprünglichen Länge ! und dem 
Querschnitt g sei befestigt, auf die andere Grundfläche wirke in Richtung der 
Stabachse (z-Achse) eine Zugkraft von der Größe Q (Abb. 130); auf die Seiten- 
flächen sollen keine äußeren Kräfte wirken. 

Zuerst wollen wir die Randbedingungen befriedigen. An den Seitenflächen des 
Stabes gibt es nach unserer Annahme keine äußeren Spannungen: Pi. = Pi, 
= Pa. = d, ferner ist hier cos(nz) = cos 90° = 0. Daher können die Gleichun- 
gen (2), in denen also jetzt die 1. und 4. Spalte wegfallen, durch den folgenden 
Ansatz befriedigt werden: | 


Par=Pıuy=0 Pıy= Pr > Pr =). (5) 


b+db 


L+2t. 


| g+da 


Abb. 130 Q 


An der freien Grundfläche — auf die nach unserer Voraussetzung die gleichmäßig 
verteilte Kraft Q, also die äußere Spannung Pr, = Q/q wirkt - ist cos(nx) 
—= cos(ny) = 0, cos(nz) = 1; es folgt also aus Gl. (2), daß hier 


P ze (6) 
ist. 
Nehmen wir versuchsweise an, daß Gl. (5) und (6) in jedem Punkt des Kör- 
pers - sowohl im Innern als auch an der Oberfläche - gültig sind ! Diese Annahme 
ist richtig, denn man sieht sofort, daß die Spannungen (5) und (6) sowohl den 
Grenzbedingungen (2) als auch den Gleichungen (1) genügen. | 
Mit den obigen Spannungen erhalten wir für die Deformationen aus der zwei- 
ten Gleichungsgruppe von (3): &y = &yz = &,—=0, und aus der Addition 
der ersten drei Gleichungen (3): 
Q ER | 1 Q 
——=(2 .h. = ——:—, 
-@n+3n0, dh O=,..7;, (7) 
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Aus der dritten Gl. (3) folgt dann: 


2u\g 2 u 24 +31 
u+/ Q 
Er re EEE TEE | 8 
u@u+3A gq > 


‚Da e, nach $ 62,4 die relative Dehnung Al/l bedeutet, drückt Gl. (8) das wohl- 
bekannte Hooxesche Gesetz für die Dehnung 


7-57 9 


aus, wobei E der (1807 von Young eingeführte) lineare Elastizitätsmodul oder 
Younssche Modul ist. Wie der Vergleich von Gl. (9) mit (8) zeigt, gilt zwischen 
E und den Lamüschen Moduln u, A die Beziehung 


u(2u-+34) 
_- 2, 10 
An 
Aus Gl. (3) und dann aus Gl. (7) folgt noch 


A A Q 


Os eu, 11 
2 u 2u(2u+3A)g nn 


en ey alamamm 


A | 
Der negative Wert von & = = (Abb. 130) bedeutet eine Querkontraktion. Der 
positive Quotient ” 


=——— = -—:!— (12) 


— das Verhältnis der relativen Querkontraktion zu der relativen Längsdehnung - 
heißt Querkontraktionskoeffizieni oder Poıssonsche Zahl. (In der Technik wird 
sie meist mit u oder v, ihr ebenfalls oft benützter reziproker Wert mit m be- 
zeichnet.) Aus der Division von Gl. (11) durch (8) ergibt sich der Zusammenhang 
zwischen 0 und u, A: 


A 
= ———. 13 
2A rn) er) 
Mit o und E läßt sich die relative Volumänderung (7) in der Form 
4V 1-2 
EN K4 (7a) 


ausdrücken. Da© (und E) erfahrungsgemäß stets positiv ist, kann die Poısson- 


sche Zahl höchstens den Wert 2 annehmen. 
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Wirkt auf die Endfläche des Stabes eine Druckkraft statt der Zugkraft, so ist 
Q in den Gleichungen mit negativem Vorzeichen zu nehmen; es tritt dann eine 
Längskontraktion mit Querdehnung auf. 


2. Gleichmäßige Kompression. Auf die Oberfläche eines homogenen Körpers 
beliebiger Form wirke ein überall gleich großer, in normaler Richtung nach 
innen weisender Druck p (Kraft pro Flächeneinheit), siehe Abb.131. In diesem 
Fall, der experimentell etwa durch Vermittlung einer den Körper umgebenden 
Flüssigkeit verwirklicht werden kann, lauten die gegebenen äußeren Span- 
nungen 


Pk, = —pcos(ne), Pi, = —peos(ny), P},= —pecos(n2), - (14) 


mit negativen Vorzeichen, weil nach unserer Vereinbarung rn die äußere Nor- 
male ist. 


Abb. 131 


Die Randbedingungen (2) können offensichtlich erfüllt werden, wenn man in 
jedem Punkte der Körperoberfläche 


P,a=Pır = fı=-P: 


(15) 
N U 
annimmt. Man kann aber diese Spannungen auch im Inneren des Körpers als 
gültig ansehen, weil sie auch Gl.(1) befriedigen. Wir erhalten dann aus (3), 
daß die drei Gleitungen e,,,... verschwinden, und aus der Addition der ersten 
drei Gleichungen (3) folgt für die relative Volumänderung 


= =-ZzP (18) 
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die der Volumverminderung entsprechend negativ ist. Für die relative Ver- 
änderung der linearen Abmessungen des Körpers findet man: 


— Te nn 


(17) 


Es ist üblich, als Maß für die obige ‚Volumelastizität‘‘ der Stoffe eine neue 
(positive) Elastizitätskonstante, die Kompressibilität 


1=—--. =—-— (18) 


einzuführen, die die relative Volumänderung pro Druckeinheit angibt. Auf 
Grund von Gl. (16) ergibt sich ein Zusammenhang zwischen # und u, }: 
3 


Eurer 12) 


% 


Statt x gebraucht man auch den Kompressionsmodul M = 1jx. 


Abb. 132 


3. Scherung. Man spricht von einer Scherung, wenn die Diagonalelemente des 
Spannungs- und Deformationstensors verschwinden. Die einfachste Scherung 
liegt bei einem homogenen Quader (Abb. 132a) vor, wenn nur eine gemischte 
Tensorkomponente - etwa P,, bzw. &,, - von Null verschieden ist. Wir wählen 
jetzt den umgekehrten Weg als in den vorigen zwei Beispielen: wir gehen von 
den für jeden Punkt des Quaders vorgeschriebenen Deformationsgrößen 


Eyy = const, &, = Ey = = 5, = 0 (20) 


aus und fragen nach den Oberflächenkräften (äußeren Spannungen P%), die 
diese Deformation hervorrufen. 


374 IV.B. Mechanik elastischer fester Körper (Elastomechanik) 
Für die inneren Spannungen folgt aus (3) mit (20): 
P,;y = 2 E&,y, die übrigen sind Null. (21) 


Diese Gleichungen befriedigen Gl. (1), und es verbleibt nur noch, aus Gl. (2) die 
äußeren Spannungen Pr: Pay; Prz zu bestimmen. 

An den beiden Flächen mit den Normalen x und — x ist cos(nx) = +1, 
cos(ny) = cos(nz) = 0, also gilt nach Gl. (2) an diesen Flächen 


erg 2208.05: Zoe me (22a) 
entsprechend gilt an den Flächen mit den Normalen y und — y: 
P&= + Py= +20. P=P&=0, (22b) 
und schließlich an den Flächen mit den Normalen 2 und — z: 
PR= P,=P%=0. (220) 


Es müssen also an den vier Flächen mit den Normalen + x und + y Schup- 
spannungen vom Betrage 2 u e,, wirken, damit die verlangte Deformation zu- 
stande kommt (Abb. 132b). Diese Deformation bedeutet nach den Gleichungen 
(4), daß die Punkte des Quaders die Verschiebungen 


n=22,,'2=cont. vr, E={5—-0 (23) 


erfahren, diese Ausdrückesind es nämlich, die die Gl. (4) befriedigen. Nach Gl. (23) 
und Abb. 132b verdreht sich jede x-Faser des Quaders parallel zur xy-Ebene 
um den kleinen Winkel 


y=2&£,y; d.h. nach Gl.(2l) umy = —er, (24) 
übereinstimmend mit Gl. (62,28). 
Die Beziehung (24) tritt in der Experimentalphysik oft in der Form 
a (25) 


auf, wobei Q/q (Tangentialkraft durch Querschnitt) die Schubspannung und @ 
der durch diese Gleichung definierte Schub- oder Torsionsmodul (auch Sche- 
rungs- oder Gleitmodul) ist. Nach dem Vergleich mit Gl. (24) ist der Schubmodul 
mit dem Lamäschen Modul u identisch: 


Da nach G1.(20) © = &,, + &y + &;z = 0 ist, tritt bei der Scherung (in 
erster Näherung) keine Volumänderung ein. 


4. Torsion (Drillung). Ein homogener Zylinderstab von der Länge ! und 
zunächst beliebigem Querschnitt sei an einem Ende, im Querschnitt z = 0 
befestigt (Abb. 133). Der freie, zur Stabachse 2 senkrechte Endquerschnitt ver- 
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drehe sich als Ganzes um einen kleinen Winkel o,, jeder andere Querschnitt 
um den Winkel @, wobei @ = o(2) eine noch zu bestimmende Funktion von 2 
ist. Wir fragen, durch welche äußeren Oberflächenkräfte diese Deformation, die 
Torsion, hervorgerufen wird; von den Massenkräften können wir wieder ab- 
sehen. 

Nach der Definition der Torsion und nach (46, 2) läßt. sich der Verschiebungs- 
vektor 3 eines Punktes P(r) = P(x, y,z) des Zylinders so ausdrücken: 


—. 
= pt], wobei @ der Vektor mit den Komponenten 0, 0, o(z) (27) 
ist. Die Verschiebungen sind also gegeben zu 
= ypo@, n=ap@, C=0 (28) 
und somit die Deformationsgrößen gemäß ihrer De- 
finition (62,8) zu 
mg mung Igz’ (29) 
die übrigen sind Null. 


Die Torsion ist also - im Sinne der in 3. gegebenen 
Definition — ebenfalls eine Scherung, bei der keine 
Volumänderung eintritt. 

Mit (29) und (3) folgt für die Spannungen 


d 
Pyz = 2u,=urZ., Pa=—uyG, 


v4 
Abb. 133 (30) 
die übrigen sind Null. 
Die Spannungsgleichungen (1) liefern 
O Pyz öP,. 
Paaren, (3 
Sie werden nach Gl. (30) befriedigt, wenn 
2 
0, also p=c2+,= (32) 


ist; die Integrationskonstanten c, = g/l und c, = 0 ergaben sich daraus, daß 
nach unserer Annahme für den Anfangs- und Endquerschnitt @(0) = 0 bzw. 
o(l) = y,sein muß. Nach den Gleichungen (30) und (32) sind also die inneren 
Spannungen gegeben zu 


= — -——y, die übrigen sind Null. (33) 
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Es bleiben noch die Randbedingungen (2) übrig; sie sind wegen Gl. (33) die. 
folgenden: 


Pi, = — .. ycos(n2), Pi, = _ x cos(n2), (34) 
Rd ei 
el 7 [x cos(ny) — ycos(nx)]. (35) 


An der Mantelfläche ist cos(nz) =, also Pi, = Pi, =0, Pi. aber im all- 
gemeinen — bei einem Zylinder von beliebigem Querschnitt — nicht gleich Null. In 
diesem Falle muß man also, um die in Gl. (28) angenommene reine Torsion 
verwirklichen zu können, auf den Zylindermantel tangentiale Oberflächen- 
kräfte wirken lassen. Umgekehrt: wenn solche Kräfte nicht wirken, wird die 
Deformation keine reine Torsion sein. Die ursprünglich zur 2-Achse senk- 
rechten ebenen Querschnitte erfahren außer der Verdrehung auch eine Wöl- 
bung, wie das eine nähere Untersuchung zeigen würde. 


Abb. 134 Abb. 135 


Zur Verwirklichung der reinen Torsion braucht nur dann keine Tangential- 
kraft am Mantel angewendet zu werden, wenn der Zylinder ein Kreiszylinder 
ist. Die rechte Seite von Gl.(35) ist nämlich proportional dem Betrag des 
Vektorproduktes [r,n] -— wobei r, der in einer zur 2-Achse senkrechten Ebene lie- 
gende Ortsvektor eines Oberflächenelements df mit der Normalen n ist, siehe 
Abb.134 -, und dieser ist nur im Falle eines kreisförmigen Querschnitts Null, 
da dann 1, "und n die gleiche Richtung haben. 

Indem wir uns im folgenden auf einen Kreiszylinder beschränken, müssen 
wir noch die Randbedingungen für die freie Endfläche z = I befriedigen. (Die 
Randbedingungen für den festgehaltenen Anfangsquerschnitt würden die wegen 
der Befestigung auftretenden Zwangskräfte ergeben.) An der Endfläche ist 
cos(nz) = 1, cos(nx) = cos(ny) = 0. Es folgt also aus (34) und (35) 


Pr,= My, pr,=#Rz, Pr=0. (36) 


Diese die Torsion des Kreiszylinders hervorrufenden äußeren Spannungen sind 
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also Schubspannungen, deren Resultante B} in jedem Punkt P(x, y) der End- 
—> 
fläche auf dem RadiusvektorO P = r (Abb. 135) senkrecht steht und den Betrag 


P* -YPt? + Pt? — ya? pe um (37) 


hat. 
Die auf einen Kreisring vom Radius r und der Breite dr fallenden äußeren 
Spannungen üben um die Zylinderachse ein Drehmoment von der Größe 


dM = P* -2nrdr-r = FEN gr (38) 


aus (Abb. 135). Das gesamte Drehmoment auf die Endfläche ergibt sich durch 
Integration von Gl. (38) nach r von O bis R (R = Zylinderradius) zu 


ak! 
M=477 0 (39) 


Unser Resultat ist also das folgende: Wenn auf die freie Endfläche eines 
Kreiszylinders von der Länge ! und dem Radius R ein Drehmoment vom 
Betrag M ausgeübt wird (in bezug auf die Zylinderachse), dann verdreht sich 
die freie Endfläche um den Winkel 

2 I 

2 = UN R: M, (40) 

wobei u = @ der Schub- oder Torsionsmodul des Zylindermaterials ist. (Wenn 

man also den Zylinderradius R — z.B. bei einem Torsionsgerät oder bei einer 

Maschinenwelle - zweimal, dreimal,... vermindert, so wird bei sonst gleichen 
Bedingungen die Verdrehung 16mal, 81mal, ... größer!) | 

Die Torsion ruft ein dem tordierenden Drehmoment entgegengesetzt gleiches, 


rücktreibendes Moment M’ = — M = — Do, hervor, wobei die Größe 

M unR 
das Richtmoment des Drahtes oder Stabes genannt wird (siehe auch $$ 56 
und 73). 


In praktischen Fällen ist die Verteilung des äußeren Drehmomentes M über 
den Endquerschnitt nicht Punkt für Punkt dieselbe, wie es der G1.(38) ent- 
spricht, sondern M setzt z.B. an einem oder mehreren Punkten der Peripherie 
an. Allgemein ist auch in anderen Fällen (z.B. bei der Dehnung, Biegung) die 
angreifende Last von gegebener Gesamtstärke nicht genau so über den Quer- 
schnitt verteilt, wie es. die Rechnung verlangt. Es läßt sich aber zeigen, daß die 
davon herrührenden Abweichungen nur auf die nächste Umgebung des Last- 
angriffes beschränkt bleiben (SAınt-VEnANTsches Prinzip, 1856) und somit 
die Resultate im allgemeinen nicht merklich beeinträchtigen. 
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Von den bisher behandelten Deformationen gehören die Dehnung, die gleich- 
mäßige Kompression und die einfache Scherung in 3. — nicht aber die 
Torsion — zu den homogenen Defotrmationen, die alle Volumelemente des Kör- 
pers in gleicher Weise betreffen, bei denen also alle Deformationsgrößen e,, 
räumlich konstant sind. 


8 72. Biegung 


1. Elementare Theorie. Ein homogener prismatischer oder zylindrischer Stab 
(Balken) von der Länge / und von beliebigem, aber überall gleichem Quer- 
schnitt sei an einem Ende horizontal fest eingespannt, am anderen Ende wirke 
in vertikaler Richtung eine Kraft @. Die exakte Berechnung der hierbei auf- 
tretenden Deformation, der Biegung des einseitig eingespannten Balkens, ist 


£ y n 


Rz... 00 
AP NEE 
rd 


S 


/ 


SIIS2: 


d 


Abb. 136 


infolge der Integration der Grundgleichungen der Elastizität mit erheblichen 
Schwierigkeiten verbunden. Zur Lösung der technisch so wichtigen Biegungs- 
probleme haben sich aber auch vereinfachte Behandlungsweisen entwickelt (die 
erste geht noch auf JAKOB BERNOULLI, um 1700, zurück), die die sogenannte 
technische Biegungslehre bilden; ihre Ergebnisse haben sich in den praktischen 
Anwendungen gut bewährt und wurden später auch durch die strenge Theorie 
gerechtfertigt. Wir wollen zunächst, um ein Beispiel für eine solche elementare 
Behandlung zu geben, im wesentlichen der BernouLLischen Theorie folgen; 
dabei beschränken wir uns auf geringe Verbiegung und sehen vom Eigengewicht 
des Balkens ab. 

In dem in Abb. 136 dargestellten Fall werden durch die Biegung die oberen 
Schichten des Balkens gedehnt, die unteren zusammengedrückt, im oberen 
Balkenteil treten also Zugspannungen, im unteren Teil Druckspannungen auf. 
Dazwischen liegt eine (in undeformiertem Zustand horizontale) neutrale Schicht 
NN, die bei der Biegung weder Druck noch Zug erfährt und die daher, obwohl 
sie gekrümmt wird, ihre ursprüngliche Länge bewahrt. Wenn man nun nach 
BERNoULLI die (völlig willkürliche) Annahme macht, daß jeder ebene, zur 
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Balkenachse senkrechte Querschnitt auch nach der Durchbiegüng eben (und 
zur neutralen Schicht senkrecht) bleibt, dann ist es leicht, die Spannungen und 
Deformationen zu berechnen. 


Wir denken uns die x-Achse eines Koordinatensystems parallel der Stab- 
achse in die (der Lage nach zunächst unbekannte) neutrale Ebene gelegt, die 
2-Achse zeige vertikal aufwärts, die y-Achse horizontal nach hinten (Abb. 136). 
Betrachten wir zwei benachbarte Quer- 
schnitte in der ursprünglichen Entfernung x 
bzw. £ + dx vom festgehaltenen Anfangs- 
querschnitt, so bilden diese nach der Verbie- 
gung des Balkens einen Winkel dp = dx/R, 
wobei R der Krümmungsradius der Schnitt- 
kurve NN der neutralen Schicht mit der 
x2-Ebene ist. (Abb. 137. Die Kurve NN 
heißt „elastische Linie‘‘.) Die relative Deh- 
nung £,,„ einer im Abstand z von NN be- 
findlichen Schicht ist dann nach Abb. 137 


4 _, _Erady— Rdy 


dx 22 dx 
do 2 


Für die Normalspannung P,, an derselben 
Stelle gilt nach dem Hookeschen Gesetz 


E 
Pa= En - 9% (2) 


wobei E den linearen Elastizitätsmodul be- 
deutet. Die Gl. (1) und (2) drücken das so- | 
genannte Geradliniengesetz aus, nach dem (F Abb. 137 

sowohl die Längenänderungen der Schichten 

als auch die Spannungen (in Abb. 137 mit Pfeilen angedeutet) von der neu- 
tralen Schicht aus nach beiden Seiten hin linear anwachsen. 


Bei Kenntnis der Spannungen (2) lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen 
aufstellen. An einem Flächenelement df = dydz des am Ort x befindlichen 
Querschnittes wirkt die Kraft P,,df, an dem ganzen Querschnitt also die Kraft 


[ P,„df an. Diese muß für jeden Querschnitt verschwinden, da die Querschnitte 


bei der angenommenen reinen Biegungsbeanspruchung im ganzen nicht ver- 
schoben werden. Man erhält also als erste Gleichgewichtsbedingung 


[par = # [rar 0. (8) 
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Das über den Querschnitt genommene Integral F zdf - das sogenannte statische 


Moment oder Moment erster Ordnung des Querschnittes in bezug auf die 
y-Achse — verschwindet, wenn die 2-Koordinate vom Schwerpunkt des Quer- 
schnittes aus gerechnet wird (dann ist nämlich die Koordinate 2, des Schwer- 
punktes: 2, = [ 2df/ } df=0). Aus Gl.(3) folgt also, daß die (bisher unbe- 
stimmte) neutrale Schicht durch die Schwerpunkte der einzelnen Balkenquerschnitte 
geht. Die Schwerpunkte verbindende Kurve wird oft neutrale Faser genannt; 
v in undeformiertem Zustand ist sie eine hori- 

zontale Gerade, die wir als x-Achse wählen. 
Die auf den Querschnitt wirkenden Zug- 
kräfte P,,df üben - obwohl ihre Resultante 
Null ist -einDrehmoment auf den Querschnitt 
um die horizontale und in die Querschnitts- 
ebene verlegte y-Achse aus. Dieses ‚Biegungs- 
moment‘ hat auf Grund von Gl. (2) den Betrag 


Das hier stehende, über den ganzen Quer- 
schnitt erstreckte Integral 


Abb. 138 Te f z2df (5) 


wird Flächenträgheismoment — auch Trägheitsmoment des Querschnitts oder Mo- 
ment zweiter Ordnung — genannt. (J hat die Dimension Länge? und würde mit 
odx multipliziert das äquatoriale Trägheitsmoment ©, „einer aus dem Stab her- 
ausgeschnittenen Platte von der Dicke dx ergeben, vgl. $ 55, II.) Es ist z.B. für 
einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b und der Höhe 2h (Abb.138a) 
gegeben zu 


h 
IS [raue => [202-3 0. (ba) 


h 
und für einen kreisförmigen Querschnitt vom Radius R, (Abb.138b) 
Ru, 27% R 


o 2n 
Io -/ [r sin?®o - rdrdop -[r ar [int ag — BE. (5b) 
0 0 0 0 


Dem Moment (4), das den betrachteten Querschnitt am Orte x nach links 
zu drehen sucht (Abb. 137), muß das Moment M = M(x) der äußeren Kräfte 
das Gleichgewicht halten. Im betrachteten Fall übt die Last Q in bezug auf die 
Achse y der Querschnittsebene das rechtsdrehende Moment Q(l — x) aus, da 
der Hebelarm wegen der kleinen Verbiegung angenähert ! — x ist. Wir erhalten 
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also als zweite Gleichgewichtsbedingung M, = M oder, mit Gl. (4), das wichtige 
„BERNOULLI- EULERSche Biegungstheorem“ 


1 M 
R Er 
in unserem Fall 
1 Q 
ee 3b 
350-9 (6b) 


(Das Produkt EI wird mitunter Biegungssteifigkeit genannt, da man zur Hervor- 


bringung einer gegebenen Krümmung — eines äußeren Drehmoments bedarf, 
das zu EI proportional ist.) Ai 

Die Bedingung (6b) gibt eine Differentialgleichung für die Kurve 2 = (x) 
‚der neutralen Faser (elastische Linie) nach der Biegung. Die Krümmung einer 
ebenen Kurve 2(x) ist nämlich; wie bekannt, 


1 z’! 
R  1+273? M 


bei der angenommenen kleinen Verbiegung kann 2’? neben 1 vernachlässigt 
werden, und von den beiden Vorzeichen müssen wir das negative nehmen, 
weil 2” in dem gewählten Koordinatensystem negativ ist. Somit lautet die 
Differentialgleichung der neutralen Faser 


De er, (8) 


Durch zweimalige Integration und bei Beachtung, daß am festen Ende x = 0 


dz 2 ; i ; | 
sowohl 2 wie — verschwinden (und daher die zwei Integrationskonstanten Null 


dx 
sind), folgt die Gleichung der neutralen Faser: 
. Qfi a? 
«= p1\2 5) ” 


die Kurve ist also eine Parabel dritter Ordnung. Mit x = l erhält man hieraus 
die Durchbiegung des freien Endes des Balkens, den „Biegungspfeil‘ 


3 


Q. (10) 


Es ist speziell bei einem rechteckigen und einem kreisförmigen Balkenquer- 
schnitt nach Gl. (5a) und (5b) 


er un 11 
Tom U OT ER 
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Wir können auch die größte im Balken auftretende Spannung leicht angeben. 
Nach dem Geradliniengesetz (2) ist die Spannung P,, in der obersten Rand- 
faser die größte, d.h., es gilt, wenn der Abstand dieser Faser von der neutralen 
Schicht mit Ah bezeichnet wird, für die maximale Zugspannung 


h 
Prx, max = a) oder nach Gl. (6) Pzz, max = -ı — za — x). (12) 


Als Funktion von x hat sie den größten Wert am eingespannten Querschnitt 
x=0, nämlich den Wert kQI/I. Bei der Dimensionierung eines Freiträgers 
muß darauf geachtet werden, daß dieser Wert unterhalb einer vorgeschriebenen 
zulässigen Grenze bleibt. 


Ein zweiseitig unterstützter Balken, der in der Mitte durch die Einzelkraft @ belastet wird 
(Abb.139), verhält sich genauso, als ob er in der horizontal liegenden Mitte festgeklemmt. 
wäre und an beiden Enden mit den Kräften Q/2 nach oben gezogen würde. Ersetzt man 

also in Gl. (10) Q durch Q/2 und } durch //2, so ergibt sich 
3 für die Durchbiegung in der Mitte 
P 
eg 


d.h. 1/,, des Wertes aus Gl.(10). 

Wir betrachten noch den zweiseitig unterstützten Bal- 
ken mit gleichmäßig verteilter Last, die etwa durch das 
Eigengewicht @ - mit je qg = Q/l Gewichtseinheiten je 
Längeneinheit — repräsentiert sei. Wir können nach 
dem Obigen die linke Balkenhälfte so auffassen, als ob- 
sie an ihrem rechten Ende x = !/2 eingespannt wäre und auf ihr linkes Ende x = 0 die 
Kraft Q/2 = ql/2 aufwärts wirkte. Das Drehmoment M der äußeren Kräfte auf einen 
Querschnitt am Ort x(< 1/2) setzt sich dann zusammen aus dem Moment — xgl/2 der Auf- 


a 
2. 


(13) 


Abb. 139 


% 
lagerkraft und dem Moment / (x — x)gdx’ = qa?/2 der Eigenlast. Die Differential- 


Ö 
gleichung (8) lautet also in diesem Falle 


Bl. 14 
d | 
Die Integration, die unter den zwei Bedingungen 2 = 0 für x = 0 und er =0für x = 1/2 
auszuführen ist, ergibt für die neutrale Faser eine Parabel vierter Ordnung, und die Durch- 
biegung s = — z(l/2) in der Mitte des ganzen Balkens beträgt 


Bau 5 ® 


BETT TRITT «n) 


S 


2. Eine strengere Theorie der Biegung eines einseitig eingespannten Balkens (SAıNT- 
VENANT, 1856) ist dann am einfachsten, wenn auf das freie Balkenende nicht eine Quer- 
last, sondern ein Kräftepuar vom konstanten Moment M um die zur Balkenachse senk- 
rechte horizontale Achse wirkt. Dann ist nach Gl. (6a) der elementaren Theorie die Krüm- 
mung konstant, die neutrale Faser ist also nach der Biegung ein Kreisbogen. Bei der 
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Behandlung dieser sogenannten gleichförmigen Biegung nach der in $ 71 besprochenen Me- 
thode beschränken wir uns wieder auf sehr kleine Verschiebungen (auch am Ende des Bal- 
kens), sehen vom Eigengewicht ab und legen das Koordinatensystem der Abb.136 zu- 
grunde, wobei die x-Achse durch die Querschnittsschwerpunkte verläuft. 

Wir setzen für die inneren Spannungen 


Pa,=c2, Py=-=Pay=0 (16) 


an; diese Spannungsverteilung genügt den Gleichungen (71,1). Die Randbedingungen 
(71,2) werden erfüllt, wenn am rechten Endquerschnitt die äußeren Spannungen 


Pi.=cz, Piy=Pi,=v (17) 


wirken. Diese Spannungen würden, genau so wie wir bei den Gleichuugen (4) und (5) ge- 
sehen haben, das Drehmoment 


[Pazzät = e[z2df= cl (18) 


um die im Endquerschnitt gedachte y-Achse hervorrufen. Setzt man dieses Moment dem 
gegebenen Moment M des erwähnten äußeren Kräftepaares gleich, so ist dadurch die Kon- 
stante bestimmt: | 


M 
Ze, (19) 


Das äußere Moment M setzt sich zwar im allgemeinen nicht genauso wie das Moment (18) 
aus den Elementarmomenten zusammen, aber das verursacht nach dem SAINT-VENANT- 
schen Prinzip ($ 71,4) nur kleine Störungen in der Nähe des Endquerschnitts. 

Die den Spannungen (16) entsprechenden Deformationsgrößen ergeben sich aus Gl. (71,3) 
oder auch unmittelbar aus dem Hooxzschen Gesetz für die Dehnung ($ 71,1) zu 


Ps c oc 
gm "It wyriem ge ya any; (20) 


wobei E den Elastizitätsmodul, o die Poıssonsche Zahl bedeutet. 

Bei Kenntnis der Deformationsgrößen lassen sich die Verschiebungen. aus (71,4) 
unschwer berechnen; man verifiziert leicht, daß die folgenden Ausdrücke den Gleichüun- 
gen (71,4) genügen: 


c cc c 
= zu, = — 739% ze). (21) 


Diese Gleichungen stellen nach dem Eindeutigkeitssatz von $ 69,2 - da wir eine Translation 
und Rotation des ganzen Balkens ausschließen können - die einzige Lösung unseres Pro- 
blems dar ; die Konstante c ist durch G1.(19) gegeben. 

Wir schreiben noch die Koordinaten nach der Biegung (2° = x + € usw.) an: 


c oc c 
— m — —— = — [o{y?® — 22) — . 
x A + 22). Yy ‚(i 7°) =’ 2+z5„mlely 2) x) (22) 
Daraus liest: man leicht ab, daß in dem angenommenen Fall einer sehr kleinen Verbiegung 
(Kleines 5) folgendes gilt: Die neutrale Faser (y = 0, z = 0) hat nach der Biegung die 


6 
Gleichung 2 = — 3E x’2, sie ist also eine Parabel zweiter Ordnung, genauer ein Kreis- 
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| 1 M 
bogen, da die Krümmung RBTETEI konstant ist. Die Querschnitte x = const blei- 


ben eben und verlaufen durch den Mittelpunkt des jetzt genannten Kreises. Eine Ebene 
y = const bleibt eben, sie erfährt aber (wegen der Querkontraktion im Balken) eine Nei- 
gung gegen die 2-Achse. Eine der neutralen Ebene parallele Ebene 2 = z, geht in die Sattel- 
fläche 


c 
= =nt ame? 25) — &?] (23) 


[und en die neutrale Ebene in die Fläche (23) mit 2, = 0] über ‚ihre Hauptkrümmun- 


oC 
gen sind — E und — E Die Verformung eines rechteckigen Balkenquerschnittes läßt sich 


demnach schematisch nach Abb. 140a, diejenige des Balkens selbst nach Abb.140b dar- 
stellen. Wenn man auf die gut eben geschliffene Balkenoberfläche eine Planplatte aus Glas 
schiebt, lassen sich nach der Biegung wegen der gebildeten Luftschicht von regelmäßig ver- 


' 


Abb. 140 


änderlicher Dicke zwischen der Balkenoberfläche und der Glasplatte Lichtinterferenzstrei- 
fen beobachten, aus deren Analyse die Poissonsche Zahl (als das Verhältnis der Haupt- 
krümmungsradien) sehr genau bestimmt werden kann. 

Die strengere Theorie des in 1. behandelten Falles, d.h. eines Balkens mit Querlast, ist 
wesentlich verwickelter. Wir erwähnen nur, daß hier wegen der Randbedingungen (un- 
gleichmäßig verteilte) vertikale Schubspannungen P,, und mithin auch Scherungen e,, 
auftreten müssen, die zu Verwölbungen der ursprünglich ebenen Querschnitte x = const 
führen, Obgleich somit die BernovLLische Hypothese über das Ebenbleiben dieser 
Querschnitte sich als unhaltbar erwiesen hat, gelten u.a. das Geradliniengesetz (2) für die 
Spannungen P,.„ und das Biegungstheorem (6a) auch nach der strengeren Theorie. Dem 
ist es zuzuschreiben, daß die letztere Theorie gegenüber den Resultaten der technischen 
Biegungslehre, insbesondere zur Formel (10) für den Biegungspfeil, im allgemeinen nur 
kleine Korrekturen liefert. Die Abweichungen können jedoch erheblich sein, wenn eine 
Querschnittsabmessung sehr klein gegen die andere ist, wie z.B. bei dünnwandigen weiten 
Rohren und sehr hohen Trägerprofilen. 
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$ 73. Beziehungen zwischen den Elastizitätskonstanten und die Bestimmung 
derselben aus elastischen Schwingungen 


Statt der Lam&£schen Elastizitätsmoduln A und u gebraucht man in der 
Praxis die im Vorangehenden kennengelernten Konstanten anschaulicherer 
Bedeutung — nämlich den Elastizitätsmodul Z, die Poıssonsche Zahl ao (auch 
ihren Kehrwert m), den Schub- oder Torsionsmodul @ und die Kompressi- 
bilität x — bzw. von diesen zwei Unabhängige, gewöhnlich E und o oder auch 
G und m. Die Konstanten E, o, @ und x sind durch A und u der Reihe nach in 
den Gleichungen (10), (13), (26) und (19) von $ 7l ausgedrückt. Die umgekehr- 
ten Beziehungen lauten, A und weinerseits durch E und o, andererseits durch G 
und m ausgedrückt: 


’ | 
2 Eco | @G E 


nn re @. 1 
(1-+0)(l-— 20) m.’ # 2(l +0) 
| 1 
Es lassen sich auch die Beziehungen zwischen E,o = — ,@ undxleichtfeststellen, 
z.B. gilt ” 
3(1 — 20) 2G (m +1) 1 
wenn, = 1 0777;, — En rege; 2 
E = m m 2G “) 
Wir schreiben auf Grund von (1) einige der wichtigsten Gleichungen in 
ihrer in der Praxis viel benutzten Form hin. Das sind die Spannungs- Dehnungs- 
Beziehungen (68,7): 


E | G E 
Pas = Zi + Tg, (&e +. Eyy + Op] Bee Rs ee 2 
bzw. | (3a) 
P..= 26 (&- 2 un vo as Dar Py=2@ ea: (8b) 
ferner ihre Umkehrungen (68, 8): 
l1+o| . 0 l+o 
E,ı E Pa pa (Part Pt Ball Ey = E Pays ’ 
bzw. .(4a) 
BER. P,a + Pyu + Pe: Bu 
Eu (Pr. et nt Pr es Ey = zarten (4b) 


und endlich die Bewegungsgleichungen (69, 6b): 


Gr 5 + ZU r9) (4: + ma, grad divs) j (5a) 
bzw. 
023 m es 
0 = 5 +elası grad divs). (5b) 


25 Budö6, Mechanik 
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Zu einer groben Orientierung hinsichtlich der Werte der Elastizitäts- 
konstanten: Die Poıssonsche Zahl o — die nach Gl. (71,13) höchstens 1/, sein 
kann - beträgt bei Metallen und Gläsern: o = 1/,. E hat die Größenordnung 
1012 dyn/cm? = 10!kp/mm?. Nach (1) und (2) besitzen also A und u=@ 
die gleiche Größenordnung, die Kompressibilität x aber ist wegen x = 1/E ein 
sehr kleiner Wert. Ein Körper, bei dem o den größtmöglichen Wert !/, hätte, 
wäre inkomptressibel, für o = !/, ist nämlich nach Gl. (2) x = 0. 

Zur experimentellen Bestimmung der Elastizitätskonstanten sind z.B. die 
statischen Methoden geeignet, die auf den in $71 und 72 gewonnenen End- 
formeln für die Dehnung, Torsion und Biegung beruhen. Man ermittelt die 
Konstanten sehr häufig auch mit dynamischen Verfahren aus elastischen 
Schwingungen. Wir betrachten einen an einem Ende eingespannten (lotrechten) 
Stab, an dessen anderem Ende ein starrer Körper von der gegenüber der Stab- 
masse großen Masse m befestigt ist. Man kann dieses System auf drei einfache 
Arten aus seiner Gleichgewichtslage entfernen. 


a) Wird der Stab — der in seiner Gleichgewichtslage die Länge Z und den 
Querschnitt q hat - um ein kleines Stück verlängert und dann sich selbst über- 
lassen, so ist bei der augenblicklichen Längenänderung Al die auf die Masse m 
einwirkende Kraft nach. Gl. (71,9) 


Fa 
mi 


— E Fi ‚ also die Beschleunigung von m: a = — 
Deshalb führt nach der Mechanik eines materiellen Punktes die Masse m und 
somit der Stab Sinusschwingungen aus; die Schwingungsdauer dieser ‚Deh- 
nungsschwingungen“ beträgt 2 

ml 
—2 —, 
T=2n Br (6) 
b) Wird die Masse m senkrecht zur Längsrichtung des Stabes ein wenig ver- 


schoben und dann sich selbst überlassen, so wirkt auf m bei seiner momentanen 
Verschiebung s nach Gl. (72,10) die Kraft: 


3EI R } 
= u u jetzt ist also an =i7 483 


Daraus folgt für die Schwingungsdauer der auftretenden ‚Biegungsschwin- 


gungen“: 
ml? 
— In | 7 
T 22]; Er’ (7) 


wobei z.B. im Falle eines Stabes mit Kreisquerschnitt vom Halbmesser R nach 
G1.(72,5b) 1 = 7 R* ist. 


c) Wird das Ende des kreisrunden Stabes (Drahtes) vom Halbmesser R ver- 
dreht, so führt das sich selbst überlassene System nach der bekannten Glei- 
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chung [siehe (56,8) und (71,41)] 


Gz.R* 


=D) 8 


Torsionsschwingungen mit der Schwingungsdauer 


1-5 = & 


aus, wobei © das Trägheitsmoment des Systems um die Längsachse des Stabes 
bedeutet. 

Aus der Messung der Schwingungsdauer und aus den Abmessungen des Sta- 
bes sind auf Grund von Gl.(6)-(8) die Elastizitätskonstanten E und @ be- 
stimmbar. Die soeben behandelten Schwingungen des Stabes — bei denen alle 
seine Teile synchron mit der an ihm befestigten großen Masse und daher relativ 
langsam schwingen - sind wohl zu unterscheiden von seinen später zu er- 
wähnenden ‚„Eigenschwingungen‘“. 


b) Elastische Wellen und Eigenschwingungen 


Das allgemeine Problem der Dynamik der isotropen elastischen Körper, das 
in der Lösung der partiellen Differentialgleichungen (69,6a) unter gegebenen 
Rand- und Anfangsbedingungen besteht, ist außerordentlich verwickelt. Eine 
wesentliche Vereinfachung liegt einerseits im Falle von Körpern sehr großer 
Ausdehnung’vor, da man bei diesen „unbegrenzten elastischen Medien‘ von der 
Erfüllung von Randbedingungen absehen kann, andererseits aber bei Körpern 
mit speziellen gestaltlichen Verhältnissen — wie Saiten, Membranen, Stäbe, 
Platten -, für die sowohl die Bewegungsgleichungen als auch die Randbedin- 
gungen einfacher werden. Auch der so abgegrenzte Teil der Elastodynamik 
bildet ein großes und wichtiges Gebiet, das auch deshalb bedeutsam ist, weil 
viele sehr weittragende (und z. B. auch inder Quantenmechanik oft angewandte) 
Methoden der mathematischen Physik in Verbindung mit diesen Problemen 
entwickelt wurden. 


$ 74. Fortschreitende Wellen in unbegrenzten elastischen Medien 
(Ebene und Kugelwellen) 


1. Der Übergang zur Wellengleichung. Wir betrachten ein isotropes, homogenes 
und allseitig unbegrenztes elastisches Medium, bei dem die Randbedingungen 
wegfallen und an dem keine Massenkräfte angreifen sollen (% = 0). Wir fragen 
nach möglichen Lösungen der Bewegungsgleichung (69, 6b)‘ 


0? 3 
05 —= u4A3 + (A + u) grad div3, (1) 
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wobei wegen der vorausgesetzten Homogenität des Mediums o, A und u kon- 
stant sind. 

Es sei zunächst der ganz einfache Spezialfall betrachtet, in dem die Ver- 
schiebung 3 bzw. ihre Komponenten £&,n, & nur von einer Koordinate — etwa 
von &—- abhängen. Dann verschwinden die Differentialquotienten nach y und 2, 
und so lautet Gl. (1) in Komponentendarstellung 


0°E 0?E 0 (08 028 
dr, + tn) arg er 
tn 0? öl ÖL 
ae aa’ Tuer n 
Mit den Bezeichnungen 
AI 2 c? bei (2a) und z — c? bei (2b) (3) 


und mit » = £&,n oder £ hat jede Gleichung die Form der sogenannten ein- 
dimenstionalen Wellengleichung 


— — 0? —. (4) 


Im aligemeinen Fall denken wir uns das Verschiebungsfeld 3, das nach Gl. 


.(62, 7b) und (62,32) sowohl Wirbel als auch Quellen hat (rot3 = 20, div3=®), 
in einen wirbelfreien Anteil 3, und einen quellenfreien 3, zerlegt: 


[rt = 0, dvs, =®, 
3-3, +3, mit M (5) 
laiv 5, = 0, rot %, = 20. 


Nach der Vektoranalysis ist eine solche Zerlegung für das hier betrachtete un- 
begrenzte Vektorfeld möglich, ferner läßt sich das wirbelfreie Feld 3, aus einem 
skalaren Potential ®, das quellenfreie 3, dagegen aus einem Vektorpotential U 
folgendermaßen ableiten (siehe $ 96,8): | 


3, = grad®d, 3% = rot y. (6) 


Wir bringen nun die Grundgleichung (1) mit Hilfe der vektoranalytischen Be- 
ziehung (vgl. $ 96, 6) 

A3 = grad div3 — rot rot3 (7) 
in die Form 


0°3 
[7 (A + 2u) grad div — u rot rot3 (8) 


und versuchen sie durch den Ansatz 


s=3, +%,=grad®$ß + r0t A (9) 


$ 74. Fortschreitende Wellen in unbegrenzten elastischen Medien 389 


zu befriedigen. Einsetzen von Gl.(9) in (8) liefert, wenn man die bekannten 
Identitäten 
divgrad® = Ad, divrt Y=0, rotgrad® = 0 (10) 


und Gl. (7) beachtet, die Gleichung 


2 2 
0 grad ST + rot = (A + 2u) grad AB + u rot AU. (11) 


Hieraus ist ersichtlich: bestimmt man die ‚Verschiebungspotentiale‘‘ D und A aus 
den Gleichungen 


DB A+2u FA m, 
72 — 0 AD, Fr: 0 AN, (12a-b) 


so ıst der Vektor (9) eine Lösung der Bewegungsgleichung (1). Man erkennt ferner 
durch Gradienten- und Rotorbildung aus Gl. (12a) bzw. (12b), daß die so be- 
stimmten zwei Verschiebungsanteile 3, und 3, den Gleichungen 


03, A+2u 


0° 3, u 
Fr = 0 A3,; 


Erg z A, - (13a-b) 


und dann wegen Gl.(5) auch © und o den Gleichungen 


89 A+2u,, By _u,> 


genügen. [Man hat aber 3, und 3, nicht aus den Gleichungen (13a, b) zu bestim- 
men, denn die so erhaltene Verschiebung 3 = 3, + 3, ist im allgemeinen keine 
Lösung der Bewegungsgleichung a) 


Wir haben also für ®, © sowie für die Komponenten von N, 3,, 3, und @ 
Gleichungen von der Form der (dreidimensionalen und homogenen) Wellen- 
gleichung!) 


E = Ay, (15) 


die viele Zweige der Physik beherrscht, denn ihre wichtigsten Lösungen be- 
schreiben ‚„Wellen“. Die Größe c von der Dimension einer Geschwindigkeit 
kann - bei inhomogenen Medien - eine Funktion des Ortes sein (siehe $ 39), bei 
den hier angenommenen homogenen Medien ist sie jedoch konstant. Vor einer 
näheren Betrachtung der elastischen Wellen ist es zweckmäßig, einige Begriffe 
in Verbindung mit gewissen einfachen Lösungen der Wellengleichung kennen- 
zulernen. | 


1) Mitunter auch als. Schwingungsgleichung bezeichnet. 
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2. Partikuläre- Lösungen der Wellengleichung. Grundbegriffe der Wellenlehre. 
a) Ebene Wellen. Eine partikuläre Lösung der eindimensionalen Wellengleichung _ 
(4) ist der Ausdruck 


y=flx*F ci) joder yv_- r(eF 2) (16) 
wobei feine beliebige Funktion ihres Argumentes (x 7 ct) bedeutet. Wenn man 
nämlich die Ableitungen nach dem Argument durch Striche bezeichnet, so gilt 
nach der Kettenregel T- c?2f” und + —= ff, es gilt also Gl.(4). Das Argu- 


ment x + ct (oder richtiger eine ihm proportionale dimensionslose Größe) wird 
auch Phase genannt. 


ler eft-t,)---- 
Abb. 141 


Die physikalische Bedeutung von y = f(x — ct) geht aus dem folgenden her- 
vor. Wir nehmen an, daß sich die Punkte der Ebene x = x, zur Zeit t=t, 
infolge einer kleinen Störungin einem vom Gleichgewichtszustand abweichenden 
Verschiebungszustand v(=£,n oder £) = f(x, — ct,) befinden, zu dem also 
der bestimmte Wert o, = x, — ct, der Phase gehört (Abb.141, in welcher der 
Verschiebungszustand durch schräge Pfeile angedeutet ist). Dann findet man 
‚denselben Zustand zur Zeit t,, also eine Zeit t, — t, später in derjenigen Ebene 
x = %, wieder, für welche die Phase die gleiche, d.h. 


ist. Daraus erkennt man, daß sich die Ebene gleicher Phase und damit auch der 
Zustand in der x-Richtung mit der Geschwindigkeit c fortpflanzt. Derselbe Vor- 
gang etwas anders veranschaulicht: Zur Zeit = 0 wird der Verschiebungs- 
zustand des Mediums als Funktion von x durch die Kurve f(x) wiedergegeben, 
die das „Momentbild‘ des Zustandes darstellt (Abb. 142). Das Momentbild für 
irgendeine spätere Zeit t. ergibt sich, indem man die vorige Kurve um das Stück 
ct nach rechts verschiebt. | 

Der soeben beschriebene zeitlich und örtlich veränderliche Vorgang - die Aus- 
breitung eines Zustandes oder einer Störung (ohne Massentransport) — heißt 
eine Welle, genauer eine fortschreitende ebene Welle ( Planwelle ); ce ist ihre Fort- 
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pflanzungs- oder Phasengeschwindigkeit. Man spricht von einer ebenen Welle, 
weil der erwähnte Zustand in einem Augenblick in sämtlichen Punkten einer 
Ebene der gleiche ist: die geometrischen Örter der Punkte, die sich zur gleichen 
Zeit in der gleichen Phase befinden — die sogenannten Wellenflächen — sind 
Ebenen. y 5 

Nach dem Obigen bedeutet also f(x — ct) oder f ( == eine in der positiven 


x- Richtung mit der Geschwindigkeit c fortschreitende ebene Welle, f(x + ct) oder 
‚( + hingegen eine in der negativen x- Richtung fortschreitende. 


Bisher haben wir nur von partikulären Lösungen der eindimensionalen Wellen- 
gleichung (4) gesprochen. Ihre allgemeine Lösung, die jedem vorgeschriebenen 
Anfangszustande angepaßt werden kann, lautet | 


y=fhle—ch) +fhl® + ch), 18) 


wobei ji und fa zwei willkürliche Funktionen sind (Näheres siehe $ 75,2). 


Abb. 142 


Wir betonen, daß feine beliebige Funktion sein kann, sie braucht nicht etwa 
periodisch zu sein. Besonders wichtig ist aber der Fall, wenn f eine periodische 
Funktion ist, die an einem bestimmten Ort (etwa in der Ebene x = 0) eine har- 
monische Schwingung f{t) = asin(wt + «) darstellt. Die entsprechende ebene 
„Sinuswelle‘“ oder harmonische ebene Welle wird (mit Ersetzen von t durch 


IF =) durch die Gleichung 
v=asin|a (eF 2 +4 (19) 


beschrieben. Eine harmonische Welle ist also ein sowohl zeitlich als auch räum- 
lich periodischer Vorgang. Die zeitliche Periode, nach der ein bestimmter Zu- 


27 


stand an demselben Ort wiederkehrt, ist offenbar T = — - wobei T die 


w. 
Schwingungsdauer, v die Schwingungszahl oder Frequenz, w die Kreisfrequenz 
bedeutet. Die räumliche Periode, d.h. die kleinste Entfernung zweier Ebenen, 
die sich zur selben Zeit in der gleichen Phase befinden (z.B. die Entfernung 
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zweier benachbarter ‚„Wellenberge“), .. die Wellenlänge 4. Für sie gilt nach 


\ | 
(19) die wichtige Gleichung A = — — - oder 


c=vA, (20) 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich Frequenz mal Wellenlänge. Von den weite- 
ren Größen in (19) ist « die Amplitude, « die Phasenkonstante und ( =!) +a 


— wie schon erwähnt — die Phase der harmonischen Welle. 

Die Welle (19) läßt sich mit Hilfe der obigen Beziehungen in mehreren gleich- 
bedeutenden Formen darstellen. Man verwendet sehr oft — ähnlich wie bei 
Schwingungen — mit der ‚Welienzahl“ 


27 Mi) 
als Abkürzung die komplexe Darstellung 
y— aeilitia—artal _ Aeiltka-as), (22) 


worin A = ae'® die „komplexe Amplitude“ ist. Es wird unter der Welle ent- 
weder der Real- oder der Imaginärteil des Ausdrucks (22) verstanden. 

Wenn sich eine ebene Welle in einer beliebigen Richtung fortpflanzt, die durch 
den Einheitsvektor n mit den Komponenten cos«, cosß, cosy gegeben ist, so 
haben jetzt die Ebenen gleicher Phase die Gleichung rn = const statt x = const, 
und die ön der n- Richtung fortschreitende ebene Welle wird in Verallgemeinerung 
von (16) dargestellt durch 


= (rn — ci) = f(x cos@ + ycosß + 2cosy — ci). (23) 


Ist speziell diese Welle eine harmonische, so läßt sie sich z. B. auf Grund von 
G1. (22) durch. 
y= Acdiwkın-ot —_ Acittt- wi) (24) 


2 | 
beschreiben; n wird als Wellennormaw, {= kn = a als Ausbreitungsvektor 


| A 
(Wellenzahlvektor) bezeichnet. Man überzeugt sich durch Einsetzen in Gl. (15) 
leicht davon, daß die Planwellen (23) und (24) partikuläre Lösungen der all- 
gemeinen Wellengleichung darstellen. 

Ist die sich wellenförmig ausbreitende Größe vektorieller Natur und stimmt 
ihre Richtung mit der Fortpflanzungsrichtung überein — wie es von den elasti- 
schen Wellen (16) bei & = f(x — ct) der Fall ist —, so spricht man von einer 
Longitudinalwelle (Längswelle) ; steht aber die Richtung der betreffenden Größe 
senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung, so heißt die Welle Transversalwelle 
(Querwelle), wofürn = f(x — ct) ein Beispiel bietet. Harmonische Transversal- 
wellen sind linear, elliptisch oder zirkular polarisiert, je nachdem, ob die Projek- 
tion des Endpunktes des sich ausbreitenden Vektors auf einer zur Fortpflan- 


$ 74. Fortschreitende Wellen in unbegrenzten elastischen Medien 393 


zungsrichtung senkrechten Ebene eine .Gerade, Ellipse oder einen Kreis be- 
schreibt ($ 5,5). | 

b) Kugel- und Zylinderwellen. Ebene Wellen entstehen, wenn der Gleich- 
gewichtszustand in allen Punkten einer (unendlichen) Ebene gleicherweise ge- 
stört wird. Bei vielen Vorgängen handelt es sich aber um eine als punktförmig 
anzusehende Erregungsstelle, und so erhebt sich die Frage nach einer solchen 
Lösung der Wellengleichung (15), die außer von der Zeit nur von der Entfer- 
nung r vom Wellenzentrum O abhängt. Wir drücken Ay in Kugelkoordinaten 
r,d, p aus und setzen im gewonnenen Ausdruck [s. Anhang, (96, 99)] die Ab- 
leitungen nach ® und 9 gleich Null; so entsteht 


| 2 2 


al a) nt, ron 


Gl. (15) geht also in diesem. Falle (nach Multiplikation mit r) in die Gleichung 


ö°(ry) ö°(ry) Ä 
ar n 


über, die mit der eindimensionalen Wellengleichung (4) formal identisch ist, 
wenn man darin » durch ry und x durch r ersetzt. Auf Grund von (18) 
lautet also die allgemeine Lösung der Gl. (26) 


vy=- Ihlr—ch) ++ ch), (27) 


1 

E 
wobei f, und f, zwei beliebige Funktionen bedeuten. Das erste Glied beschreibt 
für sich eine sich mit der Geschwindigkeit c vom Koordinatenursprung O aus 
nach allen Richtungen ausbreitende (reine) Kugelwelle, das zweite Glied eine 
zum Punkt O hinlaufende Kugelwelie; die Wellenflächen sind konzentrische 
Kugeln um O. Speziell wird eine harmonische Kugelweile, die von O wegläuft, 
nach dem Vorbild von Gl. (22) durch 


Yy= ze (kr— ot) (28) 


beschrieben; die Amplitude ist hier zur Entfernung vom Zentrum umgekehrt 
proportional. 

Von den weiteren speziellen Lösungen der Wellengleichung (15) erwähnen 
wir noch die (reinen) Zylinderwellen, d.h. diejenigen.Lösungen von Gi. (15), die 
außer von der Zeit nur von der Zylinderkoordinate r = Yx? + y? abhängen. 
Sie treten auf, wenn die Erregungsstelle eine unendlich lange Gerade (die 
z-Achse) ist; die Wellenflächen sind koaxiale Zylinder. (Einiges hierüber siehe 
ın $ 76,3 und $ 88, 3.) 


3. Die elastischen Wellen. Im Besitz der oben erörterten Grundbegriffe können 
wir. nach Gl. (2) bis (4) aussagen, daß in dem betrachteten festen Medium zwei 
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Arten von elastischen Planwellen auftreten können, nämlich Longitudinalwellen 
mit der Phasengeschwindigkeit 


_ fat? _ El 0) | 
a -Vorrann er 


und Transversalwellen mit der Phasengeschwindigkeit 


= VE Von ra 2) (30) 


wobei Z den Elastizitätsmodul und o die Poıssonsche Zahl bedeuten, siehe 
(73,1). Eine in x-Richtung fortschreitende harmonische Longitudinalwelle 
wird z.B. durch 


E=5, cos |@ ( — 2) + |, (31) 


eine harmonische (und elliptisch polarisierte) Transversalwelle dagegen durch 
die zwei Gleichungen 


n = 19 608 [o[-&) +) = Lu c0s | (t- 2) +) (32) 


beschrieben. 

Ein tieferer Einblick in die Natur der elastischen Wellen in festen Medien 
wird durch die allgemeinen Überlegungen der Gl. (5) bis (14) ermöglicht. Hier- 
nach bedeutet der Verschiebungsanteil 3, wirbelfreie Kompressionswellen (oder 
Dilatationswellen), für die rot3, = 0 und div 3, = © ist und in denen sich Ver- 
dichtungen und Verdünnungen mit der Geschwindigkeit c, fortpflanzen. Der 
Anteil 3, beschreibt dagegen kompressionslose Torsionswellen (oder Scherungs- 


wellen), für die div3, = 0 und rot, = 29 ist und in denen sich kleine Rota- 
tionen der Volumelemente mit der Geschwindigkeit cı, ausbreiten. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß die Kompressionswellen mit den Longitudinal- 
wellen und die Torsionswellen, mit den Transversalwellen identisch sind. Wir neh- 
men im jetzt betrachteten Fall der Planwellen nur eine Abhängigkeit von der 
x-Koordinate an und befriedigen die Wellengleichungen (12a, b) für die Poten- 
tiale durch 

DP= fax — ch), A=uafle — cd), (33) 


wobei f eine beliebige Funktion und a ein im ganzen Raum konstanter Vektor 
ist. Für die Komponenten £,, 7, &ı der Kompressionswelle 3, =:grad ® erhält 
man sofort 


‚=fa@-o), n=d =; (34) 


die eine Longitudinalwelle darstellen; für die Torsionswellen 3, = rot A wird 
mit Gl. (33) 


&, 2 0, N, Ne ‚f(x == Cd), a = a,f (x zu; Crt), (35) 
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die in der Tat Transversalwellen sind. Die mit den ersteren Wellen verbundene 
Volumendilatation 0 = div3,, ferner die mit den letzteren verknüpfte Rota- 


tion 20 — = rot 5, sind gegeben durch 
= (ee — ct); 29, =0, 2, = a," (2. — Ctrt), 
29,= —a,f" (0 ir). (36) 


Elastische Kugelwellen erhält man, wenn man für die Verschiebungspotentiale 
- im Sinne von Gl. (27), statt (33) — die folgenden Partikulärlösungen der Wel- 
lengleichungen (12a, b) wählt: 


= fir — ch, A= Zaft — Cl). (37) 


Die Berechnung von grad ® und rot A- etwa in rechtwinkligen Koordinaten - 
ergibt für die Kompressionswelle (Longitudinalwelle) 


et 
3, = gradd = = & — 5) (38) 
und für die Torsionswelle (Transversalwelle) 

SL 0 OENB 3, 


‚Der Verschiebungsvektor liegt also bei der Kompressionswelle in der radialen 
Ausbreitungsrichtung, bei der Torsionswelle steht er dagegen zu dieser Rich- 
tung und dem konstanten Vektor a senkrecht. Im letzteren Fall besteht die Be- 
-_ der Punkte des Mediums darin [wie es ein Vergleich von Gl. (39) mit 


[91 tr] zeigt), .daß jede um den Anfangspunkt geschlagene Kugelfläche eine 
E > 
a o um den festen Vektor a als Achse erfährt; o ist ‚gegeben durch 


> a 1 

g9=— = r (r — cut) — zu — C)|. (40) 
Die Geschwindigkeit der elastischen Longitudinalwellen ist nach (29) und (30) 

immer größer als die der Transversalwellen; das Verhältnis 


1-20 do 
hängt nur von der Poıssonschen Zahl o ab. Im Falle des für viele Stoffe an- 
nähernd gültigen Wertes o = 1/3 ist c, »2c,,; bei einem inkompressiblen Me- 
dium (s=1/2) wäre c; = ». (Aus der Messung der beiden Geschwindigkeiten 


von Erdbebenwellen ergab. sich für den betreffenden Teil des Erdinnern die 
Poıssoxsche Zahl zu 0,29.) 


396 IV.B. Mechanik elastischer fester Körper (Elastomechanik) 


Das allgemeine Problem in Verbindung mit den elastischen Wellen in einem allseitig un- 
begrenzten Medium besteht darin, aus der gegebenen (und sich auf einen bestimmten Be- 


Zeit i zu bestimmen. Die Berechnung der Störung in P, die als Superposition der von den 
Punkten einer gewissen Fläche ausgehenden „Elementarwellen“ angesehen werden kann 
(Huygenssches Prinzip), hängt eng mit der allgemeinen KırcHuorrschen Lösung der 
Wellengleichung zusammen. Diese Lösung pflegt man eher bei der Beugung des Lichtes zu 
behandeln. | | 5 

Außer den bisher betrachteten Raumwellen gibt es auch elastische Oberflächenwellen 
(RAYLEIGH- Wellen), die sich längs der Oberfläche eines Mediums („elastischer Halbraum“) 
‚oder allgemeiner an der Grenzfläche zweier Medien ausbreiten und nur in geringe Tiefe 
reichen: Sie bestehen ebenfalls aus Torsions- und Kompressionswellen, in denen die Schwin- 
gungen senkrecht bzw. parallel zur Oberfläche verlaufen. 

Daß man bei einem Körper mit allseitig sehr großer Ausdehnung von den Randbedin- 
‚gungen absehen kann (bzw. daß im Körper überhaupt fortschreitende Wellen beobachtet 
werden können), beruht auf der Dämpfung der Wellen. Infolge der geringen, aber unver- 
meidlichen Reibungskräfte wird nämlich die im Innern des Mediums erzeugte Welle auf 
ihrem sehr langen Wege bis zur Oberfläche so geschwächt, daß die dort sonst auftretende 
Rejlexion praktisch nicht mehr in Frage kommt. Bei Körpern von gewöhnlichen Ausmaßen 
kann sich dagegen infolge der Interferenz der (mehrfach) reflektierten Wellen mit den ur- 
sprünglichen ein recht verwickelter Bewegungszustand ausbilden; es können aber unter be- 
stimmten Bedingungen auch sogenannte stehende Wellen auftreten, die auf das engste mit 
den Eigenschwingungen des Körpers zusammenhängen. Wir wenden uns jetzt gerade den 
letztgenannten Erscheinungen bei besonders einfach gestalteten Körpern zu. | 
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1. Bewegungsgleichungen: für die freien Schwingungen der Saite. Rand- und 
Anfangsbedingungen. Unter einer Saite versteht man einen fadenförmigen 
elastischen Körper, dessen Querschnitt so klein ist, daß er praktisch nur gegen 
Dehnung, nicht aber gegen Biegung einen Widerstand leistet. (Dies ist möglich, 
denn der erste Widerstand nimmt z.B. bei einem kreisförmigen Querschnitt mit 
dem Radius R wie R2, der letztere aber — die Biegungssteifigkeit - wie Rt ab, 
siehe $ 72,1.) Die Saite kann daher nur dann Transversalschwingungen aus- 
führen, wenn sie an beiden Enden ausgespannt ist. Infolge dieser schon in der 
Ruhelage vorhandenen Spannung und wegen des eindimensionalen Charakters 
der Saite lassen sich. ihre Bewegungsgleichungen nicht unmittelbar aus der 
Grundgleichung (69, 6a) erhalten. Man könnte die Bewegungsgleichungen 
unter Berücksichtigung der erwähnten Umstände aus den Ausgangsgleichungen 
der Elastizitätslehre ableiten, wir ziehen aber hier den folgenden einfachen und 
anschaulichen Weg vor. 

Eine homogene Saite mit der Länge 2 und mit deım überall gleichen Quer- 
schnitt q sei durch ein Gewicht Q in der x-Richtung so stark gespannt, daß man 
vom Einfluß der Schwerkraft auf die Bewegung absehen kann. Die Punkte 
A(x,0,0) und B (x + dx, 0, 0) derruhenden Saite mögen sich zur Zeit t in der 


Lage A’ bzw. B’ befinden (Abb. 143). Hat’ die Verschiebung AA' die Kompo- 
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u 
nenten&,n, £,so sind diejenigen von BB’ & + u dx usw. ;dieKoordinaten von 
A’ und B’ lauten also 


) Ö 
A: a+&n6; B: z+da+E 4 oda, n+ Tas, 


ox 
0% 1 
Ö ER „88. (1) 
Wir betrachten,..., > ‚...-wieimmer- alsinfinitesimale Größen, deren Pro- 
a ds B’ 
2 Dr +cı) 
7) SZ . 
| a dx B x 
Abb. 143 


dukte konsequent fortgelassen werden. Für das Bogenelement 4’B’ = ds gilt 
demnach 
os 


und für die Richtungskosinusse von A’B’ nach Gl. (1) und (2) [da z.B. ds cos«a 
gleich der Differenz der x-Koordinaten von B’ und 4° ist]: 


cos« =1, cosß = au, cosy = 2 (3) 


0x 0x 


Wir wollen nun die Komponenten der am Saitenstück A’ B’ angreifenden 
Kraft berechnen. In der gebogenen Saite wirkt auf den Querschnitt bei 4’ 
außer der vom spannenden Gewicht Q herrührenden Spannung P = Q/q noch 
die von der Dehnung herrührende Spannung; diese letztere beträgt nach dem 
Hooxzeschen Gesetz, da die relative Dehnung von dx nach Gl. (2), 5 ist, E = 
Somit sind die Komponenten der auf den Querschnitt bei A’ in Ri negativen 


ds-Richtung wirkenden Kraft: -4(? +E =) COS“, ..., also mit Gl. (3) in 
erster Näherung u 
dE ö 
-a(? + E52)» 4 > qP——- (4) 
Die Komponenten der auf den Querschnitt bei B’ in der ds-Richtung wirken- 
den. Kraft können aus (4) gewonnen werden, indem man diese Größen mit 


positivem Vorzeichen und - durch Reihenentwicklung - an der Stelle + dx 
nimmt. Addiert man die so gebildeten Ausdrücke zu denen in (4), so erhält 
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man für die Komponenten der auf das Stück A’B’ wirkenden Gesamtkraft: 


02 02 ö 
gBI dr, Pa IN ge, ap EX ar. (5) 


' Setzen wir diese den Produkten aus der Masse ogd und den Beschleunigungs- 


komponenten —— 05 . des Saitenstückes A’ B’ gleich (s. $ 62,8), so erhalten wir 


dm 


die Bewegungsgleichungen der Saite: 


BEL ERE Mm_PMm M_Pr (,_\ 0 
ot 00 HH dd 9 od gl 


Nach diesen bereits bekannten eindimensionalen Wellengleichungen sind die 
Geschwindigkeiten der. longitudinalen und transversalen Wellen in der Saite ge- 


geben zu 
= y# er = y: e 2). (7) 


‚Außer von der Dichte o des Saitenmaterials hängt also c, nur vom Elastizitäts- 
modul E, «+, nur von der Spannung Pab. Alle drei Bewegungsgleichungen (6) 
haben die Form 

0?u „ 0°u 


Fr =C da (u =. en oder 6): (8) 

‚Als Anfangsbedingungen können wir für t = 0 die Lage und die Geschwindig- 
keit der Saitenpunkte vorschreiben und als Randbedingung verlangen, daß die 
beiden Endpunkte zu jeder Zeit in Ruhe bleiben müssen. Mit anderen Worten: 
es lauten die für die gesuchte Lösung u (x, t) der Gl.(8) vorgeschriebenen Anfangs- 
bedingungen: 


j /d | 
“m0= ra, (5) -6@ ) 
und die Randbedingungen: | 
u, it) = u(l, t) =0, (10) 


wobei F (x), @ (x) im Intervall O0. <zx<s L gegebene Funktionen bedeuten, die mit 
den Randbedingungen vereinbar sind und die nötigen Stetigkeitseigenschaften 
besitzen. 


2. Die D’ALEMBERTSsche Lösung. Die Bewegungsgleichung (8) wird: durch 
jede Funktion der Form f(x ct) befriedigt (8 74,2). Wegen der Linearität 
von Gl. (8) ist also auch 

aßh=hlr—ch) +fel® + ci) Al) 
eine Lösung, wobei f, und f, willkürliche (aber als zweimal stetig differenzierbar 


vorausgesetzte) Funktionen sind. Die Willkür der Funktionen wird es ermög- 
lichen, die Anfangs- und Randbedingungen zu erfüllen. 
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Aus den Anfangsbedingungen (9) folgt (die Ableitungen nach dem Argument 
x 7 ct durch Striche .bezeichnend): 


ha)+ho=Fia) 12) 
—ch(2) + ch) = Er). (13) 
. Die letzte Gleichung ergibt integriert 


und 


1 
hi) - hi) = -— [ G(a)da. a4) 


. Hieraus und aus Gl. (12) folgt für die gesuchten Funktionen fi und f.: 


ha) => oe Ga)az]. f2(@) = sro ++ Gas (15). 


und damit nach Gl. (11): | 
= tet 
u(x,t) = a r@- ct) rw ten +1 [oma]. (16) 
| z—cı 


[Da hier die Integrationskonstante x, nicht auftritt, kann in (14) und (15) 
% =.0 gesetzt werden.] 

. Bei einer unbegrenzten Saite, wo die Randbedingungen wegfallen, wäre das 
Problem durch Gi. (16) bereits gelöst. Die Randbedingungen (10) verlangen aber, 
daß wegen (11) auch die Gleichungen 


Am +hle=0 hü—ch+hl+e)=0- (17) 


gelten müssen. Während die Funktionen f, und /, durch Gl. (15) [nach der Be- 
deutung von F (x) und G(x)]nur im IntervallO < x s ! des Arguments definiert 
sind, kann jetzt wegen Gl.(17) und O0 = t = » jeder Argumentwert von — 
bis + in Frage kommen, so daß der Definitionsbereich von f, und. f, aus- 
'gedehnt werden muß. Bezeichnen wir das Argument einfach mit x [an Stelle 
von ct in Gl. (17)], so muß nach Gl. (17) für jedes x gelten: 


h=-9)+ f2(®) =0, hli-+hl+n)=0. (182-b) 
Schreibt man in (18b) U -+ x statt x, so ist 


| | hi -+hRßiI+nD)=0 (19) 
und somit wegen Gl. (18a): 
k@2l+x)=hl(e) undähnlich f,(2l +2) = file). (20) 


Die Randbedingungen haben demnach zur Folge, daß f, und f, periodische 
Funktionen des Arguments von der Periode 21 sein müssen. Durch die obigen 
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Gleichungen sind die Funktionen f, und f, tatsächlich für jeden Wert des Argu- 
ments definiert, und zwar sind sie im IntervallO < x s ! durch Gl. (15), 


für -!<ıs0 duch h()= hm) hd=—h-n) (MM) 


[was aus Gl. (18a) folgt], und dann an allen anderen Stellen durch die Periodi- 
zitätsforderung (20) bestimmt. Man erkennt nun leicht [z.B. nach Gl. (15), 
(20) und (21)], daß die Formeln (15) dann für alle Argumentwerte x gelten, wenn 


man auch F (x) und G(x) periodisch mit der Periode 2lund ?(-— x) = — F(x), 
G(—x) = — (x) annimmt. Wir haben somit in Hinblick auf Gl.(16) das 
Resultat: Erweitert man die Definition von F (x) und G (x) durch die Forderung, 
daß sie ungerade und von der Periode 21 werden, so ist durch die Funktion | 


z+reti 


u(®, ) = 5 Fe — cl) +F(x +cl) + n ders (22) 


v—ct 
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die Bewegung der Saite eindeutig bestimmt (D’ALEMBERTSche Lösung, 1747). 
‘Die Periode 2! von F(x) und @(x) bedeutet nach Gl. (22), daß die Bewegung 
zeitlich periodisch ist mit der Periode 

28 


T=-. (23) 


Zur Veranschaulichung der Lösung wählen wir das Beispiel einer „gezupften‘“ 
Saite, bei der die Anfangselongation F(x) dem Stück ABC in Abb. 144a ent- 
spricht und die Anfangsgeschwindig- 


keit. G(x) =0 ist. In diesem Fall Be 7 
EN Be = 
6 


setzt sich die Lösung (22) aus zwei 


Wellen 
I 
h=zf@-e Tr 
und i (24) ee 3 
h, = rt + ei) 
Tr 
2 


zusammen. Man erhält daher die See ea 
Schwingungsform der Saite zu irgend- Abb. 145 
einer Zeit & dadurch, daß man die 


Kurven f, und f, (von der Periode 2]) 
im Sinne der Pfeile der Abb.144b und c um die Strecke ct verschiebt und im 
Intervall (0, !) die übereinanderfallenden Ordinaten addiert. Das Resultat ist für 


= - = = T - auf Grund der Abb.144d unde-in Abb. 144f dargestellt. 


Abb. 145 zeigt die Form der Saite in den Zeitpunkten t = 7/6, 7/3 und T/2. 

Die beiden Wellen /, und /, werden, wie man sieht, an den Enden ‚,‚reflek- 
tiert‘‘, und die Reflexion erfolgt an einem festen Ende mit entgegengesetzier Phase. 
(die Aufwärtsbewegung wird in eine Abwärtsbewegung verwandelt); das ist 
eine allgemeine Folge der Ungeradheit der Funktionen F(x) und @(z). 


3. Lösung durch FOURIER- Reihen (BERNOULLISche Lösung). Wir versuchen 
die Ausgangsgleichung 


0?u 0? u 
DA 25 
912 er r* =) 
mit dem „Produktansaiz“ 
u= U(x): Vi) (26) 


zu separieren, d.h. auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückzuführen. 
Es ergibt sich 
„ 1 [24 
UV" = c2U"V oder e 4 


Fr=F7 (27) 


‚In der letzteren ‚Gleichung ist die linke Seite eine Funktion von x allein, die 
rechte von t allein; deshalb kann die Gleichung für alle Werte von x und i nur 


26 Budö, Mechanik 
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dann gelten, wenn beide Seiten gleich einer Konstante sind, die wir mit —k2 
bezeichnen. (Sie wurde negativ angenommen, weil einerseits die physikalisch. 
plausible periodische Zeitabhängigkeit nur so möglich ist, andererseits könnten 
die gleich zu berücksichtigenden Randbedingungen bei einer positiven Kon- 
stante nicht erfüllt werden.) Die dann folgenden Gleichungen 


U"=— MU, V"=— kV (28) 

haben dıe Partikularlösungen: 
U=coskxz und sinkx (öder aa (29) 
V=coskct und sinkct (oder e'*t). (30) 


Wir befassen uns zuerst mit U. Die Konstante %k? wird von den Randbedin- 
‚gungen 
U0)= Ul)=0 (31) 


bestimmt. Deshalb kann coskx nicht in Frage kommen und sinkx nur dann, 
wenn 


nm=1,2,...). (32) 


Diese in U” = — k2U auftretenden Parameter k?, kZ,..., bei denen die Rand- 
bedingungen erfüllt werden können, werden Eigenwerte, die ihnen entsprechen- 
den und die Randbedingungen erfüllenden Lösungen 


sinn x (n=1,2,...) (33) 


Eigenfunktionen genannt. 

Natürlich ist auch in den Zeitfaktoren (30) k = k,, und so erhält man aus 
k„et =2nv,t mit Gl.(32) die möglichen Schwingungszahlen der Saite oder 
die- Kigenfrequenzen | | 


(n = ]; 2. ... .). (34) 


Ausführlicher, mit dem Wert von c aus Gl. (7), sind die Eigenfrequenzen der 
Longitudinal- und Transversalschwingungen der Saite gegeben zu 


1ı/E 1 ı/P | 
In, 1ong = N 9] y de 9] y . (353- b) 


Nach dem Vorstehenden und nach Gl. (29) und (30) stellen die Funktionen 


T sin 27rv,t (36) 


._ NICH 
a, sin 


I 


cos2rv„t und b,„sin 


(a„, b, sind Konstanten) Lösungen der Bewegungsgleichung (25) dar, die die 
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Randbedingungen erfüllen. Diese Eigenschaft besitzt wegen der Linearität von 
G1. (25) auch jede endliche oder auch eine unendliche Reihe 


u(%, tl) = 2 sin —- (a, cos 2rzv„t + b, sin 2r2v,„b), (37) 
n= 


falls sie gleichmäßig konvergent ist, d.h., wenn die in Gl.(25) auftretenden 
Differentiationen gliedweise vorgenommen werden dürfen. Damit eine Lösung 
der Form (37) außer den Randbedingungen auch noch die Anfangsbedingungen 
erfüllt, muß nach Gl. (9) gelten: 


u(2,0) = F(a) = 3 a,sin -— (38) 
1 
und | 
ee, G(2) = I 2nv,b, sin ——. (39) 
dt z,0 1 I | 


Es fragt sich, ob es möglich ist, die Koeffizienten «a,, b, so zu bestimmen, 
daß die beiden obigen Gleichungen .erfüllt werden. (Diese Frage ist in all- 
gemeinerer Form - die Möglichkeit einer Entwicklung willkürlich gegebener 
Funktionen nach den Eigenfunktionen des betreffenden Randwertproblems — eines 
der wichtigsten Probleme der mathematischen Physik.) Rein formal lassen sich 
a, b, leicht bestimmen. Man benützt dabei die Beziehungen 


ı 


Ä e Ofürm+#n 
fir — sin —— de=‘ , (mn =1,2,...). (40) 
Diese ergeben sich sofort, wenn man die Veränderliche =” =opo(de= - do) 
einführt und die Umformung 
'sinmopsinng = > cos(m — n)p = cos(m + n)p (41) 


anwendet. Die Gültigkeit der Formeln (40) wird übrigens auch so ausgedrückt: 
Die Funktionen sin — (n = 1, 2,...) bilden im Intervall (0, !) ein orthogonales 


: Funktionssystem. Würden wir die Funktionen 


2 
y> sin (n=1,2...) (42) 


nehmen, so hätte für diese das Integral (40) für m = n den Wert 1; das Funk- 
tionssystem (42) ist ein „orthogonales und (auf 1) normiertes Funktionssystem“. 
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indem: man nun Gl. (38) mit sin ar multipliziert und gliedweise von 0 bis I 


1 
integriert (es sei dies gestattet), erhält man mit Gl. (40) für die a,, 


l 
a, = * (ro sin _— dx (45) 
ö 
und ebenso aus Gl. (39) für die b,, 
ı 
1. MITTE 
= —— /( i = T,252.)% 44 
Dun = BE few sin — dx (m )x (44) 
Ö 


In der: Mathematik beweist man nun, daß die mit den so bestimmten 
„FOURIER-Koeffizienten““ a,,, b,, gebildeten FourıEgschen Reihen (38) und (39) 
gleichmäßig konvergent sind und gerade die gegebenen Funktionen F(x) bzw. 
@(x) darstellen, falls diese gewissen sehr weiten Voraussetzungen genügen; es 
ist z.B. hinreichend (aber nicht notwendig), wenn F(x) und @(x) zweimal 
stetig differenzierbare Funktionen sind. 

Damit ist aber das gestellte Problem der schwingenden Saite gelöst: die 
Funktion u(z, t) in (37) mit den Koeffizienten (43) und (44) stellt die den ge- 
gebenen Rand- und Anfangsbedingungen genügende Lösung dar. (BERNOULLISche 
Lösung, die ohne strenge Begründung schon lange vor FOURIER, im Jahre 1753 
angegeben wurde.) Wir können diese Lösung auch etwas anders schreiben, indem 
wir statt a,, b, die aus den Gleichungen | 


a, = 0, Siny,, 55 = 0,005, (45) 
leicht bestimmbaren Konstanten C,,, Y„ einführen. Die Lösung lautet dann: 
u) = 3 O,sin _ “ sin@mv,t +y,). (46) 
n=1 


Wir bemerken noch, daß Gl. (46) nach einer einfachen goniometrischen Um- . 
formung [von sin« sinß, wie in Gl. (41)] und wegen (34) die Gestalt annimmt: 
nr 


=. NIT 
uw)=- I Z \oos = (© — ct) + yn — cos 7 (x hei) + ‚|| (47) 


die der D’ALEMBERTschen Lösungsform (22) entspricht. 


4. Die physikalische Bedeutung der Resultate. Stehende Wellen. Das n-te Glied 
der Reihe (46), d.h. 


NIE 


sin(2rv,t+Y,): (48) 


C„sin 


beschreibt nach dem Vergleich der Gl.(46) und (47) einen Vorgang, der als 
Superposition zweier mit gleicher Geschwindigkeit gegeneinander laufender, 
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fortschreitender Wellen von derselben Amplitude angesehen werden kann und 
der aus gleich unten ersichtlichen Gründen als stehende Welle bezeichnet wird. 
Bei dieser verlaufen die Schwingungen nn und mit der örtlich perio- 


disch veränderlichen Amplitude C,, sin m: ; insbesondere ist also das Medium 


(Saite) in den Schwingungsknoten 


7 
2 


u n 


m 


U 
a ren ER (49) 


zu allen Zeiten in Ruhe, während dazwischen in der Mitte Schwingungsbäuche 
mit dem Höchstwert der Amplitude liegen. Knoten und Bäuche behalten ihre 
räumliche Lage bei, von einem Fort- 
schreiten der Welle kann jetzt wirk- 
lich keine Rede sein. Der: Abstand 
In je zweier aufeinanderfolgender 
Knoten oder Bäuche beträgt eine 
‚halbe Wellenlänge, da wegen },v,=C. 
und nach .Gl. (34) gilt 


6 21 
An = y„ — n 9 
hieraus . , (50) 
I=n- — 1,2, | 
a Abb. 148 


Man sieht also, daß in der Saite nur solche stehenden Wellen auftreten können, bei 
denen die. Saitenlänge das ganze Vielfache der halben Wellenlänge ist, siehe 
Abb.146, fürn =1, 2,3. Das ist der anschauliche Inhalt der Tatsache, daß 
die Saite nur die Bigenfrequenzen nc/2l haben kann. 

Mitn = lerhält man die Grundschwingung der Saite bzw. den Grundton mit 


der Frequenz 
| c 1ı/E 1ı/P 
= 3] bzw. v1, long = nV Y,tr = 3) > (51) 


die bei der Transversalschwingung wegen P< E viel tiefer als bei der ae 
dinalen liegt. Die möglichen Oberschwingungen bzw. Obertöne (erste, zweite,. 
Oberschwingung fürn = 2, 3,...) haben nach Gl. (34) die Frequenzen v, = mr. 
sie sind deshalb — wie man sagt — zur Grundschwingung harmonisch. Im all- 
gemeinen Fall überilagern sich nach (46) alle diese Schwingungszustände 
(stehende Wellen), so daß die Schwingungsform der Saite recht verwickelt sein 
kann. 

In einem X lang der Saite sind der die Tonhöhe bestiiimende Grundton und 
die Obertöne je nach den Anfangsbedingungen (d.h. der Anregung der Schwin- 
gungen) mit verschiedenen Amplituden C‘, vertreten. Vom Verhältnis dieser 
Amplituden C', hängt die Klangfarbe ab, die Phasenkonstanten y, in Gl. (46) 
besitzen dagegen keine akustische Bedeutung (OHmsches Gesetz der Akustik). 
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5. Als ein konkretes Beispiel für die Anregung von Saitenschwingungen (bzw. für die 
Fourizgsche Zerlegung oder harmonische Analyse) betrachten wir den Fall, bei dem die 
Saite in der Mitte von einem Klavierhammer von der Breite a angeschlagen wird. Die An- 
fangsbedingungen lauten dann 


u(2,0)=F(x)=®, 5) = ((z) = v, (= const) für u 


0/20 VA (52) 


für andere Werte von zist @(x) = 0. Es folgt somit aus Gl.(43) a,, = 0 und aus GI. (44) 


i+a 
3 
A 1 ’ mar, % 1 . mal — a) mr(l + a) 
U? FI ns hr Bu e2777 Er 7 
I-a 
= 
2u . mn MITA 59 
u Urn 5, sin (53) 


Wie man sieht, bilden sich in diesem Fall nur die Tönem = 1,3, 5, ... , denn für m = 2,4,... 
ist wegen des ersten Sinusfaktors b„, = 0. Wird die Saite nicht in der Mitte angeschlagen, 
so ergeben sich für die b,, andere Werte, und dementsprechend wird auch die Klangfarbe 
eine andere. | . 


6. Gedämpfte und erzwungene Saitenschwingungen. In Wirklichkeit greift an jedem Ele- 
ment dx der schwingenden Saite auch eine (im allgemeinen sehr kleine) Reibungskraft an, 
die der Geschwindigkeit entgegengerichtet ist und zu dieser proportional gesetzt werden. 
kann. Indem man sich auf Bewegungen in der xz-Ebene beschränkt, hat die erwähnte 


gu 
Reibungskraft (mitl = u) die Form — k — FF dx. Addiert man das zu dem dritten Ausdruck 


von (5), so folgt mit der Abkürzung k/gg = 2x die Bewegungsgleichung 
M 2 
+2 aa (54) 


die Anfangs- und Randbedingungen (9) und (10) bleiben unverändert. Von dem Produkt- 
ansatz (26) ausgehend, ergibt sich nach leichter Berechnung - die dem Leser überlassen sei - 
statt G1.(37) die Lösung 


uls,t)=e-* } sin —— (a, cos 2rv„t + b„ sin 2rv,8) (55) 
n=1 


EIER . 


die Koeffizienten «a, sind wieder durch (43) gegeben, die 5, sind gegen (44) geändert. Die 
gedämpften Saitenschwingungen (55) klingen also mit der Teit exponentiell ab und ihre 
Eigenfrequenzen (56) sind ein nr (meist unbedeutend) kleiner als die ohne Dämpfung 
gültigen Werte nc/2l. 

Auf das Saitenelement dx möge jetzt in der z-Richtung auch eine gegebene äußere Mas- 
senkraft Z (x,t) wirken. Wir nehmen sie der Einfachheit halber als zeitlich rein periodisch an: 


mit 
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Z(z,t) = ogdz: K(x) cos 2nvt [wobei K(x) cos 2rv,„t die Kraft pro Masseneinheit ist]. 
Fügen wir diese Kraft dem dritten Ausdruck von (5) hinzu, so gelangen wir zu der Be- 
wegungsgleichung 

| 02:u du Pa u 


Fr} + 2% Hr ap s = K(x) cos 2nvt, (57) 


die wieder unter den Bedingungen (9) und (10) zu integrieren ist. Wir sehen vom Dämp- 


ou 
fungsglied 2% —- FF 


ab und suchen eine Partikulärlösung mit dem Ansatz 


u = U(x) cos 2nvt, (58). 

der zu der Gleichung 
a 4? U + Kl(z) =0 59 
tier U + Kla) = (69) 


führt. Wir entwickeln nun die gegebene Funktion X (x) [für die wegen der festgehaltenen 
Endpunkte X (0) = Kl) = 0 gilt] nach den Eigenfunktionen (33) des Randwertproblems: 


(60) 


Kia) = 3 R,sin ——, 
n=1 


wobei die X „durch eine zur Gl. (43) analoge Formel bestimmt sind. Indem man auch für die 
gesuchte Funktion U(zx) den entsprechenden Ansatz 


U(2) = I U,sin—— (61) 
n=1 


macht und die Ausdrücke (60) und (61) in (59) einführt, erhält man 


K , C 
Un = GE) mit mung (62) 


Die gesuchte Partikularlösung (58) lautet also 


1 5 Kun . NN 
u=ı, 25 —_ —; sin —— cos 2nvi. (63) 


Die allgemeine Lösung der inhomogenen G1.(57) ergibt sich, wenn man zu (63) die all- 
gemeine Lösung (55) hinzufügt, wodurch die Befriedigung der Anfangsbedingungen ermög- 
licht wird. Da der Anteil (55) allmählich abklingt, bleibt dauernd nur der Anteil (63) be- 
stehen, der eine erzwungene Schwingung der Saite mit der Frequenz v der äußeren Kraft be- 
schreibt. Die Amplitude dieser Schwingung wächst sehr stark an, wenn die Frequenz v 
einer Eigenfrequenz »v, der Saite nahe kommt; diese Resonanz tritt dann nicht auf, wenn 
der für die äußere Kraft charakteristische Fougıet-Koeffizient K, verschwindet. Die Be- 
rücksichtigung des Dämpfungsgliedes in G1.(57) würde in jedem Glied von (63) zu einer 
Phasenverschiebung und einem ähnlichen Amplitudenfaktor führen wie in Gl.(l1) von 
$ 19, in dem die Resonanzerscheinungen bei einem Massenpunkt diskutiert wurden. 
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1. Die Differentialgleichung der Transversalschwingungen. Eine Membran ist 
das zweidimensionale Analogon zur Saite: ein plattenförmiger elastischer Kör- 
per von so geringer Dicke, daß er einer Verbiegung praktisch keinen Widerstand 
entgegensetzt. Wir nehmen an, daß die Membran in der xy-Ebene gleichmäßig 
ausgespannt ist, d.h. im Gleichgewicht einer überall gleichen Spannung P 
unterliegt (genauer: P,, = Py, > P; die übrigen Spannungskomponenten 
sind Null). 

Statt einer exakten Herleitung der Bewegungsgleichungen wenden wir die bei 
der Saite erhaltenen Resultate an, wobei wir uns nur auf (sehr kleine) Trans- 
versalschwingungen beschrän- 
ken. Das bedeutet, daß wir nur 
die Verschiebung & = {£ (x, y, t) 
und nur die z--Komponenten der 
Kräfte berücksichtigen müssen, 
die an einern Oberflächenelement 
dxdy der ausihrer Ruhelage ent- 
fernten Membran angreifen (Abb. 
147). Die Resultante der auf die 
Querschnitte A und B wirkenden 
Kräfte hat — wie bei der Saite in 
Gl. (75,5) — die z--Komponente 

02 2 


Y denn der Querschnitt g des be- 
Abb. 147 trachteten Membranstückes von: 
der Dicke h ist g=hdy. Ent- 
sprechendes gilt für die an den Querschnitten C und D angreifenden Kräfte, 
so daß die z--Komponente der auf das Element dx dy der Membran wirken- 
den Gesamtkraft gegeben ist zu 
(9 0 as 

Wenn wir dies dem Produkt aus der Masse ohdxdy und der Beschleunigung 
0°L 
FYEI 
für die Transversalschwingungen. der (gleichmäßig gespannten und in der Ruhe- 
lage ebenen) Membran: 


0°C ö2t L _ı/P 3 
la a «= 2) = 


Zu dieser „zweidimensionalen Wellengleichung“ kommen noch die Rand- und 
Anfangsbedingungen hinzu. 


—- des Membranelements gleichsetzen, so folgt daraus die Differentialgleichung 
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2%. Die rechteckige Membran sei längs der Begrenzungsgeraden = 0,x2=a, 
y=0,y=b festgespannt. Die Randbedingungen lauten dann 


20, 4,)= la y)=L60,)= lb) =0 (4) 


für jede Zeit t. Als Anfangsbedingungen können Lage und Geschwindigkeit der 
Punkte der Membran zur. Zeit t = 0 vorgeschrieben werden. Es sei also 


(2% y,0)=F(x,y) und (5) =6@(z, y), (9) 
z,y,0 


wobei F und @ gegebene, mit den Randbedingungen verträgliche Funktionen 
bedeuten. | 

Der Verlauf der Lösung des Problems entspricht dem bei der Saite in $ 75,3 
kennengelernten Verfahren und kann daher kürzer beschrieben werden. Mit 
dem eine. periodische Zeitabhängigkeit in sich schließenden Ansatz 


C= Ulm, yJeiket (6) 
ergibt sich aus der Wellengleichung (3) die „Amplitudengleichung“ 
U U 
a ARE} 217 _ 
Ep u. de +RU=0, (7) 


deren Lösungen wegen (4) den Bedingungen 


U(0, y) = U(a, y) = U(z,0).-= U(a.b) =0 (8) 


genügen müssen. Wir suchen jetzt eine partikuläre Lösung der Gl.(7) in der 
Form 
U = sinazx sinßy. (9) 
Dies ist, wie Einsetzung in (7) zeigt, dann eine Lösung, wenn 
Kk2= a: + ß2 (10) 


ist. Die Lösung (9) erfüllt die erste und die dritte der Randbedingungen (8), die 
zweite und vierte aber nur dann, wenn sinza = 0 und sinfb = 0 ist. Hieraus 
folgt | 


nn 
Bar Dar (mn =1,2,3,...). (11) 


Somit ergibt sich nach GH. (10) und (9) bei unserer Randwertaufgabe 
1 ea (m? mn? 
für die Eigenwerte: kon =? (5 + 1) (12) 
(m,n = 1,2,3....) 


MIX ., NY 
sin s 


b 


für die Eigenfunktionen: Uyn — sin (13) 
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Zum Eigenwert hmm gehört nach (6) die durch die Gleichung k „net =2nYnnt 
bestimmte Schwingungszahl »,, „. Es lauten also die möglichen Zigenfrequenzen 
der Membran: 


ar are m 


Wir haben demnach - entsprechend dem Real- und Imaginärteil von (6) - 
die folgenden, auch den Randbedingungen genügenden Partikularlösungen der 
Bewegungsgleichung (3): 


Umn 08 27ymnt und Umn sin 2nYmnt- (15) 


Um auch die Anfangsbedingungen (5) zu befriedigen, betrachten wir die (zu- 
nächst nur formal gebildete) unendliche Reihe 


Cz,y,t)= sin _— sin U (Ann cos 2Aynt + Bun sin 2 zrnt) ‚ (16) 
m,n 


für deren Koeffizienten A„„ und B,„ nach (5) die Gleichungen 


Fa, y) = N A,,nsin nd (17) 
nn a b 


NTY 


G(x, y) = >23 2 Yan Dan sin. 


TE 5 
sın 
mn a 


(18) 
bestehen müssen. Zur Bestimmung der A„,„ und B„,„ beachten wir zuerst, daß 
für die Eigenfunktionen (13) die [aus Gl. (75,40) sofort folgenden] Orthogona- 
litätsrelationen 


ab 0 für (m’, n’) + (m, n) 
ff Umn Um n dxdy= ab (19) 
00 


7 für (m’,n’) = (m, n) 


; 2 | 
gelten. [Die Funktionen ers U„n wären auch „normiert“, siehe G1.(75, 42).] 
Ya 


Durch ihre Anwendung erhalten wir aus (17) und (18) durch Multiplikation mit 
U nn und. Integration wie bei Gl. (75, 43-44) 


a © 
4 „4 [fr )) sin X sin —_ day, (20) 
606 


ab 
4 1 [ff ._ MAX . any 
fh y) sin z sin ; dxdy. (21) 
96 
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Die mit diesen Koeffizienten gebildeten ‚zweidimensionalen FOURIER- 
Reihen“ (17) und (18) sind nach mathematischen Sätzen gleichmäßig konver- 
gent und stellen gerade die gegebenen Funktionen F(x) bzw. G(x) dar, falls 
diese gewissen — sehr weiten — Bedingungen genügen. Ist das der Fall, so liefert 
die Funktion (16) zusammen mit (20) und (21) die Lösung unseres Problems. Die 
Lösung kann ähnlich wie bei Gl. (75,46) auch in der folgenden Form ausgedrückt 
werden: 

MILE . nny 


(x, y $) = 2 Oma Sin ” sin d sin(Zrymnt + Ymn)’ (22) 


Die Bedeutung der Resultate ist, zunächst allgemein betrachtet, ähnlich wie 
bei der Saite: Der Bewegungszustand der Membran läßt sich als Überlagerung’ 
von Teilschwingungen (Grund- und Oberschwingungen) oder — was auf dasselbe 
hinauskommt — von den entsprechenden stehenden Wellen auffassen. Die Ver- 
hältnisse der Amplituden der Teilschwingungen und damit die Klangfarbe sind 
je nach der Anregungsart verschieden. 

Die Grundschwingung (Grundton) der Membran hat nach Gl.(14) —- mit 
'm—=n=1- die Schwingungszahl 


eı/ı 1 1ı/Pı/ı , 1 
= V +» (- :V-Y= = >) 
Zu ihr gehört nach Gl. (22) der Schwingungszustand 


& = Cu sin — sin Er sin(2ryyt + Ya) (24) 


&,, verschwindet dauernd nur längs der Geraden = 0,2 =, y=0, y=b. 
Mit anderen Worten: die Knotenlinien, die die dauernd in Ruhe bleibenden 
Punkte verbinden, fallen bei der Grundschwingung mit der Begrenzung zu- 
sammen. Es ist keine andere Knotenlinie vorhanden, die Membran schwingt 
als Ganzes. | 

Für die Oberschwingungen (Obertöne) — die bei der Saite alle zum Grundton 
harmonisch sind — gibt es bei der rechteckigen Membran neben den harmoni- 
schen Obertönen v39 , Yag, . . . eine weit größere Anzahl unharmonischer Obertöne, 
z.B. ist im Falle a = b: v5 = 1,58 Y1; Y13 = 324 915. --- 

Es kann vorkommen, daß mehrere Eigenfrequenzen zusammenfallen, also z.B. 
Ymın, = Ymın,. Diese „Entartung“ ist nach Gl. (14) nur möglich, wenn 
"2  m2 n2 b? n2 — ni 


—— => +7 ode — => ——, (25 
BB 02 b? @ mi— m 


mi 
a? 


+ 


d.h., wenn das Verhältnis b?/a? rational ist. Wird dies erfüllt, so führt die Be- 
stimmung der zusammenfallenden Eigenfrequenzen (Teiltöne) zu der hier nicht 
weiter zu behandelnden zahlentheoretischen Frage, mit welchen ganzzahligen 
Wertepaaren (m,, n,); (my, n,) die Gl. (25) befriedigt werden kann. 
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Die Lage der Knotenlinien im nichtentarteten Fall (alle Eigenfrequenzen »,,, 
verschieden) ist sehr einfach zu bestimmen. Zu einer bestimmten Eigen- 
frequenz v„„ gehört dann nämlich nur eine Eigenfunktion, und zwar 


Emn = In. sin 


is en sin (27 YnE + Ymn)- (26) 


sin 
= | 


Bei dem durch diese Funktion beschriebenen Schwingungszustand können 
dauernd nur diejenigen Punkte (x, y) der Membran in Ruhe sein, für die die 


Bezenungen a 2a ma b 2b nb 


ee ee 27 


gelten. Die Knotenlinien liegen also parallel zu den Seiten des Rechtecks und 
teilen die Membran in mn gleiche Teile (Abb. 148 zeigt das für den Fallm = 3, 
n — 4). 

Um für die Bestimmung der Knoten- 
linien im Entartungsfall ein möglichst ein- 
faches Beispiel zu geben, betrachten wir 
eine quadratische Membran mita=b= 1!) 
d.h. mit den Eigenfrequenzen 


Inn = 5 m m? 4 n? . (28) 


Abb. 148 Es sind also z.B. die Eigenfrequenzen »,, 

und »,, einander gleich. Zu dieser Frequenz 

Ya = ya = gehören zwei Eigenfunktionen, deren ortsabhängige Teile nach 

Gl. (13) sinzx sin2rcy und sin 2x sinsey sind. Eine beliebige Linearkombi- 
nation von ihnen (durch den zeitabhängigen Faktor ergänzt): 


(C, sinzxsin2nry-+ C,sin2nxsinzy) sin 2 rv,t (29) 


genügt sowohl der Bewegungsgleichung (3) als auch den Randbedingungen (4), 
stellt also einen möglichen Schwingungszüstand der Membran dar. Die Kon- 
stanten C und C', können je nach den Anfangsbedingungen verschiedene Werte 
haben. Dann lautet ! in diesem Schwingungszustand die Gleichung der Knoten- 
linie: 


C, sinnzsin2ry + C,sin2r&sinny = 0 
oder wegen sin2« = 2sina cos« und mit der Abkürzung 4 = — 0} /C;: 
cos = A cos Y. (30) 


Istz.B. A = 1, so wird G1.(30) durch y = x befriedigt, d.h., die Knotenlinie ist 
jetzt die vom Anfangspunkt (0, 0) ausgehende Diagonale des Quadrats. Im 
allgemeinen Falle A + 1 stellt aber Gl.(30) eine transzendente Kurve dar, die 
durch den Mittelpunkt der Membran_geht, da Gl. (30) für x =."/2,y = !]a stets 


!) Diese und die folgenden Gleichungen bis (31) sind nur Zahlenwertgleichungen. 
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| 
erfüllt wird. Ist z.B. A = — , so hat die Kurve die beiden Grenzpunkte 


1 1 2 
y—=o, Be ur y=|1, i=r (31) 


Die Lage dieser Knotenlinie ist in Abb. 149 dargestellt. 


3. Die kreisförmige Membran. Es ist jetzt zweckmäßig, die Ausgangs- 
gleichung (3) durch die Transformation 2 =r cp, y=r sinp in ebenen 
Polarkoordinaten auszudrücken. Man erhält nach einer einfachen Rechnung 
[oder unter Verwendung der Formel (96, 94) für JE 
mit 2 — 0] die Bewegungsgleichung 

2 2 2 
GE aa 0 95) 8 

Or? r Or r? Ip? 


Hierzu kommt — wenn wir der Einfachheit hal- 


ber den Radius der Membran dem Zahlenwert nach 
gleich 1 setzen — die Randbedingung: 


C=0 für r=]: oder &(1, o, ) =0. (33) 


Abb. 149 


Von den Anfangsbedingungen, die man bei der 
Bestimmung der möglichen ‚Eigenfrequenzen und Schwingungszustände der 
Membran nicht zu berücksichtigen braucht, wird später die Rede sein. 

Aus Gl. (32) folgt mit dem üblichen Ansatz. 


E. en U(r, g)eiket (= Ueitari) (34) 
die „Amplitudengleichung“ 
U 1oU 1 &8U 


teten +K®U=0, (35) 
die wir mit dem weiteren Ansatz 
U = R(n)©(g) (36) 


‚zu separieren ‚suchen. Aus G1.(35) folgt mit (36) und nach Multiplikation 
"mit r?/R® 
rR' rR D" 
Den en 22 — —_ —. — m? 
RB + R + k?r 7) m?. (37) 


Da nämlich die linke Seite nur von r, die rechte nur von an saneı, müssen 
beide Seiten für sich einer Konstante - der ‚„Separationskonstante‘‘ m‘ - gleich 
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sein. Man hat also die zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen: 


[ . —=0, (38) 
d?R 1dR m? 
u RES Ge Be 
ae Ar + ( )® =(0. (39) 
Die Gl. (38) hat die allgemeine Lösung 
® —=(,„cosmp + D„sinmp (m=0,1,2,...; (40) 


m muß eine ganze Zahl sein, da andernfalls die Lösung wegen P(o + 27) 
+ ©®(o) nicht eindeutig wäre. 

Die G1.(39) ergibt mit x = kr die sogenannte BeEssesche Differential- 
gleichung | 


d?R idR 1 m? 
dx? z dz x 


Diejenigen ihrer Partikularlösungen, die im Nullpunkt x = 0 endlich bleiben 
—- nur solche kommen jetzt in Betracht - sind die Besseuschen Funktionen 
(Zylinderfunktionen 1. Art): 


R= In) = Jn(kr) (m=0,1,2,...). (42) 


Sie sind nicht durch elementare Funktionen auszudrücken, sondern können 
etwa durch ihre Reihenentwicklungen dargestellt werden. Es gilt für die 
BesseL-Funktion m-ter Ordnung 


e\mf1 (2/2)? (2/2) 


z\m 3 (aa 
-(3) Zain +9)! (m =0,1,2,..;0!=1). (43) 


Für die Amplituden der Membraänschwingungen haben wir also wegen 
GH. (36), (40) und (42): 


U„(r, 9) = Jm(kr) (Cm cosmp + D,sinmg) (m=0,1,2,...). (44) 


Wegen der Randbedingung (33) muß dieser Ausdruck, d.h. J„(kr) fürr=1 
verschwinden: | 
Jnk)=0 (m=0,12....). (45) 


Diese Gleichungen bestimmen die möglichen Werte des bisher noch unbekann- 
ten Parameters k' bzw, die Eigenwerte k2 von G1.(35). Es wird nämlich in der 
Mathematik bewiesen, daß jede der BEsseL-Funktionen J,,(x) unendlich viele 
reelle Nullstellen x,,9> &mı;. - hat, die wir hier- wegen x = k- mit ko: Änıo- 

bezeichnen können. Wir geben einige k,, an. (für weitere sei auf das schon 
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zitierte Buch von JAHNKE-EMDE verwiesen): 
kg = 3832; Aı =, 016; Aa = 10,173;... | 


Aus kant = 2m, siehe Gl.(34), folgt für die Eigenfrequenzen der kreis- 
förmigen Membran mit dem Radius 1: 


C 1 'P 
Ymn 3 mn — 5a nn (47) 


(für einen Radius a sind sie a-mal kleiner). 
Indem wir auch die zu der Eigenfrequenz »,, „ gehörige Amplitudenfunktion U 
in Gl. (44) durch zwei Indizes kennzeichnen und auch die Zeitabhängigkeit [wie 


Abb. 150 


in Gl. (15)-(16)] berücksichtigen, erhalten wir, daß die Eigenschwingungen der 
kreisförmigen Membran (vom Radius 1) durch die Funktionen 


mn, 91) = Imnlkmnr) (mn eosmp + Du, sinmp)- 
(AnnC08s 2 vynnt + Bunn sin 2 v8) (48) 
(m = 0,1,2,...;n=0,1,2,...) 


dargestellt werden. Die aus diesen Eigenfunktionen gebildete allgemeine Lösung, 
d.h. die unendliche Reihe PATZ läßt sich, ähnlich wie im besprochenen Falle 


der rechteckigen Membran, jedem „vernünftigen“ Anfangszustand anpassen. 
Die relativen Schwingungszahlen der Grundschwingung (m = 0, n = 0). und 
einige der Oberschwingungen lassen sich aus (46) entnehmen. Die Ober- 
schwingungen — wenigstens die von nicht zu hoher Ordnung - sind nicht- 
‚harmonisch. Die Knotenlinien können einerseits Kreise r = const, andererseits 
Radien & = const sein, je nachdem, ob der erste oder der zweite Faktor in 
Gl. (48) verschwindet. Alle Schwingungen mit m = 0 sind zentralsymmetrisch, 
d.h. unabhängig von 9, und die Zustände mit »g9> Y91; Ppa,... haben der Reihe 
nach 0, 1, 2,... innere Knotenkreise, deren Radius aus Gl. (46) leicht bestimmt 
werden kann: Allgemein gilt auf Grund von Gl. (48): der Schwingungszustand 
(m, n) hat m Knotendurchmesser und n innere Knotenkreise. [Siehe Abb. 150 für 
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(m, n) = (3,0) und (1,1); im letzteren Fall ist nach (46) die Eigenfrequenz 
7.016/2,405 = 2,92 mal größer als die Grundfrequenz, und der Radius des inne- 
ren Knotenkreises beträgt 3,832/7,016 = 0,546 Membranradius:] 

Die gedämpften und erzwungenen Membranschwingungen lassen sich ähnlich 
wie die der Saite behandeln ($ 75,6). Die Membrane resonieren infolge ihrer 
sehr vielen dicht beieinander liegenden Eigenfrequenzen und wegen der be- 
trächtliche,Dämpfung bei Schwingungen in der Luft annähernd gleich gut für 
fast alle Töne. 


*8$ 77. Schwingungen von Stäben und Platten 


Unter Stäben und Plaiten verstehen wir wesentlich ein- bzw. zweidimensionale 
- Körper, deren Biegungssteifigkeit im Gegensatz zu den Saiten und Membranen 
nicht vernachlässigt werden kann, so daß sie vermöge ihrer Elastizität allein 
(ohne Vorspannung) Schwingungen ausführen können. 


1. Die Differentialgleichungen. für die freien Stabschwingungen. Ein homogener 
gerader Stab mit gleichförmigem Querschnitt gq und der Länge I falle mit seiner 
Achse (die Gerade durch die Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte) in die 
x-Achse. Der Stab kann je nach der Anregungsweise (siehe $ 73) drei Arten 
von Schwingungen ausführen, die von den folgenden, unten zu begründenden 
Differentialgleichungen beschrieben werden. Es lauten die Differentialgleichung 


a) für die Längsschwingungen (Dehnungsschwingungen) 
EB oE 
or 09m’ (1 


b) für die Torsionsschwingungen (von kreiszylindrischen Stäben) 


eg da? e 

c) für die Querschwingungen ( Biegungsschwingungen ) 
 __ BIO ä 
oe og 9 


Die Bezeichnungen sind die üblichen: & und Z-Verschiebungen in der x- bzw. 
z-Richtung, &@ Winkelverdrehung des Querschnitts, E Elastizitätsmodul, 
G Schubmodul, oe Dichte, I Trägheitsmoment des Querschnitts ($ 72,1). 
Gl.(1) und (2) haben die Form .der uns schon bekannten eindimensionalen 
Wellengleichung und lassen sich daher so interpretieren, daß sich in einem 
unendlich langen Stab Längs- und. Torsionswellen mit der Geschwindigkeit 
c; = YEJo bzw. c, = YGJo fortpflanzen können. Der Unterschied zwischen c, und 
der in Gl. (74,29) gefundenen Geschwindigkeit hängt damit zusammen, daß sich 
in einem freien Stab die mit der Dehnung verbundene Querkontraktion un- 
gehindert ausbilden kann, während dies bei einem Stab, den man sich in einem 
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unbegrenzten Medium eingebettet denkt, nicht der Fall ist. Die Gl. (1) stimmt 
vielmehr mit der Differentialgleichung für Längsschwingungen der Saite über- 
ein, was auch zu erwarten ist, da bei der Herleitung der erwähnten Gleichung 
[die erste Gl. (75,6)] das Verschwinden der Biegungssteitigkeit der Saite nicht 
vorausgesetzt wurde. Die Gl. (2) stimmt mit der Gl. (74, 30) für die Torsions- 
wellen in einem unbegrenzten Medium überein. Das hat seinen Grund darin, 
daß bei den Torsionsschwingungen eines Kreiszylinders die Mantelform — im 
Gegensatz zu den Längsschwingungen — ungeändert bleibt. 

Zur Aufstellung der Gl. (1)-(3) gibt es mehrere Verfahren. Wir benutzen 
hier das HamıLTonsche Prinzip (870), um für seine Anwendung ein Beispiel 
zu geben, führen jedoch die Rechnung nur in dem wichtigsten Fall der Biegungs- 
‚schwingungen durch. Die schon besprochenen einfacheren Gleichungen () und 
(2) lassen sich dann ähnlich begründen. 

Bei einem sehr dünnen und sehr schwach gebogenen Stab hat man nach 
(72, 1-2) die Gleichungen 
Bz 1 _ 8, 


P.i= ge mit der Krümmung RTje (4) 


2 
“TR 
wobei Z als unabhängig von y und 2 angesehen werden kann: © = £(z, ti). Da 
wir ferner die Spannungskomponenten außer P,. [die bei einer gleichförmigen 
Biegung nach Gl. (72, 16) exakt Null sind] vernachlässigen können, ergibt sich 
für das elastische Potential, d.h. für die Deformationsenergie der Volum- 
einheit nach Gl. (68,10) und (4): 


1 025 | 
= gay ms (35) e (5) 


Die gesamte Deformationsenergie, d.h. in unserem Falle — bei Abwesenheit 
äußerer Kräfte — zugleich die gesamte potentielle Energie U des Stabes, ist dem- 
nach gegeben zu 


I i 
E : O2E\2 EI [[ 02: \: 
es ae 2 IB, ST 
- [| [oazaya: - 31, aa (23) de = 5 fe) dx, (6) 
(q) ° 0 | 


wobei / das Trägheitsmoment des Querschnittes bedeutet. 
Für die kinetische Energie eines Stabelements dx gilt angenähert: 


2 i 
— ogdz (5) ‚ für diejenige des gesamten Stabes also 


! 
ÖL 
u 2 2) de. (7) 
Hier liegt insofern eine Vereinfachung vor, daß die Punkte des Stabes bei der 
Biegung auch Verschiebungen (& und n) in der x- und y-Richtung erfahren. 
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Aus dem Hamırtonschen Prinzip 


t, ul 
sr mar =0, d.h. | Feel&) are ur di=0 @ 
PA 506 | 


folgt zunächst durch die Ausführung der Variation (siehe $.70) die Gleichung 


ul 
FICKT. 022 825 = 
Mer nie. m 
t, O0 


Um ö{ - das für die Zeitpunkte i, und t, verschwindet - im Integrand als Faktor 
zu erhalten, verwendet man die partiellen Integrationen 


oc98L [OL 
fa TE - & a: fs} öldi= [8 öldt, (10) 

I 
22 0282 22 852 "982 088, 
022 dx2 922 dx|o 9a dx 

I 

Ost 8, ,| ö4t 
0. 


tı 
vefeol) rluma an 
las 


Da ö£ im Sinne des Hamittonschen Prinzips ganz beliebig ist, müssen 
beide Integrale für sich — und zwar beide Integranden für sich — verschwinden. 
Die erstere Forderung führt sofort zu der Bewegungsgleichung (3), die zweite 
macht Aussagen über die Randbedingungen. Ist z.B. das eine Ende (x = 0) des 
Stabes eingeklemmt, das andere (x = /) frei, so gilt offenbar 


am festgeklemmten Ende (x = 0): e=0, — —_( (13) 


und deshalb ist der zu x = 0 gehörige Teil des in Rede stehenden Integranden 


- 
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Null. Damit aber auch der zweite Teil (x =!) verschwindet, muß 
0°5 ö°L 
am freien Ende (x = |) ae Garn 0 (14) 
er OO: ne 
gelten, weil dort ö£ und ar willkürlich sind. 


2. Die Längs- und Torsionsschwingungen des Stabes (mit kreisförmigem Quer- 
schnitt im letzteren Fall) gehorchen nach Gl.(l) und (2) einer Differential- 
gleichung von derselben Form wie bei der Saite, nämlich 


2 2 E 'e 
u _ „u mit c=g= y= bzw. c=6= Y- (15) 
0 4 


9° 9x 
und mit u = & bzw. o. Die Randbedingungen können aber jetzt auch andere 
sein, insbesondere gilt für ein freies Ende a 
ou 
——ß(, 16 
3 (16) 


weil dort z.B. die relative Dehnung e,, = 2 offenbar verschwindet. 


0% 

Ist also z.B. das eine Ende x = 0 fest, das Ende x = } aber frei, so hat man 
nach Gl. (75,29) von den Funktionen U = coskx und sinkx diejenige zu wäh- 
len, für die U(0) =0 und U’(l) = 0 gilt. Die passende Funktion ist offenbar 
sinkxz, mit ki=(2n —]) 2 n —=1,2,... Wir können somit für die drei ge- 
wöhnlichen Fälle gleich die Resultate in der Gl. (75,46) entsprechenden Form 
angeben. Es lauten die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen eines Stabes 


a) mit festen Enden [U (0) = U(l) =0]: 


a N uU, sin sin (2 av,t+Y): r=12..,; (17 


b) mit freien Enden [U’(0) = U’() =0]: 


wenn. 4, = („008 sin(2mmt + Yo), n=1,2....: (18) 


c) mit einem festen und einem freien Ende [U (0) = U’(l) = 0]: 


„=(2?r—]) ei u= C, sin sin (Zev,t = In)» 


n=-1,.2,.... (9 


(2n — 1)nx 
21 


lm Fall c) ist daher die Grundfrequenz v, um eine Oktave tiefer als bei a) und b), 
und es sind nur die Oberfrequenzen 3 9,, 5 v,,... vorhanden. Die Grundschwin- 
gung und die ersten zwei Oberschwingungen bzw. die entsprechenden stehen- 
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den Wellen sind im Falle aY in Abb. 146, in den Fällen b) und c) in Abb. 151 
dargestellt. 


3. DieQuerschwingungen ( Biegungsschwingungen) des Stabes. Aus der Differen- 
tialgleichung (3): 


0°5 EI O9 | 
| ö1? ze og da* dx“ (20) 
folgt mit dem Ansatz 
& = U(a) sin(2rvt + y) (21) 
die Gleichung 
i | eo 
EL —- «U, wobeiae = Yer»y& Tv — (22) 
x R 


ist. Mit Rücksicht auf die vier Partikulärlösungen SINAX, COSALX, sinhaz und 
cosha@x ergibt sich die allgemeine Lösung der Gl. (22) zu 


U= c,sinax + c, cosaxz + c;sinhax + c, coshax. (23) 


Abb. 151 


Für den Fall eines bei x = 0 eingespannten, bei x = | freien Stabes, den wir 
im weiteren betrachten wollen, folgt zunächst aus den Randbedingungen 
U (0) = O und U’(0) = 0 [siehe Gl. (13)]: 0, = — czund c, = — c,, d.h. wird 

U = c, (sinax — sinhax) + c, (c08&«x — coshaz). (24) 
Nach den weiteren Randbedingungen [siehe Gl. (14)] U”) =0und U”) =0 
muß gelten: | | 
| c, (sinad + sinhal) + c,(cosal + coshal) =0, 25) 
c, (cos«l + coshal) — c,(sinxl — einh al) =0. 
Damit dieses Gleichungssystem für c, und c, eine nichttriviale Lösung besitzt, 
muß die Determinante verschwinden: 


(cos@d + coshei)? + sin?al — sinh?al = 0 


$ 77. Schwingungen von Stäben und Platten 421 
oder (wegen cosh?«3 — sinh?«! = 1) 
cosalcoshali +1=0. (26) 


Dies ist eine transzendente Gleichung für «/; sie hat die Wurzeln (siehe die Funk- 
tionentafeln von JAHNKE-EMDE): 


al= 5 + 0,304 = 1,3975; &l= = — 0,018 = 4,694; 
= 400 ls (2n—1)Z fürn 4. (27) 


Diese Werte bestimmen mit Rücksicht auf die Bedeutung von « [Gl. (22)] die 
Eigenfrequenzen der Biegungsschwingungen des Stabes: 


2 ya 
BR) EI ; die Grundfrequenz beträgt v, = —_ Vz ? 


TI oq ’ In 
und es ist z.B. v, = 6,27 v,, Y3 = 17,57 v,. Die Eigenfunktionen erhält man, 
wenn man in Gl. (24) den Wert von c,/c, aus (25) einsetzt: 
UO„(z) = 0, [(cosa,l + coshe,l) (sin«,x — sinha,x) 
— (sing, + sinha,!) (cosa,x — cosh«,*)]. (29) 


(28) 


Die n-te Eigenschwingung wird dann wegen Gl. (21) durch 
L„(&, 1) = U,(&) sin(2 avi + y,) (30) 


beschrieben, die Knotenpunkte der stehenden Wellen sind durch die Nullstellen 
(z,) von U,(x) gegeben (x, =0; %,=0 und 0,771; x, = 0, 0,55 und 0,871). 
Die Anfangsbedingungen lassen sich im allgemeinen durch die unendliche 
Reihe I'C, befriedigen. [Bei der Reihenentwicklung von gegebenen Funktionen 
nach den U,„(x) ist es bequem, den in Gl. (29) noch willkürlichen Faktor C', 
| 


durch die ‚„Normierungsbedingung‘“ f IU,(@)®dx =1 festzulegen; C‘, heißt 
ö 
dann Normierungsfaktor, siehe z.B. $ 75,3.] 


4. Plattenschwingungen. Am wichtigsten sind die Biegungsschwingungen, für 
die — bei einer homogenen, im Gleichgewichtszustand ebenen Platte mit der 
Dicke 2h — die Differentialgleichung 


02€ ö:E SO, 3, 00\ , hen Eh? 
or alter 1“ 0229 y? 2 er — E 80(1 — 0)? (sh 


aufgestellt werden kann. Die hinzukommenden Randbedingungen sind im 
allgemeinen, besonders bei einer Platte mit freiem Rand, recht verwickelt, so 
daß eine exakte Berechnung der Eigenschwingungen: nur in wenigen Sonder- 
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fällen durchgeführt worden ist. Eine anschauliche Vorstellung über die Schwin- 
gungszustände kann man auf Grund der Knotenlinien, der aus der Experimen- 
talphysik bekannten Cuzannsschen Klangfiguren (17787) gewinnen. 

Die Eigenschwingungen der im undeformierten Zustand schon gebogenen 
Stäbe und Platten (‚Schalen‘), zu denen z.B. die praktisch sehr wichtigen 
Stimmgabeln und Glocken gehören, sind natürlich noch viel schwieriger zu 
berechnen, die mathematischen Schwierigkeiten konnten sogar zum großen 
Teil noch nicht überwunden werden. 

Es ist verständlich, daß in Verbindung mit diesen Problemen zur Berechnung. 
der Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen verschiedene Näherungsverfahren 
entwickelt wurden. Eine ihrer wichtigsten ist die Rıtzsche Variationsmethode 
(1909), die statt der Integration der Differentialgleichung die Lösung einer mit 
dieser äquivalenten Variationsaufgabe durch eine Linearkombination geeigneter 
bekannter Funktionen anzunähern sucht. Die Koeffizienten werden so bestimmt, 
daß das Variationsintegral ein Minimum wird. Wir erwähnen nur noch, daß 
allgemein die Eigenwertprobleme, besonders die Frage nach der Existenz der 
Eigenwerte und nach der Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion nach 
Eigenfunktionen in sehr enger Beziehung mit den Integrälgleichungen stehen 
und durch diese bedeutend gefördert wurden. 


C. Mechanik der Flüssigkeiten und Gase (Hydro- und Aeromechanik) 


S 78. Allgemeine Charakterisierung der Flüssigkeiten und Gase. (Der Druck; 
ideale und zähe, kompressible und inkompressible Flüssigkeiten) 


1. Nach der Erfahrung unterscheiden sich die Flüssigkeiten und Gase von 
den festen Körpern hauptsächlich dadurch, daß sie Formänderungen, die (wie 
die Scherung und Torsion, $ 71) ohne Volumänderung und überdies langsam 
vor sich gehen, nur sehr geringen Widerstand entgegensetzen, und zwar einen 
um so kleineren, je langsamer sich die Formänderung vollzieht. Aus der leichten 
Verschiebbarkeit der Flüssigkeitsteilchen gegeneinander ist zu folgern, daß die 
Tangentialkräfte in der Ebene eines Flächenelements, das zwei Flüssigkeits- 
teilchen trennt, bei einer hinreichend langsamen Formänderung äußerst klein 
sind und im Ruhezustand verschwinden. Diese Eigenschaft kann vom Stand- 
punkte der Kontinuumstheorie zur Definition der Flüssigkeiten und Gase dienen: 
Flüssigkeiten und Gase sind solche Körper, bei denen im Ruhezustand keine 
Tangentialspannungen auftreien, d.h., in jedem Koordinatensystem gilt 


Pay = Pr: = Pı.=°. (la) 


Da hiernach jede Richtung eine Hauptspannungsrichtung ist, muß die 
Spannungsfläche eine Kugel sein (siehe $ 63,4): In ruhenden Flüssigkeiten und 
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Gasen sind alle Normalspannungen einander gleich, d.h. 

Pr = w=P.=-D (1b) 
p heißt der Druck in der Flüssigkeit. (Ein Druck — Druckkraft je Flächen- 
einheit -,. z.B. der in den Punkten der Oberfläche eines Volumelements dV 
herrschende, wird demnach im Sinne von $.63 positiv gezählt, wenn die Ober- 
flächenkräfte das Volumelement zu komprimieren suchen. Darin ist die Wahl 
„Druck gleich negativer Normalspannung‘“ begründet, denn die positive Zug- 
spannung würde zum Zerreißen von dV führen.) 

Der Umstand, daß die Spannungsfläche eine Kugel ist, bedeutet folgendes: 
Für ruhende Flüssigkeiten und Gase ist der Druck in einem Punkt unabhängig von 
der Richtung (‚Gesetz des isotropen Druckes“, PAscAL, 1659), d.h., auf jedes 
durch den Punkt gelegtes Flächenelement df wirkt eine von der Orientierung 
von df unabhängige und zu ihm senkrechte Druckkraft vom Betrage pdf. 

Der Spannungstensor (bzw. der „Drucktensor“ mit den Komponenten 7,, 
= — P,,) ist also in dem betrachteten Fall durch die einzige skalare Größe p 
vollständig bestimmt. 


2. Die bisherigen Gleichungen gelten zunächst, wie betont, für ruhende 
Flüssigkeiten und Gase. Bei vielen Vorgängen können aber - wie der Vergleich 
der Theorie mit der Erfahrung zeigt — die bei der Bewegung auftretenden 
Tangentialkräfte, die die ‚innere Reibung‘ bewirken, unbeachtet bleiben. Dem- 
entsprechend definiert man: Solche Flüssigkeiten (und Gase), bei denen selbst 
während. der Bewegung keine Tangentialspannungen auftreten, heißen ideale (auch 
vollkommene oder reibungslose) Flüssigkeiten; für sie hat der Spannungstensor 
definitionsmäßig die Form (1) und ist das Gesetz des isotropen Druckes stets gültig. 

Im Gegensatz dazu werden die Flüssigkeiten und Gase mit innerer Reibung 
zähe Flüssigkeiten genannt; für sie setzt man den Spannungstensor in der später 
zu begründenden Form | 


pP esiDics Pie Pic (2) 


an, wobei die Tensorkomponenten P;; nur von den Deformationsgeschwindig- 
keiten abhängen und gleichzeitig mit diesen verschwinden. 


3. Indem wir die Flüssigkeiten stets als isotrop voraussetzen (von den so- 
genannten flüssigen Kristallen soll hier abgesehen werden), können wir für hin- 
reichend kleine Deformationen die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (68,7), 
d.h. die Gleichungen P,,„= 24 &,2 +40, ..., Pay = 2 U &rys- - ., anwenden. Aus 
diesen folgt mit Rücksicht auf Gl. (la, b), daß der Torsionsmodul u der idealen 
Flüssigkeiten Null ist; die übrigbleibende einzige Elastizitätskonstante A bzw. 


1 | | 
statt derer x = -- ist dann im Sinne der Gleichung 


j 
% Pd 


die Kompressibilität ($ 71,2). Für diese gilt x = — Q/p, oder allgemeiner, wenn 
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— AV/V die zu der Druckerhöhung Ap gehörige relative Volumenvermin- 
derung ist: 

BER. N. ARONEE Ss 4 

*= 7 7 Ip v dp 9 

Statt des empirischen Wertes von x braucht man bei den Flüssigkeiten und 

Gasen allgemeiner die Beziehung zwischen Druck und Volumen (einer be- 

stimmten Stofimenge) oder zwischen Druck und Dichte. Diese Beziehung wird 
durch die sogenannte Zustandsgleichung 


?=P(e, T)oderoe= o(p, T) (5) 


gegeben, die im allgemeinen auch die (absolute) Temperatur 7’ und eventuell 
noch andere physikalische Variable enthält. Bei Kenntnis dieser Gleichung, die 
vom Standpunkt der Kontinuumstheorie empirisch zu bestimmen ist. läßt sich 
die Kompressibilität einfach berechnen (Beispiele siehe unten): 


4. Die gewöhnlichen (tropfbaren) Flüssigkeiten und die Gase unterscheiden 
sich voneinander gerade hinsichtlich ihrer Zustandsgleichung bzw. Kompressi- 
bilität. Die ersteren können wegen ihrer äußerst geringen Kompressibilität 
(z.B. ist bei Wasser x = 5 - 10° atm!) meist als inkompressible Flüssigkeiten 
behandelt werden, deren Dichte o von dem Drucke unabhängig ist. Die Dichte 
kann noch - bei inhomogenen Flüssigkeiten — von Ort und Zeit abhängen, es 
gilt aber für homogene inkompressible Flüssigkeiten 


o = const (räumlich und zeitlich). (6) 


Zu den kompressiblen Flüssigkeiten kann man die Gase rechnen. Die Zustands- 
gleichung der idealen Gase lautet bekanntlich 


R 
—-— oT (7) 
De, 


(u = Molekulargewicht, Rj/u = 8,314 - 10° erg/(ug - grad), ug = 1 Mol). Die 
Dichte oe hängt demnach stark von p und 7 ab; auch sonst spielen thermische 
Vorgänge bei den Gasen im allgemeinen eine weit größere Rolle als bei tropf- 


baren Flüssigkeiten. In zwei wichtigen Sonderfällen kann jedoch die Dichte nur 
als Funktion des Druckes aufgefaßt werden; es gilt nämlich 


bei isothermen Vorgängen p = const - 0 (8) 
( BoYLz-MarıoTresches Gesetz), ferner 
bei adiabatischen Vorgängen p = const - o? I = “2. (9) 
v 


(Posssonsches Gesetz; c, bzw. c, bedeutet die spezifische Wärme des Gases 
bei konstantem Druck bzw. bei konstantem Volumen). Diese Gesetze, die wir 
hier als bekannt voraussetzen können, folgen aus Gl. (7) bzw. aus dem 1. Haupt- 
satz der Wärmelehre, siehe auch $ 66,2. - Aus den obigen Gleichungen erhält 
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man übrigens mit Gl.(4) sofort die Kompressibilität des Gases im Fall einer 
isothermen und einer adiabatischen Kompression. Schreibt man nämlich Gl. (8) 
und (9) mit Rücksicht auf 0 = const - V-1in der Form P = const - p-! 
bzw. V = const - p-U/r, so ergibt Gl.(4) für die isotherme und die adiabatische 
Kompressibilität eines idealen Gases 


i 


Er, 10a-b 
YPp 


Kisoth = — 3 Hadiab = 
yü 


5. Im folgenden befassen wir uns zuerst (im Teil a)) mit dem Gleichgewichts- 
zustand der Flüssigkeiten, wobei man nach dem Obigen keinen Unterschied 
zwischen idealen und zähen Flüssigkeiten zu machen braucht; in diesem Teil 
‚behandeln wir auch einige statische Probleme aus dem gewissermaßen selb- 
ständigen Gebiet der Kapillarität. Die Teile b) und c) sind der Strömung der 
idealen und der zähen Flüssigkeiten gewidmet. Unter Flüssigkeiten werden 
dabei im allgemeinen auch die Gase — als kompressible Flüssigkeiten — ver- 
standen, dementsprechend unter der Hydrostatik und Hydrodynamik auch die 
Aerostatik und Aerodynamik. Das ist insbesondere dann üblich, wenn die Zu- 
sammendrückbarkeit der Gase keine größere Rolle spielt bzw. die mathema- 
tische Behandlung nicht wesentlich erschwert. Die Gasbewegungen dagegen, 
die mit erheblichen Dichte-, Druck- und Temperaturänderungen verbunden 
sind, bilden den Gegenstand der dynamischen Meteorologie und der Gasdynamik, 
je nachdem, ob die Geschwindigkeiten klein gegen die Schallgeschwindigkeit 
oder von gleicher Größenordnung sind. 


a) Hydrostatik. Kapillarität 


8 79. Die Gleichgewichtsbedingungen und ihre Anwendungen (Druckverteilung 
in Flüssigkeiten und Gasen, Auftrieb, Schwimmen, rotierende Flüssigkeit) 


1. Die hydrostatischen Grundgleichungen. Wir gehen von den allgemeinen 
Gleichgewichtsbedingungen (64,17a) aus, werden aber — was mit Rücksicht auf 
die kompressiblen Flüssigkeiten zweckmäßig ist — von nun an nicht die auf die 
Volumeinheit, sondern die auf die Masseneinheit bezogene Massenkraft mit 5 
bezeichnen (siehe die Fußnote in $ 63); die alten Bezeichnungen sind also im 
Sinne 


| 8:4, 9,2>0%0X,0Y,02 Ad) 
abzuändern. | 
Ersetzt man in den erwähnten Gleichgewichtsbedingungen 
OP,z OP. 0 Ps; 
— 0 ye,.o 2 
De ae (2) 


die Spannungskomponenten nach Gl. (78,1) durch den Druck, so erhält man die 
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Gleichgewichtsbedingungen der Flüssigkeiten: 


Op 0» Op | 
X= d y öy’ oZ - 9 (3a) 

oder 
0% = gradp. (3b) 


Zu diesen Gleichungen tritt noch die Beziehung zwischen o und p hinzu. Hierbei 
nehmen wir ein für allemal an, daß die Dichte nur eine Funktion des Druckes 
(bzw. konstant) ist: 

| e=e(P); (4) 


wie dies in den bereits erwähnten drei besonders wichtigen Fällen [siehe 
(78,6), (78,8-9)] zutrifft. Die Aufgabe ist dann, aus den Gleichungen (3)- -(4) den 
Druck („hydrostatischen Druck‘) p als Funktion des Ortes — d.h. die Druck- 
verteilung oder das „Druckfeld“ p = pi) = P(x, y, 2) - in einer Flüssigkeit zu 
bestimmen, die unter der Wirkung gegebener Massenkräfte steht. Mit p(t) ist 
dann wegen Gl. (4) auch die Dichte als Funktion des Ortes bestimmt. 


2. Wegen unserer Annabme (4) kann man eine Funktion P finden, für die 
1 
Po: — grad P (5) 
ist, und zwar lautet diese ie ur die nur von p bzw. durch p vom 


Ort abhängt: 


P= 23 (6) 


Po 
Es gilt nämlich 


dx dp da op) dx’ (M) 
die nebst den zwei analogen Gleichungen mit der Vektorgleichung (5) identisch 
ist. Somit hat die Gleichgewichtsbedingung (3b) die Form 

5 = gradP. (8) 

Da P offenbar eine eindeutige Funktion des Ortes ist, P = P(t), muß auch % 
der Gradient einer solchen Funktion (etwa — U) sein: 

— — grad. (9) 


Wir haben also den merkwürdigen Satz: Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn 
die Massenkraft % (pro Masseneinheit) ein eindeutiges Potential besitzt, d. h., wenn 
das Kraftfeld konservativ ist. | | 

Aus den Gleichungen (8) und (9) folgt grad(P + U) =0, d.h., man hat 
die Gleichgewichtsbedingung 


P+Us=const oder IF —— + U = const. (10) 
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Die Flächen konstanten Druckes oder die ‚‚Isobaren‘‘ p'= const sind — da P 
unmittelbar nur von p abhängt - durch P = const festgelegt, diese stimmen 
aber nach Gl.(10) mit den Äquipotentialflächen U = const des Kraftfeldes 
überein. Das heißt: Im Gleichgewicht sind die Flächen konstanten Druckes (und 
konstanter Dichte) zugleich Äquipotentialflächen und umgekehrt. Wir betrachten 
jetzt einige Anwendungen dieses einfachen Satzes bzw. der Gl. (10). 


‘8. Die Druckverteilung in den der Schwere unterworfenen Flüssigkeiten. Das 
Potential der auf die Masseneinheit wirkenden Schwerkraft ist (im Falle eines 
nicht allzu großen Bereiches und senkrecht nach oben weisender z-Achse): 
U = 92 + const, die Flächen konstanten Druckes sind also nach dem obigen 
Satz horizontale Ebenen. Die nähere Druckverteilung wird nach Gl. (10) durch 


j& + 92 = const ({1) 


bestimmt. 
a) Bei einer inkompressiblen homogenen Flüssigkeit (0 = const) wird Gl. (11) 


z +g2=const oder p=Ü— 092, (12) 


wobei die Konstante C den Druck in der Ebene 2 = 0 bedeutet. Hat die Flüssig- 
keit eine freie Oberfläche, auf die der gleichmäßige äußere Druck p, der Luft 
wirkt, so muß p an der Grenze nach dem Reaktionsprinzip gleich p, sein. Die 
freie Oberfläche ist dann, wie ihre Gleichung p, = € — 092 zeigt, eine horizon- 
tale Ebene. | 
Läßt man die Ebene 2 = 0 mit der freien Oberfläche zusammenfallen, so ist 
in Gl.(12) C = 7,; in der Tiefe — z = h herrscht demnach der hydrostatische 
Druck | | 
p=m + ogh, (13) 


der „Überdruck“ » — p, ist proportional der Tiefe. Die Form des Gefäßes spielt 
für den Druck 7 keine Rolle (‚„hydrostatisches Paradoxon‘““‘). Gl. (13) enthält die 
Deutung zahlreicher Erscheinungen, z.B. die bei kommunizierenden Röhren, 
Flüssigkeitsbarometern und -manometern, ferner beruht auf ihr die Definition 
der Druckeinheit „physikalische Atmosphäre“ (atm), der Druck einer Queck- 
silbersäule von 76 cm auf Meeresniveau; man erhält dafür mit den verein- 
barten Normalwerten von @ und g: 


dyn 
em? 


1,033297 P (14) 


latınm — 1,013250 - 106 = 
cm 


b) Für Gase gilt im Falle konstanter Temperatur nach der Zustandsglei- 
chung (78,7): 


p ._Po ( R | 00 
: ; a; (15) 


0 
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Betrachten wir z.B. eine Luftsäule von 0°C, für die in der Meereshöhe z = 0 der 
Druck p, = 1 atm, die Dichte 0, = 0,001293 gem? ist, so folgt aus Gl. (11) 


Pony + 92 = const = Po np, (16) 
00 &o 


dajafürz = 0 p = 9, Sein soll. Daraus und mit den angegebenen Zahlenwerten 
erhält man die sogenannte DUROMEHECHE Höhenformel für isothermes Gleich- 
gewicht: 


2 Mm oder 2 = 18400 lg — Po Meter. (17) 
9% P p 


Durch Auflösung nach p und mit Gl.(15) folgt für die Druck- und Dichte- 
verterlung: 


0092 ug 
2 Le neh. (18) 


Druck und Dichte nehmen also mit der Höhe exponentiell ab, und zwar um so 
stärker, je größer das Molekulargewicht u des Gases ist. Bei einem Gasgemisch 
(z.B. auch bei der Luft) könnte man demnach auch eine Änderung der relativen 
Zusammensetzung mit der Höhe erwarten. 

Für die freie Atmosphäre trifft besser der adiabatische Fall zu, in dem nach 
G1. (78,9) p = const - 0 = p,(e/,)” mit y = 1,405 zu setzen ist. Nach einer ein- 
fachen, zu der obigen analogen Rechnung ergibt sich aus 1) die Höhenformel 
für adiabatisches Gleichgewicht: 


y-1 9 0,228 
Pe DR. h — (2) v oder z = 27700 ı — (2) | Meter. 
y-1 099 Po Po; | 
(19) 


Nach dieser Formel sollte die „Höhe der Atmosphäre“ (d.h. der zup=0 ge- 


hörige z-Wert) h = ag er —= 27,7 km betragen. Aus Gl. (19) folgt dann für 
1% 


die Druck- und Dichteverteilung 
| 2\— a 
P=nl1-4)7. e=a[1- 4/7, (20) 
ferner mit der Zustandsgleichung (78,7) für die Temperaturverteilung: 


T=-1(1-5) [7 = Er = 27 K (21) 


Die Temperaturabnahme wäre demnach rund 1° je 100 m Höhe. 

In Wirklichkeit ist natürlich die Druck-, Dichte- und Temperaturverteilung 
in der Atmosphäre infolge verschiedener Faktoren (Luftfeuchtigkeit, Strö- 
mungen usw.) viel verwickelter, als es die obigen Gleichungen beschreiben. 
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Trotzdem sind diese als Näherungsformeln für nicht zu große Höhendifferenzen 
gut brauchbar. [Ein Druck Zatm ergibt sich nach Gl. (17) in einer Höhe von 


5,5 km, nach Gl.(19) bei 5,0 km. Man rechnet oft in den Formeln (19)-(20) 
mity = 1,2 (statt 1,4), was einem sogenannten polytropen Vorgang entspricht.] 


4. Auftrieb; Schwimmen. Taucht ein Körper ganz oder teilweise in eine 
ruhende (der Schwere unterworfene) Flüssigkeit ein, so wirken auf die unteren 
Teile seiner Oberfläche nach dem Vorangehenden größere Druckkräfte als auf 
die oberen. Die Resultante dieser Druckkräfte läßt sich auch ohne Rechnung 
durch die folgende einfache Überlegung bestimmen. 

Wir denken uns für einen Augenblick das von dem Körper bzw. seinem ein- 
getauchten Teil eingenommene Volumen V von der Flüssigkeit ausgefüllt. Die- 
ses Flüssigkeitsvolumen — mit dem in seinem Schwerpunkt A angreifenden 
Gewicht Q, — befindet sich nach dem Erstarrungsprinzip ($ 64,1) im Gleich- 
gewicht, folglich müssen die auf seine Oberfläche von der umgebenden Flüssig- 
keit ausgeübten Druckkräfte durch eine Einzelkraft vom Betrage Q, ersetzbar 
sein, die vertikal nach aufwärts gerichtet ist und durch den Punkt A geht. Diese 
resultierende Druckkraft heißt Auftrieb. Ersetzt man nun denals erstarrt gedach- 
ten Flüssigkeitsteil durch den wirklich eingetauchten Körper, so wird dadurch 
an den Druckkräften offenbar nichts geändert: Kin Körper in einer Flüssigkeit 
erleidet einen Auftrieb (scheinbaren Gewichtsverlust), dessen Betrag gleich dem 
Gewicht der vom Körper verdrängten Flüssigkeit ist (ARCHIMEDESsches Prinzip 
um 250 v.u.Z.). Die „Flüssigkeit“ ist auch hier im weiteren Sinne, d.h. ein- 
schließlich der Gase, zu verstehen. Auf dem ArCHIMEDESschen Prinzip be- 
ruhen mehrere Methoden der Dichte- und Volumenmessung. 

Der Auftrieb kann nach dem Obigen stets im Schwerpunkt des verdrängten 
Flüssigkeitsvolumens, in dem sogenannten Auftriebszentrum A angreifend ge- 
dacht werden, das im allgemeinen nicht mit dem Schwerpunkt S des Körpers 
zusammenfällt. (Bei ganz eingetauchten homogenen Körpern trifft das aller- 
dings zu.) Daher geben das Gewicht des Körpers und der Auftrieb zusammen 
außer ihrer Resultante im allgemeinen auch ein Kräftepaar (Drehmoment). 

Beim Schwimmen eines Körpers verschwindet die erwähnte Resultante, d.h., 
Gewicht und Auftrieb sind der Größe nach gleich. Die möglichen Schwimm- 
lagen (Gleichgewichtslagen) sind offenbar diejenigen, für die die beiden An- 
griffspunkte S und A in einer vertikalen Geraden liegen. Um nun die Frage 
nach der Stabilität einer Schwimmlage zu erörtern, denken wir uns den Körper 
um eine Achse senkrecht zur Zeichenebene um einen kleinen Winkel 9 aus der 
Schwimmlage herausgedreht, siehe Abb. 152, die einen Querschnitt eines 
Schiffes durch seinen Schwerpunkt S zeigt. Das Auftriebszentrum in der ge- 
zeichneten Lage (d.h. der Schwerpunkt des Volumens BCD) sei A,, in der 
symmetrischen Lage (— ®) seies A,. Die Punkte A, ‚..-, A,..., A, bilden eine im 
Körper feste Kurve - für kleine d angenähert ein Kreisbogen -, ihr Krümmungs- 
mittelpunkt heißt Metazentrum M der betreffenden Schwimmlage; der Ab- 
stand SM — Äh ist die metazentrische Höhe. Liegt M, wie in der Figur, oberhalb 
von S, so sucht das durch die zwei Pfeile dargestellte Kräftepaar den Körper 
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in seine alte Lage zurückzudrehen. Würde dagegen M unterhalb von $ liegen 
(man denke S in der Figur etwa im doppelten Abstand von A), so wäre die 
Schwimmlage labil. 

Im allgemeinen Fall, wenn nicht nur die Drehungen in der Zeichenebene, 
sondern alle Drehungen betrachtet werden, erhält man als geometrischen Ort 
der Auftriebszentren statt der Kurve A,AA, eine Fläche (Auftriebsfläche). 
Dementsprechend definiert man für eine Schwimmlage zwei Metazentren, näm- 
lich die Mittelpunkte der beiden Hauptkrümmungskreise. Eine Schwimmlage 
ist dann stabil, wenn beide der zugehörigen Metazentren über dem Schwerpunkt des. 


Abb. 152 


Körpers liegen. Im Besitz. der ganzen Auftriebsfläche lassen sich die über- 
haupt möglichen (stabilen und instabilen) Schwimmlagen eines Körpers da- 
durch bestimmen, daß man diejenigen Normalen dieser Fläche aufsucht, die 
durch den Schwerpunkt des Körpers gehen. | 
Bedeutet im Fall der Abb. 152 Q& das Gewicht des Schiffes, © sein Trägheits- 
moment um die Längsachse, so ist der Betrag des Drehmomentes des Kräfte- 
paares für kleine Neigungswinkel #: Qh®, und daher folgt aus der bekannten 
Gleichung 95 = — Qhd die Schwingungsdauer beim „Rollen“ oder „Schlingern“: 


T= In Var ° (22) 


. 5. Gleichförmige' Rotation einer Flüssigkeit. Wenn eine Flüssigkeit als Ganzes 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um eine feste Achse rotiert, so kann 
die Frage nach der Druckverteilung und der freien Oberfläche auf ein statisches 
Problem zurückgeführt werden, indem man die Flüssigkeit in einem mit ihr 
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rotierenden Koordinatensystem betrachtet und dementsprechend die Zentrifu- 
galkraft als eine äußere Massenkraft einführt. 

Die Flüssigkeit, die wir jetzt als inkompressibel und homogen (0 = const) 
annehmen, befinde sich in einem kreiszylindrischen Gefäß mit vertikaler Achse - 
(z-Achse), um die die Rotation erfolgen möge. Die Komponenten der Zentrifu- 
galkraft je Masseneinheit sind dann: w°x, w°y, 0, diejenigen der Schwerkraft: 
0, 0, —g, die Resultante hat also das Potential 


DB — w2(x? + y?)- + g2 + const. (23). 


Daraus folgt — mit Rücksicht auf 2 U = const, siehe Gl. (10) - für den 
Druck: 


1 
P=(0ı— 5 aa? + y2) — gz)| + const, (24) 
d.h., die Flächen konstanten Druckes sind Rotationsparaboloide, deren Gleichung 


> 0’(a2 + y?) — 92 = const (25) 
ist. 

Die freie Flüssigkeitsoberfläche als eine Fläche 
konstanten Druckes ist ebenfalls ein Rotations- 
paraboloid. Liegt der Mittelpunkt der Oberfläche 
in der Höhe 2,, so ergibt sich die Konstante in Gl. 
(25) für diesen Fall (x = 0, y = 0, 2 = 2,) zu — 92, 
es lautet also die Gleichung der freien Oberfläche 


w° | 
2 =. + 39 (2° + y?) oder. 


(26) 
w* 9 
ag, Abb. 153 


(siehe Abb. 153). War die Höhe der ruhenden Flüssigkeit h, so ist die infolge der 
Drehung in der Mitte des Gefäßes eintretende Senkung k — z, daraus zu be- 
stimmen, daß das Volumen der Flüssigkeit auch bei der Drehung dasselbe 
bleibt. Eine einfache Volumenberechnung würde ergeben, daß die Flüssigkeit 
in - sale ebensoviel sinkt, um wieviel sie am Rande'steigt, also nach Gl. (26) 


um 2 R?, wobei R der Radius des Zylinders ist. Durch Messung der Senkung 


läßt sich w bestimmen (Flüssigkeitstachometer). 

In einer horizontalen Ebene (z — const) nimmt der Druck nach Gl. (24) von 
der Mitte nach dem Rande hin zu. Dies ist der Grund z.B. davon, daß die am 
Boden befindlichen. schwereren Teilchen, etwa Sandkörner, die nach Um- 
rühren der Flüssigkeit die Rotation nicht mitmachen, sich nach der Mitte hin 
ziehen. Nimmt dagegen ein homogener Körper in der rotierenden Flüssigkeit an 
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der Rotation teil, so erleidet er - wie man durch eine ähnliche Überlegung wie 
beim ARCHIMEDESschen Prinzip findet — außer seinem Gewicht und dem Auf- 
trieb Y’og eine horizontale Kraft 


ve — O)wrs, en 


wobei V’ das Volumen, o’ die Dichte des Körpers und r, der vektorielle Ab- 
stand seines Schwerpunktes von der Drehachse ist. Diese Kraft, die im Falle 
0’ > e den Körper von der Drehachse forttreibt, wird bekanntlich bei den 
Zentrifugen ausgenutzt. 

Wir weisen noch auf ein für die Kosmologie sehr wichtiges Problem hin, das 
eng mit der Gestalt von Himmelskörpern und mit ihrem Werdegang zusam- 
menhängt. Das ist die Frage nach den Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssig- 
keitsmassen unter dem Einfluß der eigenen Gravitation. Dieses Problem ist des- 
halb sehr verwickelt, weil der Ausdruck des Gravitationspotentials [der an die 
Stelle von gzin Gl. (23) treten würde] nicht bekannt ist, sondern gerade von der 
zu bestimmenden Oberflächengestalt abhängt. Hinsichtlich der Gleichgewichts- 
figuren — die z.B. auch dreiachsige Ellipsoide sein können - und ihrer Stabilität 
gibt es noch trotz den zahlreichen Untersuchungen viele offene Fragen. 
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1. Die Oberflächenspannung oder Kapillarkonstante. Die bekannten Erschei- 
nungen der Öberflächenspannung und Kapillarität — die auf eine Besonderheit 
im Verhalten der Oberflächen von tropfbaren Flüssigkeiten hinweisen — be- 
ruhen darauf, daß zwischen den Molekülen einer Flüssigkeit anziehende Kräfte 
(sogenannte VAN DER WAALSsche Kräfte) wirken, durch’ die auch die Kohäsion 
bedingt ist. Über diese Kräfte elektrischer Natur sei im Rahmen der hier zu be- 
trachtenden phänomenologischen Theorie nur bemerkt, daß sie nur auf sehr 
kleine Entfernungen wirksam sind: sie nehmen mit der 7.Potenz der Ent- 
fernung ab. (Die zwischen den Molekeln wirkenden Gravitationskräfte sind 
vernachlässigbar klein.) . 

Auf ein innerhalb der Flüssigkeit befindliches Molekül üben seine Nachbarn 
(d.h. die innerhalb einer ‚Wirkungssphäre‘ von etwa 10° cm Radius liegenden 
Moleküle) Kräfte aus, deren Resultante aus Symmetriegründen verschwindet. 
Ein Molekül an der Oberfläche, das nicht allseitig von Nachbarn umgeben ist, 
erfährt dagegen eine ins Innere der Flüssigkeit gerichtete Kraft (die im Falle 
einer ebenen Oberfläche, und auf die Flächeneinheit bezogen, Kohäsionsdruck 
oder Binnendruck genannt wird, s. u.). Es muß daher Arbeit aufgewendet wer- 
den, um Molekeln aus dem Innern an die Oberfläche zu bringen. Man kann die 
Arbeit 5 A, die zur Vergrößerung der Oberfläche um öf erforderlich ist, öf pro- 
portional setzen: | 


6A=aöf (1) 


und diese Arbeit als den Zuwachs der potentiellen Energie der Oberfläche an- 
sehen. Die ganze Oberfläche f der Flüssigkeit enthält die potentielle oder Ober- 
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flächenenergie 
A=af (2) 


(Gauss, 1830). Die von der Größe und der Gestalt der Oberfläche unabhängige 
Materialkonstante & wird als spezifische Oberflächenenergie oder aus unten 
ersichtlichen Gründen als Oberflächenspannung oder auch Kapillarkonstanie 
bezeichnet; ihre Dimension ist Arbeit/Fläche = Kraft/Länge. 

Wir denken uns ein Stück der Flüssigkeitsoberfläche dadurch vergrößert, daß 
seine Randkurve C in eine benachbarte Kurve C” übergeht. Die dabei zu lei- 
stende Arbeit ist nach Gl. (1), wenn ön den Nor- 
malabstand der Kurven C und C’ an der Stelle 
des Linienelementes ds bedeutet (Abb. 154): 


6A=aöf= aßdsön — Badsön. (3) 


Man kann sich also diese Arbeit gegen Kräfte 
ads geleistet denken, d.h., man kann an- 
nehmen, daß auf jedes Linienelement ds der 
Randkurve eine zur Fläche tangentiale und zu 
ds senkrechte Kraft (,„Kapillarkraft‘‘) vom Be- 
trage 

dF = ads (4) 


wirkt, die ins Innere des betrachteten Flächen- 
stückes gerichtet ist und dieses zu verkleinern 
sucht. Die durch Gl.(4) begründete Deutung 
von «& als „Oberflächenspannung“ (Kraft je 
Längeneinheit) ist demnach mit der Defini- 
tion (1) oder (2) mathematisch gleichwertig: 
die Molekularkräfte lassen sich hinsichtlich der 
durch sie bedingten Kapillarerscheinungen 
durch eine in der Flüssigkeitsoberfläche über- 
all gleich große, tangential wirkende Ober- 
flächenspannung « ersetzen. In diesem Sinne 
kann man die Flüssigkeitsoberfläche mit einer Abb. 155 
gleichmäßig gespannten Membran vergleichen. 

Zur Erläuterung sei an den in Abb.155 dargesteliten Versuch erinnert: um 
die Zusammenziehung der Seifenlamelle S in einem vertikal gestellten Draht- 
rahmen mit beweglichem unterem Drahtstück zu verhindern, muß man an die- 
ses ein kleines Gewicht Q hängen. Auf jedes innerhalb der Berandung gelegenes 
Linienelement ds wirken zwei entgegengesetzt gleiche Käfte (+«ds), die sich 
aufheben; an dem beweglichen Drahtstück der Länge / greift dagegen eine nach 
innen gerichtete Kraft 2x! an, wobei der Faktor 2 deshalb auftritt, weil die 
Seifenlamelle zwei Oberflächen besitzt. Im Gleichgewicht gilt also Q = 2al. 


2. Der Kapillardruck (Krümmungsdruck). Ist ein Oberflächenelement df der 
Flüssigkeit, gekrümmt, so ergeben die auf seine Begrenzung von den Nachbar- 
'elementen ausgeübten Tangentialkräfte eine zu df senkrechte Druckkraft. Zur 


28 Bud6, Mechanik 
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Berechnung dieser Druckkraft in einem Punkte P der Oberfläche errichten wir 
die Flächennormale und legen durch sie Ebenen. Unter den ausgeschnittenen 
ebenen Kurven gibt es bekanntlich zwei solche, in zueinander senkrechten 
Ebenen (in den „Hauptschnitten“) liegende Kurven, von denen die eine den 
größten, die andere den kleinsten Krümmungsradius besitzt; es seien diese 
Hauptkrümmungsradien R, und R,. Als Flächenelement wählen wir ein rechteck- 
förmiges Element, dessen Seiten ds, und ds, je einem Hauptschnitt parallel sind 
(Abb. 1568). Die Resultante der auf die beiden Seiten ds, wirkenden Kräfte von 


Abb. 156 


der Größe ads, weist nach Abb. 156b in die Richtung der Normalen und hat den 

Betrag «ds, dp, oder (wegen do, = ds,/R,) = ds, ds,. Die Resultante der auf 
| 1 ” 

a | RB, 

die Summe der beiden Ausdrücke durch ds, ds,, so erhält man die senkrecht 

zum Flächenelement wirkende Druckkraft je Flächeneinheit, den „Normal- 

druck der Oberflächenspannung‘“, kurz den Kapillardruck oder Krümmungs- 


druck 
1 1 
Pet) ” 


(erster LarLaogscher Satz, 1806). Hier sind R, und R, positiv oder negativ zu 


die beiden Seiten ds, einwirkenden Kräfte ist ähnlich : — ds, ds,. Dividiert man 
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wählen, je nachdem das Oberflächenelement nach „ußen konvex oder konkav 
gekrümmt ist. Im letzteren Falle — bzw. wenn die „mittlere Krümmung“ 


1 
> +37 —— negativ ist — bedeutet Gl. (5) einen nach außen gerichteten Zug. Bei 


R, R, 2& 
einer Kugelfläche vom Radius R ist p = =; bei einer ebenen Oberfläche 


Der gesamte Normaldruck auf die Oberfläche setzt sich aus dem Krüm- 
mungsdruck (5) und dem in 1. erwähnten, auch bei ebenen Oberflächen vor- 
handenen Kohäsionsdruck zusammen. (Der letztere kann nicht unmittelbar ge- 
messen werden, man kann aber seinen Wert unter der Annahme berechnen, daß 
die sogenannte VAN DER WAarssche Zustandsgleichung der Gase auch für 
Flüssigkeiten gültig ist; fürWasser beträgt der Kohäsionsdruck rund 10000 atm.) 


3. Die Differentialgleichung der Oberfläche. Sn 
Bei Kenntnis des Krümmungsdruckes läßt 
sich leicht eine Gleichung aufstellen, die bei 7 
gegebenen äußeren Kräften und gegebenen z MB 
Randbedingungen die Gleichgewichtsform . 
der Flüssigkeitsoberfläche bestimmt. Wir 
gehen von dem (auch hier. als gültig an- 
“ genommenen) Prinzip der virtuellen Arbeit 
aus, wonach die Flüssigkeitsoberfläche im 
Gleichgewicht ist, wenn bei einer virtuellen 
Verschiebung der Oberflächenteile keine Abb. 157 
Arbeit geleistet wird. 

Bei einer Verschiebung des Oberflächenelementes df in Richtung seiner Nor- 
‚malen um ör (Abb.157) wäre gegen die Drückkraft pdf die Arbeit pdfön, 
d.h. nach Gl. (9) 


pdf 


(7 a, 3) on (6) 


aufzuwenden. Bei der erwähnten Verschiebung muß aber auch noch gegen die 
äußeren Kräfte, z.B. gegen die Schwerkraft Arbeit geleistet werden. Ist das 
Potential der auf die Masseneinheit der Flüssigkeit (von der Dichte o) wirken- 
den äußeren Kräfte an der Stelle von df U, so hat an dieser Stelle die Masse 
der Flüssigkeit - als Ergebnis der gegen die äußeren Kräfte geleisteten Arbeit - 
um odfön zugenommen (Abb. 157) ; die gesuchte Arbeit, d.h. die Änderung der 
potentiellen Energie beträgt also | 
u | oUdfön.- (7) 


Die bei der Verschiebung der gesamten Oberfläche geleistete virtuelle Arbeit, 
d.h. das über die ganze Oberfläche erstreckte Integral der Summe der Aus- 
drücke (6) und (7), muß im Gleichgewichtsfall verschwinden: 


Il 4 2)reuanar-a @ 
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Die Verschiebungen ön sind hier nicht ganz willkürlich, da wegen der Inkom- 
pressibilität der Flüssigkeit die Änderung des ganzen Flüssigkeitsvolumens 


Null sein. muß: 
[öndf = 0. (9) 


Die Nebenbedingung (9) läßt sich nach der bekannten LAcrRAngzschen 
Multiplikatorenmethode berücksichtigen. Man addiert die mit der vorläufig 
unbestimmten Konstante A multiplizierte GI.(9) zu GI. (8); aus dem Ver- 
schwinden des so erhaltenen Integraıs kann gefolgert werden, daß der Inte- 
grand in allen Punkten der Oberfläche verschwinden muß. So erhalten wir die 
Differentialgleichung der Oberfläche: 


1 1 
ne Rs Ä Ss 10 
ln +7;)teU+R 0, (10) 


wobei, wie aus der Differentialgeometrie bekannt, die mittlere Krümmung 


a + a der Oberfläche 2 = 2(x, y) durch den Ausdruck 
RL 5 
02 \2] 022 02 \®| 0°z 02 02 0% 
ı 1 lat t las) on 202 00 2205 
R le - Ä 


R, | | [& ) (* \ 
1 +1 — 
e 0x ı Oy (11) 
dargestellt wird und das Potential U= U(zx, y,2) der äußeren Kräfte eine 
gegebene Funktion des Ortes ist. Gl. (10) ist also im allgemeinen Falle eine recht 


verwickelte partielle Differentialgleichung. Die in ihr auftretende Konstante A 
kann dadurch bestimmt werden, daß man in 


GG einem Punkt der Oberfläche die Werte R,, BR, 
ZA go und U angibt. Ist z.B. bekannt, daß die Ober- 
i 3 fläche in einem Punkte A eben und der Wert 


des Potentials dort U, ist, so ist A = —oU . 


ZT L£ a 4. Grenzbedingungen. Bei der Feststellung der 
1A--_--] zu der Differentialgleichung noch hinzutretenden 

7.2747 2-7-27-7-7-2-7 Randbedingungen beschränken wir uns nur auf 
den häufigsten Fall, in dem die Flüssigkeit (I), 
eine feste Wand (2) und ein Gas oder eine andere 
Flüssigkeit (3) in einer Grenzkurve zusammen- 


A “ stoßen. (In Abb. 158 ist A der Durchstoßpunkt 
GG, | Er der Grenzkurve mit der Zeichenebene.) 

Für die Grenzfläche zwischen der Flüssigkeit 

Abb. 158 und dem Festkörper kann - ganz analog wie es 


bei der Oberflächenspannung geschehen ist - eine 
Grenzflächenspannung x,, definiert werden, die von der Art beider Stoffe abhängt 
und auch negativ seinkann. Die Grenzflächenspannung «,, zwischen der Flüssig- 
keit und einem Gas ist (ebenso wie diejenige zwischen zwei Flüssigkeiten) stets 
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positiv und hängt kaum vonder Natur des Gases ab; die Grenzflächenspannung 
einer Flüssigkeit gegen ihren eigenen Dampf ist strenggenommen das, was man 
schlechthin ihre Oberflächenspannung « nennt. Die Grenzflächenspannung 
zwischen einem Gas und einem Festkörper ist sehr klein. 

Auf die Längeneinheit der Grenzlinie wirken demnach die drei Grenzflächen- 

spannungen &ı9> Xıg> %ags ein, die in Abb.158 durch Pfeile angedeutet sind. Im 
Gleichgewichtsfall muß die Summe der zur Wand parallelen Komponenten 
offenbar Null sein, für die zur Wand senkrechten Komponenten besteht dagegen 
keine Beschränkung, da die starre Wand 
mit den senkrecht zu ihr ausgeübten 
Druck- oder Zugkräften in jedem Fall 
das Gleichgewicht hält. Somit lautet mit 
Rücksicht auf Abb. 158 die zum Gleich- 
gewicht notwendige Grenzbedingung: 


ACH u Iıg Cos9 — Oaa, = 0 


oder RR U. nl (12) 
X3 

Dies ist der zweite LarLAczsche Satz, 
nach dem der Randwinkel 9 zwischen 
Wand und Flüssigkeitsoberfläche allein | | 
durch die Natur der drei sich berühren- Abb. 159 
den Stoffe bestimmt ist. 

Ist das Medium 3 ein Gas, so kann man nach dem Vorangehenden &,, = 0 
und %s = « setzen; für den Randwinkel folgt dann 


%ıa 
cos® n (13) 


Im Falle0 < a. < « ist 9 stumpf wie in Abb. 158 (Quecksilber-Glas) ; im Falle 
0<— a<a ist® spitz, die Flüssigkeit benetzt die feste Wand (Adhäsion). Es 
kommt auch der Fall — &,5 > « vor (Wasser- Glas), in dem Gl. (13) nicht erfüllt 
werden kann. Man hat es dann mit einer ‚vollkommenen Benetzung“‘ zu tun, bei 
der eine dünne Flüssigkeitsschicht die Wand vollständig überzieht; praktisch 
kann man dabei mit 9 = 0 rechnen. 

‘Nach dem Obigen muß man bei den Problemen, wo sich die Flüssigkeit mit 
einer festen Wand berührt, eine solche Lösung der Differentialgleichung ‚(10) 
suchen, bei der der Randwinkel längs der Grenzkurve zwischen der Flüssigkeit 
und der Wand überall ’den gleichen, durch die Art der sich berührenden Stoffe 
bestimmten Wert hat. 


d. Einfache Anwendungen: der Anstieg an einer ebenen Wand. Wir wählen die 
Ebene einer vertikalen Wand eines großen Gefäßes als yz-Ebene und nehmen 
die Wand in der horizontalen y-Richtung als unbegrenzt an. Die Flüssigkeits- 
oberfläche ist dann eine Zylinderfläche mit zur y-Achse parallelen Erzeu- 
genden, so daß wir es jetzt nur mit einem zweidimensionalen Problem, nämlich 
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der Bestimmung der Kurve 2 = 2 (r) zu tun haben. Die x-Achse wird so gelegt, 
daß sie in genügender Entfernung von der Wand in die dort horizontale und 
ebene Flüssigkeitsoberfläche fällt (Abb. 159). Als äußere Kraft wirke nur die 
Schwerkraft, ihr Potential je Masseneinheit ist U = ga. 

Die Gl.(10) geht demnach [da in (11) die Differentialquotienten nach y 


verschwinden, oder wegen R, = ©] mit der Bezeichnung 2 —= 2’ in die fol- 
gende gewöhnliche Differentialgleichung über: dx 


a’ 
— Lk ——— + 092 +/=0. (14) 
(+23? 


Das Vorzeichen des ersten Gliedes ist deshalb negativ, weil dieses Glied nach 
dem unter Gl. (5) Erwähnten einen positiven oder negativen Wert haben muß, 
je nachdem, ob die Fläche nach außen konvex (z2’’ < 0) oder konkav (2”’ > 0) ist. 
Da weit von der Wand für die Flüssigkeitsoberfläche z= 2’ =" = 0 gilt, 
muß A = 0 sein. Auf Grund der Umformung 


Bi, 1 d 1 
Bd (15) 


Arzt 3 de ira 


und narh Multiplikation mit 22’/og wird somit Gl. (14) zu 
2 d 1 
09 deyı +7 
Das erste Integral dieser Gleichung ist 
2& 1 
eyıım 


Die Konstante ergibt sich — wieder aus der Bedingung 2’ = 0 für z=0 - zu 


2«/og, es ist also 2a N 
22 + — | —— — 1|=0. (18) 
yIi-+2?’2 

Aus dieser Differentialgleichung erster Ordnung läßt sich die Steighöhe Ah an 
der Wand schon ohne weitere Integration bestimmen. Nach der Grenzbedin- 
gung (12) ist nämlich der Randwinkel ® gegeben, und es gilt an der Wand 
(Abb. 159) für =0,d.h.z2=h: 2’ = —cotd#. Somit ergibt sich aus Gl. (18) 


wegen 1/ Yl + c0t?® = sin® für die Steighöhe an der ebenen Wand: 


? — const. (17) 


REN 
h= +) * 1 sind); (19) 
09 
hierbei handelt es sich um eine Erhebung (+) oder Senkung (—), je nachdem, ob 


die Flüssigkeit die Wand benetzt oder nicht. - Drückt man aus Gl. (18) . — = 
| 2 2 
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als Funktion von 2 aus, so erhält man durch Integrieren die Gleichung der Ober- 
fläche in der Form x = x(2). Eine auf optischer Ausmessung der Oberflächen- 
form beruhende Methode zur Messung der Oberflächenspannung hat EÖTVös 
angegeben, dem auch wichtige Ergebnisse über die Temperaturabhängigkeit 
der Oberflächenspannung zu verdanken sind. 


6. Der Anstieg in Kapillarröhren. Im Fall kreiszylindrischer Röhren, oder all- 
gemeiner bei axialsymmetrischen Problemen, drückt man die partielle Differen- 
tialgleichung (10) mit (11) in Zylinderkoordinaten r, 9, 2 aus, da man dann aus 
Symmetriegründen — die Oberflächengleichung 2 = z(r) enthält @ nicht — wie- 


Abb. 160 


der zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung gelangt. Im einzeinen erhalten 
wir nach einer elementaren Rechnung (wegen = rc0s9, y = rsing gilt mit 


02 
Or 


Er 
S | % 
& 
[83 
& 
ns! 
e)) 
= 


02 
öx 
usw.) für die mittlere Krümmung (11) 


1 1 2’ 1. 2’ 1 d r2 ® 
ER OR VBENFEORR../ONNBNEIRT RUHE. EBRNEREGS. > REENG.. ER 


die mit dem richtigen Vorzeichen [s. unter Gl.(5) und (14)] in (10) einzu- 
setzen ist. 

Wir betrachten den Fall, daß ein enges Rohr - Kapillarrohr - vom Radius r, 
in ein weites, mit Flüssigkeit gefülltes Gefäß vertikal eingetaucht ist (s. Abb. 
160, in der eine benetzende Flüssigkeit angenommen wurde). Wirkt als äußere 
Kraft nur die Schwere und rechnet man 2 vom äußeren horizontalen Niveau, 
so ist inGl.(10) A=0 (wegen R, = R, = » fürz = 0), und man erhält somit 
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nach (20) die Differentialgleichung 


’ 


d r2 
dr ya 21) 
Die Integration dieser Gleichung ist in geschlossener Form nicht möglich, 
aber ein Näherungswert für die Steighöhe läßt sich ganz elementar erhalten. 
Für ein genügend enges Rohr läßt sich nämlich der ‚Meniskus“ nach Abb. 160 
als kugelförmig vom Radius R = r,/[cos® ansehen, wobei Ö der gegebene Rand- 
winkel ist. Demnach ist der Krümmungsdruck (d.h. jetzt 2«/R, mit richtigem 
Vorzeichen genommen): — 2x.cos®/r,. Setzt man dies für das erste Glied in 
Gl. (21) ein und schreibt im zweiten Glied statt 2 eine mittlere Höhe A, so folgt 
für die Steighöhe in Kaptllarröhren 


= |8 


2 
u 066 d, (22) 
Pg9T, 
die bei benetzenden Flüssigkeiten |9 < 3 positiv, bei nichtbenetzenden. 


9>5) 
wenn die Höhenunterschiede 2 — k im Meniskus - die von der Größenordnung 
des Kapillarenradius r, sind — sehr klein gegen die Steighöhe Ah sind. Diese Be- 
dingung lautet also: 


negativ ist. Gl. (22) stellt offenbar nur dann eine gute Näherung dar, 


2 

n<h ode rR< F cos%; (23) 

beim Wasser = 0, x» 7Odynem-t,o=1gem*) ist 2. B. für 27, = I mm 
h == 30 mm. | 


Zu den obigen Resultaten kann man auch gelangen, wenn man zur Lösung von Gl. (21) 
den Ansatz z=z, + 2,(r) mit z, <z, macht und die so entstehende Näherungsgleichung 


ad rz, ei si 
zer VE rem = (24) 


zweimal integriert. Die zwei Integrationskonstanten bestimmen sich daraus, daß der Menis- 
kus in der Mitte horizontal liegt (2° = O für r = 0) undander Wand mit dieser den Winkel 9 
einschließt (2° = cot# für r = r,). Dann ergibt sich in der Tat, wie der Leser selbst nach- 
rechnen möge, für 2, der Wert von h in Gl.(22) und für den Meniskus die Gleichung der 
‚Kugel vom Radius r,/cos®d, d.h. 


(RL ) ‚_ _® 25 

ee) Sn =) 
Eine bessere Näherung für die Form des Meniskus und zugleich ein Korrektionsglied für 
die Steighöhenformel kann man erhalten, indem man den aus Gl. (25) folgenden Wert von z 
in das zweite Glied. der Gl. (21) einsetzt und dann diese Gleichung integriert. — Auf der (mit 
einem Korrektionsglied ergänzten) Steighöhenformel beruht eine wichtige Methode zur 
Messung der Oberflächenspannung «. 
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7. Bei Abwesenheit äußerer Kräfte kann das konstante Potential U in die 
Konstante A mit einbezogen werden; dann folgt aus Gl. (10) 


J 


L . d 4 
ai, (26) 


RB, & 


d.h., die mittlere Krümmung ist längs der gesamten Oberfläche konstant. Solche 
‘Fälle, in denen äußere Kräfte keine Rolle spielen, sind in zweierlei Weise zu 
verwirklichen. Erstens kann man die Flüssigkeit in einer anderen mit ihr nicht 
mischbaren gleicher Dichte schweben lassen (PLAaTEAusche Versuche), wobei 
die Wirkung der Schwere durch den Auftrieb kompensiert wird. Zweitens kann 
man dünne Flüssigkeitsiamellen wie Seifenblasen herstellen; bei ihnen fließt 
zwar die Flüssigkeit innerhalb der Lamelle nach unten ab, aber wegen der gro- 
ßen inneren Reibung gewöhnlich so langs&m, daß man es praktisch mit einem 
statischen Problem zu tun hat. In allen diesen Fällen können sich verschiedene 
Oberflächen konstanter mittlerer Krümmung ausbilden, von denen die ein- 
fachste die Kugel ist. Sie entsteht immer dann, wenn die Oberfläche geschlossen 
ist, wenn also die Flüssigkeit nicht etwa von einem festen Körper durchsetzt 
oder anders gestört wird. Dies steht im Einklang mit dem allgemeinen Prinzip, 
wonach in einer stabilen Gleichgewichtslage die potentielle Energie — hier nach 
G1.(2) die Oberflächenenergie @f - ein Minimum hat: denn die kleinste Ober- 
fläche. bei gegebenem Rauminhalt hat die Kugel (Tropfenbildung). 

Auf das Innere einer freien, geschlossenen Seifenblase, die nach dem Obigen 
die Kugelform annimmt (R, = R, = R), übt jede der beiden Oberflächen den 
Krümmungsdruck 2«/R aus. Im Gleichgewicht muß daher im Inneren der 
Seifenblasen ein Überdruck 


4dp= (27) 


‘über den äußeren Luftdruck herrschen. 

Bei einer nichtgeschlossenen Flüssigkeitslamelle - einer in Rahmen eingespann- 
ten Seifenhaut — ist der Luftdruck auf beiden Seiten derselbe, jetzt fehlt also 
e won 1 1 
der Überdruck, der. dem doppelten Krümmungsdruck 2«& (+ + 5) das 

1 2 
Gleichgewicht halten könnte. Daher muß der Krümmungsdruck selbst ver- 
schwinden, d.h. 


—+t— —0 (28) 


sein. Die Lamelle bildet also eine Fläche, deren mittlere Krümmung überall 
verschwindet, die beiden Hauptkrümmungen also entgegengesetzt gleich sind. 
Solche „Sattelflächen“ werden in der Geometrie Minimalflächen genannt, weil 
sie bei gegebener Randkurve den kleinsten Flächeninhalt besitzen. 
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Als Beispiel wollen wir die Fläche bestimmen, die sich zwischen zwei koaxialen und 
gleichgroßen Drahtringen ausspannt (Abb.161). Es handelt sich offenbar um eine Rota- 
tionsfläche, deren Differentialgleichung wegen (28) und (20) die folgende ist: 


EEE: 0. (29) 


Tr dr yiyz2 


Die Integration liefert (a, b sind Konstanten): 


v2 . 


rz [74 


TErr Ze oder re (30) 
und 
dr h r y 2” 
= Sr Se zu 5 (30) 
Abb. 161 
Diese Fläche entsteht, wie man das an der Umkehrfunktion 
—b 
r=acosh £ (31) 
z-b 


um diez-Achse und wird Katenoid 


erkennt, durch Rotation der Kettenliniex = a cosh 


genannt. (Im Fall der Abb. 161 ist wegen r(@)=r(—2) b=0.) 
' Über Kapillarwellen siehe $ 88. 
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b) Hydrodynamik idealer (reibungsloser) Flüssigkeiten 


$ 81. Die Grundgleichungen der Hydrodynamik (EvLersche Gleichungen und 
Kontinuitätsgleichung. — Die LaerAnazschen Gleichungen) 


1. Die Euterschen Gleichungen. Die Bewegungsgleichungen der idealen Flüs- 
sigkeiten folgen aus den allgemeinen Gleichungen (64,21) der deformierbaren Kör- 
per, wenn man in diesen die Komponenten des Spannungstensors nach Gl. (78,1) 
durch den Druck ersetzt. Da diese Ersetzung schon in der Hydrostatik voll- 
führt wurde [Gl. (79, 3b)], gelangen wir zur vektoriellen Form der Bewegungs- 
gleichungen einfacher, indem wir in der Gleichgewichtsbedingung 0% = gradp 
zu der auf die Volumeinheit bezogene Massenkraft 0% die entsprechende Träg- 


heitskraft — 0 n (im Sinne des D’ALEMBERTschen Prinzips) hinzufügen. So 
folgt 
| db dd 1 
05-0, —gradp oder = = - 3 gradp, (1) 


wobei = die Beschleunigung eines bestimmten Flüssigkeitsteilchens, d:h. die 


substantielle Beschleunigung bedeutet. 


Nach den kinematischen Resultaten in $ 62 bestehen jetzt zwei Möglich- 
keiten. Man sucht die Bewegung der Flüssigkeit entweder dadurch zu beschrei- 
ben, daß man die Bewegung jedes individuellen Teilchens angibt (substantielle 
Betrachtung), oder aber dadurch, daß man das Strömungsfeld vd = p({t, t) be- 
stimmt, wobei h(t, t) die Geschwindigkeit des zur Zeit t am Orte r befindlichen 
Teilchens bedeutet (lokale Betrachtung). Da es in der Hydrodynamik auf die 
Kenntnis der Bewegung jedes einzelnen Teilchens nur selten ankommt, wählt 
man gewöhnlich die lokale Betrachtung (bezüglich der substantiellen vgl. 4), bei 
der die unabhängigen Veränderlichen die drei Raumkoordinaten x, y, 2 und die 


d | 
Zeit t sind. Dann hat man aber n auf Grund der exakten Beziehung (62,47): 


iu _ do dv 
- + emo =, + (pgrad)v (2) 


auszudrücken, weil die Verschiebungen in den Flüssigkeiten gewöhnlich nicht 
dauernd klein bleiben und somit die in der Elastizitätstheorie anwendbare 
-& jetzt nicht gestattet ist. 

Mit Gl. (2) folgen aus (]l) die Euuerschen Gleichungen der Hydrodynamik 
(1755): 


Näherung 2 = 


09 


pY)h = %— — gradp, (3a) 
Zt eWI=5 re: p a 
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oder in Komponenten Pig 


u | ou 1 op 
ar Er nen 
9v Ov -OV Ov 1 0» 
PIE, wb) 
9w 9w Ow o0w . 1 0» 
tra 


Dies sind drei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung für die Kompo- 
nenten a, v, w des zu bestimmenden Strömungsfeldes vd = v(x, y, 2, i). Der 
Umstand, daß diese Gleichungen im Gegensatz zu den meisten partiellen Diffe- 
rentialgleichungen der Physik nichtlinear sind, erschwert ihre Integration 
außerordentlich, da das Superpositionsprinzip (das aus zwei Partikulärlösungen 
u, und 4, eine allgemeinere Lösung c,%, -+ Czu, zu konstruieren gestattet, siehe 
2.B. 8 75), für nichtlineare Gleichungen Keine Geltung hat. 

An den Evurzgschen Gleichungen kann eine wichtige Umformung vorgenom- 
men werden, die auf der leicht nachprüfbaren Identität 


u u OU, - 2 R 5 A 
er, + w ze 3, ® + v7 + w%) 


wer 
Or Ou (du dw 
u ie P 32) Pr 
beruht. Diese und die beiden analogen Gleichungen lassen sich in der vekto- 
riellen Beziehung 


(v V) = > grad b?2 — [bp rot] (4b) 


zusammenfassen, womit man aus (3a) die zweite Vektorform der EULERschen 
Gleichungen 


— + grad I — [rot] = — z gradp (5) 


erhält: Diese Form hat gegen die erste [Gl. (3a)] außer dem später zu erwähnen- 
den den Vorteil, daß sie sich unmittelbar auch in krummlinigen Koordinaten 
ausdrücken läßt [siehe $ 96,9, während das Symbol (vV)v in Gl. (3a) eigentlich 
nur für rechtwinklige Koordinaten erklärt ist]. 

In den drei EuLERschen :Gleichungen treten außer den Geschwindigkeits- 
komponenten v, v, w auch der Druck p. (der von seinem hydrostatischen Wert 
verschiedene „hydrodynamische Druck‘) und die Dichte o als Unbekannte auf, 
so.daß außer der Beziehung o = o(p) noch eine weitere Gleichung erforderlich 
ist. 
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2. Die Kontinuitätsgleichung. Die noch fehlende Gleichung - eine kinema- 
'tische Beziehung - ergibt sich aus dem Prinzip der Erhaltung der Masse, wonach 
von der Masse der strömenden Flüssigkeit nichts verschwinden und nichts ent- 
stehen kann. 

Wir betrachten im Strömungsfeld ein im Raume festes Gebiet mit dem Volu- 


men V. V enthält zur Zeit t die Flüssigkeitsmasse [ odV, zur Zeit t + dt hin- 


gegen die Masse / (+3 + — Zi ai) dV, der Zuwachs je Zeiteinheit ist also 


00 
av. | 
ja >; (6) 
Diese durch die Änderung der Dichte ausgedrückte Zunahme kann zwei Ur- 
sachen haben: einerseits strömt an der Oberfläche von V mehr Flüssigkeit ein 
als austritt, andererseits können in V „Quellen“ liegen, diese letztere Möglich- 


Abb. 162 


keit wollen wir aber vorläufig ausschließen. Durch ein Oberflächenelement df 
mit der äußeren Normalen n tritt während der Zeit dt offenbar soviel Flüssig- 
keitsmenge aus, wie sich in einem schiefen Zylinder mit der Grundfläche df und. 
von .der Länge | d | dt befindet, d.h. odfv,„dt (Abb. 162). Bildet man das über 


die ganze Oberfläche von V erstreckte Integral f ov„df, so gibt dieses den Über- 


schuß der aus V je Zeiteinheit ausströmenden Flüssigkeitsmenge über die ein- 
strömende Flüssigkeitsmenge an, weil die letztere wegen der gewählten Norma- 
lenrichtung von selbst negativ gezählt wird. Die Massenzunahme in V je Zeit- 
einheit beträgt demnach 


— [emdf, 0) 


und diese muß wegen der Erhaltung der Masse dem Zuwachs (6) gleich sein: 


[& dV=— | emat (8) 
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An Stelle des Oberflächenintegrals auf der. rechten Seite läßt sich nach dem 
GAUSS-OSTROGRADSKIschen Satz das Volumintegral — [div (ov)dV schrei- 


ben. Aus der so umgeformten Gl. (8) - da diese für jedes Volumen gelten muß - 
folgt die Gleichheit der Integranden, d.h. die (für quellenfreie Gebiete gültige) 
Kontinuitätsgleichung 

20 + div(ob) = 0 (9a) 
01 

oder 

00 O(ou) O(ov) i low) 


= _—— 41 —(. 9b 
öt 0x o0y 0 en 
In dem wichtigen Sonderfall räumlich und zeitlich konstanter Dichte o ver- 
einfacht sich die Kontinuitätsgleichung (für ein: quellenfreies Gebiet) zu der 
Inkompressibilitätsbedingung 


divv=0 oder ou + 2 au 


—(. 1 
0x OY 02 5 en 


Diese besagt, daß aus jedem Volumelement stets gleichviel Flüssigkeit aus- wie 
eintritt. Gl.(10) folgt auch daraus, daß divp nach (62, 42) die Dilatations- 
geschwindigkeit bedeutet, die bei imkompressiblen Flüssigkeiten verschwinden 
muß. 


Die Kontinuitätsgleichung (9a) kann mit Rücksicht auf div(ob) = odivp + v grade 
und wegen [siehe (62,49)] 


do de 
Tr + vgrado (11) 
auf die Gestalt 
ade 12 
di =E 1% vv= ( ) 
‚do . _. ah 
gebracht werden, wobei Fr die Dichteänderung eines substantiellen Flüssigkeitsteilchens 
0 Bea ! 
bedeutet (während 5; die Diehteänderung an einem festgehaltenen Ort darstellt). Für eine 


de 
inkompressible Flüssigkeit - auch wenn sie inhomogen ist-- gilt definitionsgemäß - = 0, 


Damit folgt aus Gl. (12), daß die Bedirgung divp = 0 auch für inhomogene inkompressible 
Flüssigkeiten gilt; bei diesen ist die Dichte o nicht konstant, sondern ihre zeitlichen und 
räumlichen Änderungen sind wegen Gl.(11) durch die Beziehung 


0 
5 = — dgrado (13) 
miteinander verknüpft. 

Befinden sich in dem oben betrachteten Gebiet vom Volumen 7 ‚Quellen‘, 
die insgesamt eine Flüssigkeitsmasse Q je Zeiteinheit ergeben, so tritt zu der 
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rechten Seite von Gl. (8) offenbar Q hinzu. Sind die Quellen in V kontinuierlich 
verteilt, so kann man Q = [ gqdV schreiben, wobei die „Quelldichie‘ q= 


q (x, y, 2, t) die erzeugte Flüssigkeitsmenge ‚je Volumen- und Zeiteinheit bedeu- 
tet; sie wird positiv oder negativ gezählt, je nachdem, ob es sich um eigentliche 
Quellen oder um „Senken“ (‚negative Quellen‘) handelt. Aus der rechts mit 


" gqdV ergänzten Gl. (8) folgt in der oben besprochenen Weise statt der Konti- 
nuitätsgleichung (9) die auch im Falle von Quellen gültige allgemeinere Gleichung 


1] . 
n + div(pp) = q. (14) 
ot 
Eine Kontinuitätsgleichung von derselben Form wie (9) tritt z.B. auch in der 
Elektrodynamik auf, wo sie die Erhaltung der elektrischen Ladung ausdrückt. 


3. Die drei EuLErschen Gleichungen, die Kontinuitätsgleichung und die Be- 
ziehung zwischen Dichte und Druck o = o(p) [nach unserer Annahme (79, 4) 
kommt im folgenden einer der drei Fälle 


0 = const, 7 = const, m = const (15) 


in Betracht] liefern gerade 5 Gleichungen für die zu bestimmenden Funktionen 

u, vd, w, P, 0, d.h. für das Vektorfeld p(r, i) und für die skalaren Felder p (rt, t), 
(1, 8). 

; Zu den Grundgleichungen kommen noch die Randbedingungen hinzu, die je 

nach den einzelnen konkreten Problemen verschieden sein können. Strömt z.B. 

die Flüssigkeit in einem ruhenden Rohr, so muß die Normalkomponente der 

Geschwindigkeit an der Wand Null sein: 


„=Vo, (16) 


während für die Tangentialkomponenten - bei idealen Flüssigkeiten — keine 
Einschränkung besteht. Die Frage nach der Eindeutigkeit der Lösungen der 
hydrodynamischen Randwertprobleme wird in einem wichtigen Sonderfall 
später behandelt ($ 84,5). 


4, Die Laarangsschen Gleichungen der Hydrodynamik entsprechen - im Gegensatz zu 
den EvLe£rschen — der schon unter Gl. (1) angedeuteten substantiellen Betrachtung ($ 62); 
die unabhängigen Veränderlichen sind jetzt außer der Zeit # die Anfangskoordinaten a, b, c 
der einzelnen individuellen Flüssigkeitsteilchen, und es werden ihre Koordinaten zur Zeit i, 
‚d.h. die Funktionen x(a, 5, c, t) usw., ferner der Druck p(a, 5, c, £) und die Dichte o gesucht. 

Wir gehen auch jetzt von der Gl.(1) aus, die, in Komponenten geschrieben, lautet: 


eye (17) 


| 0) 
b, c zu erhalten, werden die drei Gleichungen (17) der Reihe nach mit — , ——, 
09a ’da’da 
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pliziert und addiert. Dann ist 


Op dx ApoOy Op Öz 0p 
dx da ' dy da + 52 da 5a’ =) 


.. (da bei der zeitlichen Diffe- 


du 
Ferner können jetzt die substantiellen et Ir’ 


rentiation a, b, c konstant zu.halten sind) mit — ,... bezeichnet werden. So gelangt man 


IR “= 
zu den sogenannten (ebenfalls von EULER stammenden) LaaRangEschen Gleichungen der 
Hydrodynamik: 


a a LE = y% 2 1:99 
or da Ton da * dm da da! ' Ya + rer (19) 
und zwei analoge (mit b und c statt a). 
U i 
Haben die Massenkräfte ein Potential U, so vereinfacht sich wegen X = — Fri die 
U 
Summe der ersten drei Glieder rechts, ähnlich wie (18) zu— —. Zu den drei obigen 


da 
'partiellen Differentialgleichungentritt außer der Beziehung o = o(p) noch die Kontinuitäts- 
gleichung, die man jetzt ebenfalls durch die unabhängigen Veränderlichen a,b, c,t aus- 
drücken müßte. Wir gehen hierauf nicht näher ein, da die LAGRAngzschen Gleichungen _ 
obwoll sie bei gewissen Problemen mit Vorteil anzuwenden sind - an praktischer Bedeu- 
tung doch weit hinter den EuLe&schen Gleichungen zurückbleiben. 
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Da die Probleme der Hydrodynamik auch im Falle reibungsloser Flüssig- 
keiten sehr mannigfaltig sind, ist es zweckmäßig, zuerst eine kurze Übersicht : 
über die wichtigsten speziellen Strömungsarten zu gewinnen, deren jeder eine 
gewisse Vereinfachung in den Grundgleichungen entspricht. Zuerst seien einige 
häufig gebrauchte Begriffe vorausgeschickt. | 

Das Strömungsfeld vd = v(t, t) läßt sich durch seine Feldlinien, die Strom- 
linien, veranschaulichen, die (analog wie die Kraftlinien bei einem Kraftfelde, 
siehe $ 9) im Zeitpunkt t überall die Richtung der Geschwindigkeit v haben; sie 
sind von den Bahnkurven der einzelnen Flüssigkeitsteilchen zu unterscheiden, 
siehe unten. Die durch eine kleine geschlossene Kurve verlaufenden Strom- 
linien bilden eine Stromröhre, die in ihr enthaltene Flüssigkeit wird Stromfaden 
genannt. 

Dem Strömungsfeld kann nach Gl. (62,40) ein anderes Vektorfeld, nämlich 
das Feld des Wirbelvektors 

SE. 
Rn rot d (1) 


zugeordnet werden; © = äft, i) gibt nach Größe und Richtung die Winkel- 
oder Drehgeschwindigkeit des zur Zeit t am Orte r befindlichen Flüssigkeitsteil- 
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chens an. Das Wirbelfeld & hat als Feldlinien die Wirbellinien, deren Richtung 
in jedem ihrer Punkte in die Rotationsachse des dort befindlichen Teilchens 
fällt. Die durch eine kleine geschlossene: Kurve verlaufenden Wirbellinien bilden 
eine Wirbelröhre, ihr flüssiger Inhalt heißt ein Wirbelfaden. 

Die Einteilung der Strömungen kann nun nach mehreren Gesichtspunkten. 
geschehen: 


a) Führen die Flüssigkeitsteilchen. auch Drehbewegung aus (rot vd # 0), so 
spricht man von einer Wirbelbewegung. Ist dagegen in allen Punkten des Flüs- 
sigkeitsraumes oder des betrachteten Bereiches 


rotp —=0, (2) 


so heißt die Strömung in dem entsprechenden Bereich wirbelfreie Strömung 
oder auch Potentialströmung, da man im Falle rot op — O0 nach einem bekannten. 
Satz der Vektoranalysis 

b = grad ® (3) 


schreiben, d.h. das Strömungsfeld v aus einem skalaren Geschwindigkeitspoten- 
tal® = D(x, y, 2, t) ableiten, kann. Daß bei wirbelfreien Strömungen, die eine 
große und wichtige Klasse von Strömungen bilden, eine erhebliche mathema- 
tische Vereinfachung vorliegt, sieht | 
man aus der zweiten Vektorform 
(81,5) der EuLerßschen Gleichungen, 
deren komplizierteres Glied [v rot b] 
jetzt wegfällt. 


b) Bleibt der Strömungszustand Abb. 163 
in der Zeit unverändert, d.h., ist die 
Geschwindigkeit v - ferner auch der Druck pund die Dichteo-an jeder Stelle des 
Feldes von der Zeit unabhängig, so wird von einer stationären Strömung gespro- 
chen. Bei einer solchen Strömung verschwinden also die zeitlichen partiellen 
Differentialquotienten: 


t+dt 


6, 
et: | 
di 
was bei nichtstationären oder zeitlich veränderlichen Strömungen nicht der Fall 
ist. 

Nur bei stationärer Strömung fallen die Stromlinien mit den Bahnkurven der 
Flüssigkeitsteilchen zusammen. Das ist etwa an Hand der Abb. 163 leicht einzu- 
‘sehen. Ein Teilchen, das sich zur Zeit tim Punkte A befindet, erreicht in der 
Zeit dt längs der Stromlinie 1 den Nachbarpunkt B. Bei nichtstationärer Strö- 
mung hat sich aber unterdessen die Stromlinie geändert (Kurve 2), so daß das 
Teilchen von B aus nicht nach C, sondern längs der Stromlinie 2 nach D wan- 
dert: das Stück ABD der Bahnlinie fällt nicht mit der Stromlinie 1 oder 2 zu- 
sammen. | 

c) Die Einteilung der Strömungen in Strömungen inkompressibler und kom- 
pressibler Flüssigkeiten (Gase) wurde schon mehrmals erwähnt. Für inkompres- 


29. Budö, Mechanik 
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sible homogene Flüssigkeiten gilt bekanntlich (siehe $ 81,2): 
divv=0, (58) 
o = const (räumlich und zeitlich). (5b) 


[Genauer: die Bedingung der Inkompressibilität lautet: div vd = (0, diejenige 
der Homogenität (räumliche Konstanz von o): grad o = 0; aus beiden folgt 
nach Gl. (81,13) die zeitliche Konstanz von e.] 

Die Strömungen inkompressibler und kompressibler Flüssigkeiten können - 
stets unter der Annahme, daß die Dichte der letzteren nur von dem Druck ab- 
hängt, oe = o(p) — mit der in $ 79,2 eingeführten Druckfunktion P einheitlich 
behandelt werden. Es ist 


"dp 1 
P=-]---, und radfP = — gradp; 6 
/ o(P) ö 0 an = 


in der (bis auf eine additive Konstante bestimmten) Funktion P = P(p) ist 
also die Beziehung 0 = o(p) bzw. 0 = const schon berücksichtigt. 


d) Der Fall, daß die Massenkraft (je Masseneinheit) ein Potentiol U = 
U (x, y, 2, t) hat: 
= — gradÜ (7) 


— kurz: der Fall einer Potentialkraft - ist praktisch mit Rücksicht auf die 
Schwerkraft (2 = — 9, U = g2) besonders wichtig und bringt, wie sich gleich 
zeigen wird, ebenfalls eine Vereinfachung mit sich. 

Anderen, spezielleren Strömungsarten werden wir’später begegnen. 

Wir erwähnen noch die Differentialgleichungen der Strom-, Bahn- und Wir- 
bellinien. Nach ihrer Definition gilt für die Stromlinien 


dz:dy:dze=u:v:w, (8) 
für die Bahnkurven | 
dx dy dz | 
DT 0) 
und für die Wirbellinien 
mau: an _[9W _ M;\,[9u HAw\, [Oo u 
dz:ayıde= (5, Sur 32): (5: =. (10) 


& 83. Die BERNouLLIische Gleichung (Druckgleichung) und einige Anwendungen. 
Energiedichte und Energieströmung 


1. Die Druckgleichung. Aus den EvLerschen Gleichungen [siehe (81,5) und 
(82, 6)] 


Od p2 
Fr + grad a. [p rot 0] = 5 — grad P (1) 
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läßt sich in zwei wichtigen Sonderfällen leicht ein Integral ableiten. Erstens, 
wenn die Strömung wirbelfrei ist und die Massenkraft % ein Potential U hat, 
d.h., unter den Bedingungen 


5 rtv =0, v=grad®, = — grad, (2) 
vereinfacht sich Gl. (1) zu 
od mw? 


Daraus folgt, daß der Klammerausdruck räumlich konstant sein muß; er kann 
eine beliebige Zeitfunktion sein, die wir in der Form const + C(t) schreiben 


und dann Ct) in hineinrechnen, was wegen der Definition (82,3) des Ge- 


schwindigkeitspotentials ® erlaubt ist. Es gilt demnach im Falle wirbelfreier 
Strömungen und Potentialkräfte die „Druckgleichung“ 


06 0 5 _ 5 i2_ 
utrzrIrP=cons = ana. r- [| (4) 


2. Die BERNOULLISche Gleichung. Ein Integral von Gl. (1) läßt sich auch für 


wirbelhafte Strömungen angeben, falls sie stationär sind (5 =0) und wieder 


ot 
% = — grad U ist. Integrieren wir nämlich Gl. (1) längs einer Stromlinie — auf 
der das vektorielle Bogenelement d3 die Richtung von vb hat — zwischen zwei 
Punkten 1 und 2 derselben, so folgt mit der Bezeichnung v = || 
2 2 
2 
[ara (£ + u + P)as= [rinas=0 (5) 
i i 


denn d3 steht senkrecht zu [p rot vb]. Mit Rücksicht auf die Bedeutung des Gra- 
dienten (gradyd3 —= dy) ergibt sich aus Gl. (5) 


v2 v? 
(g+u+r)=(S+uU+P). (6) 
1 2 
Ist demnach die Strömung stationär und haben die Massenkräfte ein Potential 
U, so gilt die „BERNOULLISche Gleichung“ (1738): 


v.. =” dp 

2" | e(p) 
wobei C längs einer Stromlinie konstant ist, aber auf verschiedenen Stromlinien 
noch verschieden sein kann; ist die Strömung auch wirbelfrei, so hat C für den 
ganzen Flüssigkeitsraum denselben Wert. Das letztere folgt aus der Druck- 


gleichung (4) für I —0 oder auch aus (5), weil das Produkt [v rot v] in 
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einem wirbelfreien Gebiet — übrigens auch im Falle v || rot v — überall ver- 
schwindet, und somit 1 und 2 zwei beliebige Punkte des Gebietes bedeuten 
können. | | 

Die BERNOULLIsche Gleichung, die einer der wichtigsten und am meisten an- 
gewandten Sätze der Strömungslehre ist, drückt den Energiesatz- für die Flüssig- 
‚keiten aus: Die auf die Masseneinheit bezogene Gesamtenergie eines Teilchens - 
nämlich die Summe der kinetischen Energie v?/2, der von den äußeren Kräften 
‚herrührenden potentiellen Energie U und der von den inneren Druckkräften 
herrührenden „Druckenergie“ P — hat für alle Teilchen einer Stromlinie (bzw. 
bei Wirbelfreiheit für jedes Flüssigkeitsteilchen) denselben konstanten Wert. 
Die jetzt erwähnte, auch bei inkompressiblen Flüssigkeiten vorhandene Druck- 
energie P ist in dem Sinne zu verstehen, daß P, — P, die Arbeit je Massen- 
einheit darstellt, die die Druckkräfte beim Verschieben eines Teilchens von dem 
Ort 1 an den Ort 2 leisten. 


Für. inkompressible homogene Flüssigkeiten ( — const, P= X) und bei allei- 


niger Einwirkung der Schwere (= — g, ÜU=g2) nimmt die BERNOULLISche 
Gleichung (7) die Form 


PAS 00° + 0g2 = const (8) 


an.. Diese Gleichung kann trotz der Annahme 0 = const oft auch für Gase an- 
gewendet werden. nämlich dann, wenn die bei der Strömung auftretenden .Ge- 
schwindigkeiten und Höhenunterschiede nicht zu groß sind (siehe unten). 

‚Aus Gl. (8) liest man ab, daß unter sonst gleichen Umständen der Druck p 
um so kleiner ist, je größer die Geschwindigkeit ist; genauer: der Druck p ist um 


1 | | 
c1 ov? kleiner, als es der hydrostatische Druck (der Druck für v = 0) unter sonst 


gleichen Umständen wäre. 

‘ In dem häufigen Fall, daß man von den äußeren Kräften absehen kann - 
z.B. bei einem horizontalen Stromfaden, 2 = const -, nimmt Gl. (8) die folgende, 
noch übersichtlichere Form an: 


1 1 
P=p+tyzeov ode p=-m— zer. (9 


LU 


Hier bedeutet p, den größtmöglichen Wert des Druckes, also. den (hydro- 
statischen) Druck an jener Stelle, wo die Flüssigkeit zur Ruhe kommt, d.h. an 


1 
cinem sogenannten Staupunkt. In Verbindung mit den Größen ?,, p und > ov? 


- für die sich der Reihe nach die unglücklich gewählten technischen Benennun- 
gen „Gesamtdruck“, „statischer Druck‘ und „Staudruck“ eingebürgert haben - 
sei gleich hier auf das PRANDTLsche Staurohr hingewiesen (Abb.164), das in 
leicht verständlicher Weise zur Messung der Strömungsgeschwindigkeit dienen 
kann. 
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Nach Gl.(9) gehört zu p = 0 die Geschwindigkeit v, = Y2 ?,/0. Wäre an 
einer Stelle v > v,, so würde dort ein negativer Druck (Zug) auftreten, den die 
gewöhnlichen Flüssigkeiten nicht aushalten. In Wirklichkeit tritt schon bei Ge- 
schwindigkeiten, für die der Druck p unter den Dampfdruck der Flüssigkeit 
herabsinkt, eine era are; - 

Kavitation) auf. Bei dieser Erschei- LI ——IIe 
nn. bilden sich im Innern der Flüs- = | | 
sigkeit Dampfblasen, die beim Druck- 
En plötzlich kondensieren; das II 
hierbei entstehende heftige Zusam- 

menklatschen der Flüssigkeit ist mit 

erheblichem Geräusch verbunden 
und kann besonders an den Flügeln 
schnellaufender  Schiffsschrauben 
und Wasserturbinen starke Anfres- 
sungen hervorrufen. 


Abb. 164 


3. Über Hydraulik. Wir bemerken zunächst, daß man die BERNOULLIsche 
Gleichung (8) in der Form 


p, »# | Er 
—— + — + z=2, (= konstante Höhe 10 
E23 o( ) (10) 


schreibt und so interpretiert: Die Summe der Druckhöhe p/og, der Geschwindig- 
keitshöhe v2]2g und der Ortshöhe z ist längs einer Stromlinie bzw. eines Strom- 
fadens konstant. Die Gl. (10) wird insbesondere in der Hydraulik — im wesent- 
lichen eindimensionale, technische Hydrodynamik — benutzt, wo man die 
stationäre Strömung z.B. in einer Rohrleitung in erster Näherung als einen 
Stromfaden betrachtet und unterp und vdieMittelwertedes Druckesbzw. der Ge- 
schwindigkeit über den betreffenden Querschnitt versteht. [Dem Umstand, daß 
die Flüssigkeit nicht ideal ist, wird durch Erweiterung der Gl.(10) mit einem 
empirischen „Energiehöheverlust“ Rechnung getragen.] 

Bei der letztgenannten Näherungsbetrachtung hat die zur Gl. (10) noch hin- 
zutretende Kontinuitätsgleichung ($ 81,2, jetzt für stationäre Strömung) eine 
sehr einfache Gestalt. In ein Volumen, das durch die Wand der Stromröhre und 
durch zwei Querschnitte f,, f. begrenzt wird, strömt je Zeiteinheit bei f, die 
Flüssigkeitsmenge oe, fi, ein, bei f, tritt die Masse 0,f,%, aus. Die Erhaltung der 
Masse verlangt 0,fidı = £af2%s, d.h., im Falle der Inkompressibilität gilt 


fidı = faü, oder fv = const. (11) 


Die durch den Querschnitt je Zeiteinheit hindurchströmende Flüssigkeits- 
menge ofv- bei Inkomptressibilität oft nur das Volumen fv - heißt Stromstärke. 
Die Gl. (10) und (11) bestimmen die Druck- und Geschwindigkeitsverteilung 
längs Röhren oder Stromröhren. Aus ihnen folgt u. a., daß der Druck an den 
‚engsten Stellen der Röhre am kleinsten ist, wovon z.B. bei der Wasserstrahl- 
pumpe, beim Bunsenbrenner und dem Zerstäuber Gebrauch gemacht wird. 
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4. Ausfluß aus einem Gefäß. Wir wollen zur Anwendung der obigen Gleichun- 
gen die Geschwindigkeit » berechnen, mit der eine inkompressible Flüssigkeit 
aus der Öffnung eines Behälters ausströmt; der Höhenunterschied k zwischen 
dem Flüssigkeitsspiegel (Querschnitt /,) und der Öffnung (Querschnitt f) werde 
konstant gehalten, damit die Strömung stationär bleibt. Da sowohl am Flüssig- 
keitsspiegel (2 = h) wie an der Öffnung (z = 0) der äußere Luftdruck p, herrscht 
und die Geschwindigkeit an der ersteren Stelle wegen Gl. (11) vf/f, ist, folgt aus 
Gl. (10) 


Zi a (12) 


Im Falle einer relativ sehr kleinen Öffnung (f/f, < 1) ist demnach die Ausfluß- 
eschwindigkeit 
u v = Y2gh, (13) 


d.h., sie ist ebenso groß wie die Geschwindigkeit eines durch die Höhe %h herab- 
gefallenen Körpers (Satz von TORRICELLI, 1646). Die Messungen ergeben für v 
einen etwas kleineren Wert, für die „Ausflußmenge“ Q aber nur etwa ?/, des nach 
Q = ofv berechneten Wertes. Die große Abweichung rührt daher, daß der Flüs- 
sigkeitsstrahl beim Durchtritt durch die (gewöhnliche) Öffnung eine durch die 
seitlichen Komponenten der Geschwindigkeit bedingte Kontraktion erfährt. 

Ein Gas ströme aus einem größeren Behälter, in dem es unter dem Druck p, 
steht, durch eine kleine Öffnung in einen Raum, wo der Druck p, < p, herrscht. 
Indem wir bei dem Gas von der Schwerkraft absehen und in erster Näherung 
die Dichte o als konstant annehmen (vgl. 5.), gilt nach Gl. (9) 


I 1 ä 
Pı + 0 =Pm+t > 0%: (14) 


Die Geschwindigkeit v, im Innern des Gefäßes ist im vergleich zur Aus- 
strömungsgeschwindigkeit v = v, wegen Gl. (11) sehr klein, daher folgt für die 


letztere NERRERRTE 
ya. (15) 


Das ist das Bunsensche Ausströmungsgesetz, auf dem eine einfache Methode 
zur Messung von Gasdichten beruht. 


5. Vergleich von Strömungen inkompressibler und kompressibler Flüssigkeiten. 
Auf Grund der Bernovruischen Gleichung läßt sich in einem wichtigen 
Sonderfall leicht die Frage beantworten, wie groß der begangene Fehler ist, 
wenn man bei der Strömung die kompressible Flüssigkeit (das Gas) als ın- 
kompressibel betrachtet bzw. mit den für diese gültigen einfacheren Formeln 
rechnet. 

Bei einer horizontalen Stromröhre gilt [vgl. Gl.(9) und Abb. 164] im inkom- 
pressiblen Fall 


p 1 Po 


l 
2 SE a =—— ode M-?= 5; (16) 
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im kompressiblen Fall ist dagegen nach Gl. (7) 


p Ds 
ap 12- i [ Er 1 
fat?" Sn (p) 5% nn 


(die willkürliche Konstante a fällt heraus). Nun ist nach den Gl. (78,8-9) bei 
einer isothermen bzw. adiabatischen Änderung 


1 
0 ee on, Bi zir- (18a-bj 
0 Do ) Do 


Legen wir z.B. erstere zugrunde, so wird Gl. (17) zu 


Po In De _ en hieraus P_eem”, (19) 
0% pP 2 p 


Es gilt also [wegene* =1-+ x + x2/2 + -- und nachher mit Gl. (18a)] 


'10 = 
re, 1 0 1 o 2 
Een Pen (e? Do AEEE: 1) = 15: 0 v2 + — 3(3 2.) 4 -| 


1 :00 ) 
= — [1 v° 20 
erli + r + (20) 


Nun gilt - wie wir in $89 sehen werden — für die örtliche Schallgeschwindig- 
keit c in einem Medium die Beziehung 


— Vz j im Falle der Gl. (18a)also c= ) Po, (21a-b) 
do & 
Durch Einsetzen erhält man die Gl. (20) in der Form 
1 l v2 
— 92 = — vl] BR EN 2 ; 
Po de y @v (1 + 4 2 )- (22) 


die - wie man leicht nachrechnen kann — auch im adiabatischen Fall (18b) 
gültig ist. (Das Verhältnis v/c heißt MAcusche Zahl.) 

Ein Vergleich von Gl. (22) mit (16) zeigt: Wenn man bei der Strömung 
einer kompressiblen Flüssigkeit den „Staudruck“ p, — p nicht aus Gl. (17) 
bzw. (22), sondern aus der für den inkompressiblen Fall gültigen Formel (16) 


berechnet, so begeht man angenähert den relativen Fehler 
1» 
Zur (23) 


So z.B. einen Fehler von 1% bzw. 10% zulassend, kann man die Strömung als 
inkompressibel nehmen, wenn die Strömungsgeschwindigkeit v kleiner als 0,2 c 
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bzw. 0,63 c ist, d.h. bei der Luft (im adiabatischen Falle = 332 nı s-!) bis zu den 
Geschwindigkeiten 66,4 bzw. 209 ms. 

Die ausgezeichnete Rolle der Schallgeschwindigkeit — und zugleich eine 
wichtige Beziehung der Gasdynamık ($ 8,5) — ergibt sich schon aus der folgen- 
den Betrachtung. Bei der stationären Strömung einer kompressiblen Flüssig- 
keit durch eine Düse (Leitung mit veränderlichem Querschnitt) gilt nach der 
Herleitung von (11) die Kontinuitätsgleichung 


oefv = const, (24) 


ferner die BERNoULLIsche Gl. (17). Logarithmische Differentiation der ersteren, 
Differentiation der letzteren ergibt die beiden Gleichungen 


21747 = und 2 + 2d0=0, (25) 
Daraus folgt 
df de dp dp do 
Si ee re Enge 
f e ev gu ap)’ rn 
oder wegen Gl. (21a) allgemein 
ee di _ dp 
— = — [1 — = ..— als 
N 5) für oe = const ; De (27) 


Während also bei inkompressiblen Flüssigkeiten (o = const, c = »), wie schon 
ONE RER j d : 
erwähnt, einer Erweiterung des Querschnittes Zi > 0) stets eine Erhöhung 


des Druckes (dp > 0) entspricht, trifft das im kompressiblen Fall nur bei Unter- 
schallgeschwindigkeit (v < c) zu. Bei Strömungen init Überschallgeschwindig- 
keit (u > c) nimmt dagegen der Druck mit Erweiterung des Querschnitts ab. 

Gl. (27) läßt sich wegen der zweiten Gl. (25) auch in der Form 


di dv/[” 
7 = (65 = ı) (27a) 


schreiben. Aus dieser sogenannten HuconıorT-@Gleichung (1886) geht u. a. her- 
vor, daß bei einer in der Strömungsrichtung verjüngten Düse die Geschwindig- 
keit v des Gases im engsten Querschnitt nicht die lokale Schallgeschwindig- 
keit c überschreiten kann. Eine weitere Steigerung der Strömungsgeschwindig- 
keit ist nur bei Erweiterung des Querschnitts möglich [da aus Gl. (27a) für 
v>cunddv>0 df> Ofolgt]. Hiervon wird z.B. bei den LAVAL-Düsen von 
Dampfturbinen Gebrauch gemacht. 


6. Energiedichte und Energieströmung. Der Energiesatz für Strömungen kann auch in 
einer anderen, allgemeineren Gestalt formuliert werden, als es in der BERNOULLISchen 
Gleichung zum Ausdruck kommt. Die in einem raumfesten Volumelement dV des Strö- 


1 
mungsfeldes enthaltene Flüssigkeit hat pro Volumeinheit die kinetische Energie v? und 


3® 
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die potentielle Energie oU, falls % = — grad ist. Die von der Kompression der Flüssig- 
keit herrührende elastische Energie je Volumeinheit, d.h.,daselastische Potential, hat nach 
G1.(68,11) und 878,3 den Wert A0°/2 = 0?/2x. Diese für sehr kleine Deformationen ab- 
geleitete Beziehung kann angewendet werden, wenn man jetzt unter® die von der Druck- 
zunahme p — 7, herrührende (kleine) relative Volumänderung versteht und dementspre- 
chend die Kompressibilität x durch 

8 

P-DPo 

definiert; p, ist ein konstanter, mittlerer Wert des Druckes. Die Summe der drei erwähnten 
Glieder ergibt die Energiedichte bei der Strömung: 


r— 


(28) 


1 1 
PIERRE, 2 3 
= + U +, (29) 


wobei das letzte Glied auch in der Form — (p — 2,)0/2 oder x(p — 9,)°/2 geschrieben wer- 
den kann. @ ist mit v durch die Beziehung 90/9 = div verknüpft, siehe Gl. (62,42). 

Nun läßt sich aus der EuLerschen Gleichung (81,32) im Falle konservativer Massen- 
kräfte $ = —gradU(t) (durch skalare Multiplikation mit v, Integration über ein raum- 
festes Volumen und mit einigen Integralumformungen, die aber hier nicht ausgeführt. wer- 
den sollen) die folgende Gleichung herleiten: 


9 ji de %„ 
cav= | Sur oder -y di 3 (30a-b) 


mit 
l 
= (Zen tout). (31) 


Gl.(30a) oder (30b) heißt die Znergiegleichung bei der Strömung. Nach der Form (30a) 
nimmt die in einem raumfesten Volumen enthaltene Energie dadurch ab, daß durch die 
Flächeneinheit der Oberfläche und pro Zeiteinheit die Energie S, abfließt; die Gl.(30b), 
die aus (302) mit dem GaUss-OÖSTROGRADSKIschen Satz folgt, drückt dasselbe in differen- 
tieller Form aus. Der Vektor & wird mit Rücksicht auf seine Bedeutung als Energieströ- 
mungsvektor oder auch Energiestromdichte bezeichnet und entspricht vollkommen dem 
Poynrtinaschen Vektor der Elektrodynamik. 

Für den Energiesatz der Strömungslehre gibt es außer (30a) noch andere Integralformen. 
Weitere wichtige Gleichungen in Integralform sind der Impulssatz und der I mpulsmomenten- 
satz der Strömungslehre, auf die wir aber nicht eingehen können. 


S 84. Allgemeines über. wirbelfreie oder Potentialströmungen. Quellen. 
Geschwindigkeitspotential und Zirkulation 


1. Wir betrachten im folgenden wirbelfreie Strömungen einer inkompressiblen 
homogenen Flüssigkeit und nehmen an, daß die Massenkräfte ein Potential be- 
sitzen. Diese Voraussetzungen lauten nach $ 82 in mathematischer Form: 


rotb=0, (la) 
oe = const, folglich divv=0, (1b) 
= — grad Ü. (le) 
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‘ Wegen Gl.(la) läßt sich v aus einem Geschwindigkeitspotential ® ableiten: 
b= gradd, (2) 


womit die aus der Kontinuitätsgleichung folgende Bedingung div v = Ö in die 
sogenannte LArLAczsche Gleichung ( Potentialgleichung) 


0% 090 0° 


AD = 0 divgrad® = Er r] 


übergeht, während die EuLeRschen Gleichungen mit den Annahmen (la-c) 
nach $ 83,1 die Druckgleichung (BERNOULLIsche Gleichung) 


2 + Es (gsrad®d)? + U + Du const (4) 
Sa ot 2 0 
liefern. | 

Demnach ist bei Strömungen, für die die Bedingungen (1) erfüllt sind, die 
Aufgabe die folgende: Es ist eine solche Lösung ® der Larzackschen Gleichung 
zu suchen, die den vorgeschriebenen Randbedingungen genügt; im Besitz dieser 
Lösung wird die (reschwindigkeitsverteilung (das Strömungsfeld) v durch @!. (2), 
die Druckverteilung durch @Il: (4) geliefert. Die Konstante in Gl. (4) ist bestimmt, 
wenn man den Druck in einem Punkte des Feldes angibt. — Im Sonderfall einer 
stationären Strömung hängen alle Größen (®, U, v, p) nur von dem Orte, nicht 
aber von der Zeit ab; insbesondere bedeutet dann % = — grad (auf die 
Masseneinheit bezogen) ein konservatives Kraftfeld. 

Die Untersuchungen über die Lösungen der LArLAczschen Gleichung bil- 
den den Inhalt der Potentialiheorie, die also in engem Zusammenhang mit den 
Problemen der Potentialströmungen steht, außerdem aber auch in anderen 
Gebieten der Mechanik (bei wirbelfreien Kraftfeldern, siehe $ 9)-und besonders 
in der Elektrizitätslehre weitgehende Anwendung findet. Im folgenden werden 
nur einige grundlegende Begriffe und Sätze in Verbindung mit den Potential- 
strömungen besprochen. 


2, Quellen. Die einfachste partikuläre Lösung der LArLAaczschen Gleichung 
ist (von dem trivialen Fall ® = const abgesehen) eine in x, y, 2 lineare Funk- 
tion, der nach Gl.(2) ein homogenes Strömungsfeld dp = const, d.h. eine 
Translations- oder Parallelströmung mit überall gleicher Geschwindigkeit, ent- 
spricht. 

" Wichtiger ist die folgende Partikularlösung, das sogenannte NEWTONsche 
Potential 


D— Bus == REES EINES NEHENE NEUN; SODRSEHEEOIRERFEREER (u = const), (5) 
r Ya) +ly— y)?+ (@— 2)? 


Ben 
das um einen festen Punkt P,(%y: Yo; 2,) Kugelsymmetrisch ist. Es sei P,P=t; 
wegen 


Pe 
tt _ _?Z% ı__x 
zZ = zen dh grad =, (6a) 
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E. 1. 3(&— 2)% 
I m Pan 


folgt in der Tat A® = 0, und für die Geschwindigkeit gilt 


v = gradd = —  — ( -3) (7 


r? r? 


Die Strömung ist also sehr einfach: je nachdem, ob a negativ oder positiv ist, 
sind die Stromlinien vom Punkt P, radial nach allen Richtungen ausgehende 
oder in P, einmündende Geraden. Im ersteren Fall sagt man, daß sich in ?, 
eine Quelle, im zweiten eine Senke (negative Quelle) befindet. 

Die Konstante a hängt mit der Stärke oder Ergiebigkeit Q der Quelle zu- 
sammen. Man versteht unter Q die Flüssigkeitsmasse bzw.. (was wegen der 
Inkompressibilität möglich und bequemer ist) das Flüssigkeitsvolumen, das in 
der Zeiteinheit durch eine den Punkt P, umschließende Fläche austritt. In- 
dem wir für diese Fläche eine Kugel vom Radius r wählen, erhalten wir 


Q= [nat = -&- Aa = — ia ee (8 


Man hat demnach [vgl. Gl.(5) und (7)] für das Potential und das Strömungsfeld 
einer punktförmigen Quelle: 


; (9a-b) 


wobei die Ergiebigkeit (Q) bei einer Quelle positiv, bei einer Senke negativ ist. 
Fällt der Aufpunkt P - in dem das Potential bestimmt wird — mit dem Qxell- 
punkt P, zusammen, so werden ® und b wegen r = 0 unendlich. Der Queli- 
punkt selbst ist also ein singulärer Punkt, in dem die LAarLAczsche Gleichung 
nicht gelten kann, da diese Gleichung aus der Kontinuitätsgleichung, bei deren 
Ableitung Quellenfreiheit vorausgesetzt wurde (siehe $ 81,2), folgt. Schließt 
man den Quellpunkt etwa durch eine Kugelfläche von beliebig kleinem Radius 
aus dem Felde aus, so ist die LArLAczsche Gleichung in dem ganzen Außen- 
raum gültig. 

Im Falle mehrere: Quellpunkte P;(x,, y;, 2) mit den Ergiebigkeiten Q, hat 
man nach Gl.(9a) und dem für die linearen Differentialgleichungen gültigen 
Superpositionsprinzip im Aufpunkt P(z, y,z) das Geschwindigkeitspotential 


1 - 
0=- 2% n= 2-22 +y-W+@- 22). (10) 


Die das Strömungsfeld d = grad® kennzeichnenden Stromlinien beginnen 
sämtlich in den Quellpunkten und enden in den Senkpunkten bzw. laufen 
ins Unendliche. 
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Ein besonders wichtiger Fall liegt vor, wenn ein Quellpunkt und ein Senk- 
punkt von entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit Q und — Q sehr nahe bei- 
‚einanderliegen; der vom Senkpunkt nach dem Quellpunkt gerichtete Vektor 
sei d5 (Abb. 165). Ein solches Gebilde heißt Doppelquelle (Dipol), der Vektor 


m = Qd3 (11) 


ihr Moment. (Man sieht, genauer gesagt, die Doppelquelle als punktförmig an, 
indem man den Quell- und den Senkpunkt zusammenrücken läßt, zugleich aber 


mi :00%K 


_—u-_n_— 
_ 


. —— 
zn 
-_—— m um n 
_— —_ . 


(&,n.E) 
Abb. 165 


dafür sorgt, daß das Produkt Qd3 konstant bleibt.) Das Geschwindigkeits- 
potential ist zunächst nach Gl. (10) und Abb. 165 


o--2(--—). (12) 
Durch Reihenentwicklung bzw. aus der Bedeutung des Gradienten folgt 
i 1 9 0 0 E Ür.: 1 
Fr: + ann + Fra = grad, —d3 = — grad, — d3, (13) 


wobei der Index q bzw. a darauf hinweist, daß die Differentiationen nach den 
Koordinaten des Quellpunktes (&,n,Z) bzw. des Aufpunktes (x, y,z) aus- 
zuführen sind. Wir erhalten also — mit Rücksicht auf die Gleichungen (11), (6a) 
und auf Abb. 165 — die folgenden Ausdrücke für das Potential einer Doppelquelle: 


m 1 
®= 4, grad. — ee cos®. (14) 


Sind in einem Raumgebiet G@ kontinuierlich verteilte Quellen vorhanden, so 
führt man nach $ 81,2 die auf die Volumeneinheit bezogene Ergiebigkeit, die 
(durch dQ = gqdV definierte, endliche) Quelldichte q = g(r), ein. Im Falle dieses 
Quellenfeldes muß ® [nach Gl. (81,14), aber jetzt mit der Bezeichnung g statt 
q/e] nicht der Lapraczschen Gleichung, sondern der allgemeineren Poısson- 
schen Gleichung 


dd =a (15) 
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genügen. In Analogie zu Gl. (10) wird man erwarten, daß das Potential räumlich 
verteilter Quellen durch 


| 1 | qgdaV 
0. ja oe 
G 


dargestellt wird, worin » den Abstand des bei der Integration festgehaltenen 
Aufpunktes P von einem Volumenelement dV des Quellengebietes G bedeutet. 
Der Ausdruck (16) ist in der Tat eine Lösung der Poıssoxschen Gl. (15), siehe 
Anhang, $ 96,8. Im Falle fllächenhaft 

bzw. linienhaft verteilterQuellen gelten 
für ® zu Gl.(16) analoge Ausdrücke 
(statt gdV steht gdf bzw. gds mit 
entsprechend abgeänderter Bedeu- 
tung von g). Auf das Potential von 
kontinuierlich verteilten Doppel- 
quellen - z.B. von Doppelschichten 
— gehen wir hier nicht ein. 

Sowohl die punktförmigen wie die. 
stetig verteilten Quellen spielen bei 
der Berechnung von Potentialströ- 
mungen eine wichtige Rolle, da sich 
die Randbedingungen in vielen Fällen 
durch Annahme geeigneter „Hilfs- 
quellen‘ erfüllen lassen. Ist z.B. im Abb. 166 
Punkt A eine Quelle mit der Ergiebig- 
keit Q und eine Wand W gegeben, an der die senkrechte Geschwindigkeitskom- 
ponente verschwinden muß (d®/dn = 0), so braucht man nur spiegelbildlich 
zur gegebenen Quelle, also im Punkt B, eine gleiche Quelle anzubringen, und die 
Randbedingung wird befriedigt, wie die Abb. 166 zeigt. Analytisch erhält man 
die Geschwindigkeit d = grad® in einem beliebigen Punkt P aus 


-- (+) (17) 


14 "5 


Dieses Verfahren, das sich stark verallgemeinern läßt, wird Spiegelungsmethode 
genannt. | | | 
Auch für eine Kugelfläche läßt sich die Randbedingung einfach erfüllen. 
Durch Superposition einer Translationsströmung längs der x-Achse (® = v,x) 
und einer Doppelquelle (im Nullpunkt O), deren Moment in die — x-Richtung 


weist und mit tr = OP den Winkel zz — ® bildet, ergibt sich nach Gl. (14) mit 
m = |nt | | 
mcosd 


m 
Fern ("7 + an) cos®. (18) 


Man sieht daraus, daß die Radialkomponente der Geschwindigkeit, d.h. 
z 
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4 
an der Oberfläche einer Kugel vom Radius r, = ) verschwindet. Das 


20, 
Geschwindigkeitspotential (18) stellt demnach eine Potentialströmung um eine 
Kugel dar. 


3. Zirkulation und Geschwindigkeitspotential. Eine Strömung heißt, wie er- 
wähnt. in einem Gebiet G@ dann wirbelfrei, wenn in @ überall rot v = 0 ist. In 
diesem Fall könnte man nach dem Stoxzsschen Integralsatz 


Bo,ds — [rot„vaf (19) 


(siehe Anhang, $ 96,4) oberflächlich darauf schließen, daß das über irgendeine 
in @ liegende geschlossene Kurve erstreckte Integral, die sogenannte Zirkulation 


T = $uds (20) 


verschwindet. Das trifft aber nicht immer 
zu ; bei dieser Frage spielt das Gebiet @ eine. 
wichtige Rolle. | 

Man muß zwischen einfach und mehr- 
fach zusammenhängenden Gebieten unter- 
scheiden. In einem einfach zusammen- 
hängenden Gebiet sind alle geschlossenen 
Kurven durch stetige Deformation auf 
einen (beliebigen) Punkt des Gebietes zu- 
sammenziehbar oder - wie man kurz sagt — 
reduzierbar. Ein solches Gebiet ist z.B. in 
der Ebene ein kreisförmiges, im Raume 
ein kugelförmiges Gebiet oder auch der 

Alb. 167 Raum zwischen zwei konzentrischen Kugel- 

flächen; dagegen sind z. B. in der Ebene ein 

Kreisring oder im Raume ein ringförmiger Teil zweifach zusammenhängende Ge- 

biete (Abb. 167). Hier kann z. B. die KurveAC' BD innerhalb des Gebietes nicht 

auf einen Punkt zusammengezogen werden, sie ist nicht reduzierbar, und es 

gibt zwei Kurven - z.B. ACUBD und c -, die sich nicht durch stetige Deforma- 

tion innerhalb des Gebietes ineinander überführen lassen. Allgemein heißt ein 

Gebiet n-fach zusammenhängend, wenn es in ihm n solche geschlossene Kur- 
ven gibt. 

Es ist nun bei der Anwendung des STOkgsschen Satzes sehr wichtig, daß 
man in einem einfach zusammenhängenden Gebiet durch jede geschlossene 
Kurve eine solche Fläche legen kann, die ganz zum Gebiet gehört. Das ist in 
mehrfach zusammenhängenden Gebieten nicht möglich, hier treten die durch 
die nichtreduzierbaren Kurven gelegten Flächen aus dem Gebiet heraus, wie 
das z.B. im Falle der Kurve AC BD in Abb. 167 sofort. einleuchtend ist. 

Aus der letzteren Bemerkung folgt sofort: die Zirkulation ist in einem einjach 
zusammenhängenden wirbelfreien Gebiet längs jeder geschlossenen Kurve Null, in 
einem mehrfach zusammenhängenden wirbelfreien Gebiet ist sie längs der nicht- 
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reduzierbaren Kurven im allgemeinen verschieden von Null. Ist nämlich das 
Gebiet G@ einfach zusammenhängend, so läßt sich in ihm durch jede geschlossene 
Kurve eine Fläche legen, die ganz zu ihm gehört, und da in jedem Punkte dieser 
Fläche rotb = 0 ist, verschwindet mit der rechten Seite von Gl. (19) auch die 
Zirkulation I. Im Falle einer nichtreduzierbaren Kurve (z.B. ACBD in 
Abb. 167) eines mehrfach zusammenhängenden Gebietes kann man diesen 
Schluß offenbar nicht ziehen. | 

Im letzteren Fall — wir legen ein dreifach zusammenhängendes wirbelfreies 
Gebiet zugrunde, siehe Abb. 168 - sind die nicht zum Gebiet gehörenden zwei 
Flächenstücke f, und fa entweder mit wirbelnder Flüssigkeit erfüllt (rot + 0) 
oder aber ist dort von vornherein keine Flüssigkeit vorhanden. In dem ersteren 
dieser beiden Fällen gilt für die Zirku- 
lation um die Kurve e nach dem STOo- 
KEsschen Satz (19): 


7° — [rot„vdf + [rot„daf. (21) 
fi Je 


Im zweiten Fall kann der STOKEssche 
Satz in der Form (21) nicht angewendet 
werden (da roto in den Punkten von f, 
und f, nicht definiert ist), es sei denn, 
wenn man sich f, und f, mit rotierender 
Flüssigkeit ausgefüllt denkt; dann ge- 
langt man wieder zu Gl.(21). Wir kön- Abb. 168 

nen statt dessen auch so verfahren, daß 

wir das Gebiet durch Einführung von zwei Trennungsschnitten (die zwei ge- 
strichelten Linien in Abb. 168) zu einem einfach zusammenhängenden :Gebiet 
machen. Integrieren wir dann über den mit Pfeilen angedeuteten Weg und 
beachten, daß sich die Integrale über die Trennungsstücke wegheben und daß 
die Kurven c und c, bzw. c, gegensinnig durchlaufen werden, so ergibt der 
STOKESsche Satz 


Pads Puds- Pud=l—-T,-NT=0, d.h. = I) +T,. (22) 


Die für die Zirkulation erhaltenen obigen Ergebnisse stehen im engen Zu- 
sammenhang mit dem Geschwindigkeitspotential ®. Die Zirkulation um die 
Kurve AC BD (siehe Abb. 167) läßt sich stets in der Form 


I = dvds = [wds — [2,ds (23) 


ACB ADB 


schreiben, wonach das Integral v,ds — die sogenannte „Strömung“ längs der 


betreffenden Linie — im Falle [’ + 0 vom Wege abhängt. Die „Strömung“ gibt 
bei Wirbelfreiheit (wegen v,ds = vd3 = grad®d3 = d®) die Zunahme von ® 
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entlang der entsprechenden Kurve an, und somit folgt aus der Gleichung 


fa® = [a8 +T (24) 


ACB ADB 


und dem Vorangehenden der Satz: Das Geschwindigkeitspotential ist in einfach 
zusammenhängenden Gebieten (T'= 0) eine eindeutige, in mehrfach zusammen- 

hängenden eine mehrdeutige Ortsfunktion. Geht man etwa im Falle der Abb. 168 

vom Punkt A aus über B und C längs der Kurve c - die die Wirbelgebiete f, 

und f, einmal umschlingt — nach A zurück, so hat das Potential in A um 

T=I‘,+ IT, zugenommen: ®, =®% + IT, + T,. Im allgemeinen Fall eines 

n-fach zusammenhängenden: Gebietes, wenn bei dem Wege von A aus nach A 

zurück das i-te Wirbeigebiet »-mal umkreist wird ? = 1,2,...,n — 1), drückt 

| sich die Mehrdeutigkeit von ® durch die 

Gleichung 


®, — ®° +1, + 
+ va]', + er + v -ı]n-ı (25) 


aus. Ein mehrdeutiges Potential wird 
auch zyklisches Potential, die Zirkulatio- 
nen /‘, werden zyklische Konstanten oder 
Periodizitätsmoduln genannt. 

. Die Mehrdeutigkeit des Geschwindig- 
‚keitspotentials stört bei der Berechnung 
der Geschwindigkeit nicht, da v = grad® 
eindeutig bleibt, sie spielt aber hinsicht- 
lich der Gültigkeit gewisser Sätze eine 
Abb. 169 wichtige Rolle (siehe 5.). 


4. Ebene Zirkulationsströmung. Ein einfaches und wichtiges Beispiel für das 
Vorstehende bildet die folgende ebene oder zweidimensionale (von der z- 
Koordinate unabhängige) Strömung: in einem ringförmigen, von zwei konzen- 
trisch kreisförmigen festen Wänden begrenzten Gebiet der xy-Ebene seien die 
Stromlinien Kreisbahnen um den Anfangspunkt O, der Betrag der Geschwindig- 
keit sei dem Radius r = Yx? + y? umgekehri proportional. Es ist also (siehe 
Abb. 169) 


vy=Vvc08p=a (26) 


v=--; = —-rsing= en 5 
—g’ 7 a "er 2+y 
Man bestätigt leicht durch Differentiation, daß die Strömung wirbelfrei ist 
00, ©, 


® = aarctan — = 49 (27) 


r--- *--" 7". 
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dargestellt wird, da die Differentialgquotienten von ® nach x und y gerade 
v, und v, liefern. Man findet auch leicht, daß (27) die zweidimensionale 


2 2 
LaprAczsche Gleichung a + 5: —= 0 befriedigt. 


Obwohl demnach die :Strömung in dem gegebenen zweifach zusammen- 
hängenden Gebiet (r, <r<r,) überall wirbelfrei ist, wird die Zirkulation 
längs der nichtreduzierbaren Kurven nicht Null, sondern ist, z.B. für einen 


Kreis vom Radius r: 
2n 


T= $nds = $rap=a[ap=2ma, (28) 
g 


in Übereinstimmung mit dem unter 3. gefundenen Satz. Es gibt also bei dieser 
Strömung - trotz ihrer Wirbelfreiheit - in sich geschlossene Stromlinien. Die 


‚Mehrdeutigkeit von ® tritt aus der Form ® = ap klar hervor: ® hat offenbar 


Abb. 170 


den Periodizitätsmodul 2 za. (Man kann ® eindeutig machen, indem man für 
op etwa die. Bedingung 0 < p < 2 x vorschreibt; dann wird aber ® nicht stetig, 
sondern erleidet an der Stelle o = O einen Sprung 2a. Entsprechendes gilt 
auch im allgemeinen Fall.) 

Bei der obigen „Zirkulationsströmung‘“ vollführt ein Flüssigkeitsteilchen 
weder eine Rotation (Abb. 170a) noch eine reine Translation auf einer Kreis- 
bahn (Abb. 170b), sondern die in der Abb. 170c veranschaulichte Bewegung 
(die auch analytisch leicht untersucht werden könnte). Die kleine tangential 
liegende Strecke a gelangt nach einer gewissen Zeit in die Lage a’, die Strecke b 
aber, die um dr weiter liegt und so wegen v = a/r eine kleinere Geschwindigkeit 
hat, in die Lage b’ usw., so daß die dargestellte Deformation auftritt. Auf diesen 
Strömungstyp werden wir noch zurückkommen. 


b. Weitere Sätze über wirbelfreie Strömungen ergeben sich aus dem für die 
Potentialtheorie grundlegenden GREENschen Satz der Vektoranalysis (siehe 
30 Bud6, Mechanik 
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Anhang, $ 96,7). Seine „unsymmetrische‘‘ Form 


|erao,anamar + [oawar= [6 af (29) 


führt für den Spezialfall Y = ® zu der Integralumformung 


|eraorar + [oaoarv 677 (30) 


die gültig ist, wenn ® eine in einem begrenzten Gebiet endliche, eindeutige und 
mit ihren ersten und zweiten Ableitungen stetige Funktion ist. 


Wir nehmen nun an, daß eine inkompressible Flüssigkeit in einem von starren 
Wänden begrenzten einfach zusammenhängenden Gebiet eine wirbelfreie Be- 
wegung ausführt. In diesem Fall gibt es nach dem Obigen ein eindeutiges Ge- 
schwindigkeitspotential ®, so daß Gl. (30) anwendbar ist. Im Gebiete gilt über- 
all AB = 0, am Rande muß die Normalkomponente der Geschwindigkeit Null 


sein: vd, = = —0. Somit folgt aber aus G].(30), daß im Gebiet überall 


(grad®)? = u? = 0 ist; anders gesagt: In einem mit starren Wänden begrenzten, 
einfach zusammenhängenden Gebiet kann eine inkompressible Flüssigkeit keine 
wirbelfreie Strömung ausführen. Daß in einem mehrfach zusammenhängenden 
Gebiet — wo die G1.(30) wegen der Mehrdeutigkeit von ® nicht angewendet 
werden kann und somit der obige Satz nicht gilt - eine wirbelfreie Strömung 
möglich ist, dafür bietet die in 4. behandelte Zirkulationsströmung ein Beispiel. 
Fehlt bei dieser Strömung der die innere Grenzfläche bildende Zylinder, so daß 
die Flüssigkeit ein einfach zusammenhängendes Gebiet bildet, dann kann nach 
dem obigen Satz die Strömung nicht mehr überall wirbelfrei sein. [In der Tat 
gibt es an der singulären Steller = 0 (d.h. in der z-Achse), wo die Geschwindig- 
keit nach Gl. (26) unendlich wird, eine ‚isolierte Wirbellinie‘‘ (auch Potential- 
wirbel oder Strudel genannt) von der Stärke za, vgl. $ 85,4.] 

Wir beweisen schließlich den folgenden Eindeutigkeitssatz, der - mathematisch 
gesprochen — die Eindeutigkeit der sogenannten zweiten Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie aussagt: Ist in allen Punkten der Begrenzung eines einfach zu- 
sammenhängenden Gebietes die Normalkomponente der Geschwindigkeit einer 
wirbelfreien Strömung, d.h. = ‚ gegeben, so ist die Strömung im Innern eindeutig 
bestimmt. Gäbe es nämlich zwei Lösungen, ®, und ®,, so würde aus den Glei- 
chungen 


00, 98, Bea 
an On und Ad, =49d,=0 (31) 
für 
0 
v=P,—-P®, Ay=0 und 7-0 (32) 
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folgen. Dann aber ergibt der auf y angewandte GREENsche Satz (30): (grad)? 
=0,d.h. 
v=Pd, —-Dd,=cont, ©,=®D,-+ const. (33) 


Die Lösungen Ö, und ®, unterscheiden sich demnach nur um eine additive 
Konstante, die auf die Geschwindigkeit v = grad® keinerlei Einfluß hat, v ist 
also eindeutig bestimmt. 


$ 85. Wirbelbewegung. Die HELMHoLTtzschen Wirbelsätze; 
das Geschwindigkeitsfeld von Wirbeln 


Die wichtigsten allgemeinen Gesetze der Wirbelbewegung, die HELMHOLTZ 
durch Integration der hydrodynamischen Gleichungen gefunden hat (1858), 
lassen sich einfacher auf Grund einer Eigenschaft der Zirkulation gewinnen, so 
daß wir uns zuerst mit dieser befassen | 
werden. 


1. Erhaltung der Zirkulation. Wir be- 
trachten im Strömungsfeld zur Zeit t eine 
geschlossene Kurve c und bilden längs die- 
ser die Zirkulation 


T= Gods = Pod3. (1) 


Dieselben materiellen Teilchen, aus denen 
die geschlossene „flüssige Linie‘ sich zu- 
sammensetzt, bilden im Laufe ihrer Be- 
wegung immer eine geschlossene Kurve. Abb. 171 
Die Zirkulation um die dem Zeitpunkt 


t + dt entsprechende Kurve c’ sei I” (siehe Abb. 171, in der AA' und BB’ die 

Verschiebungen zweier benachbarter Teilchen in der Zeit dt darstellen und 

_—> > 

AB=d3, A’B' = d$‘ die vektoriellen Linienelemente von c bzw. c’ sind). 
Zur Untersuchung der zeitlichen Änderung der Zirkulation bilden wir den 

(substantiellen) Differentialquotienten | 


ir PR ef pe $ d 
a Pas - Pas + Dozas. (2) 


Nun ist nach der Grundgleichung (81,1) 
1 
—-% — 2 gradp = —gradÜU — grad P = — grad(U + P), (3) 


falls die Massenkräfte konservativ sind und die Dichte nur vom Drucke ab- 
hängt bzw. konstant ist. In diesem Fall sind sowohl das Potential U wie auch 
die Druckfunktion P eindeutige Funktionen des Ortes, daher ist das erste Inte- 
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gral auf der rechten Seite von Gl.(2) — mit Rücksicht auf grad(U + P)d3 
= d(U + P) - gleich Null. 
Bei der Berechnung des zweiten Integrals in Gl. (2) rechts beachten wir, daß 


aus dem Vektorviereck ABA’ B’ (mit AA’ = v,dt, BB’ = v,di) 


dd’ —d d 
v,d+dd!’ = bzdt +d3, also SH eii-n-, (4) 
folgt. Für das Integral erhält man demnach durch Reihenentwicklung (die 
Komponenten von d3 mit dx, dy, dz bezeichnend) 


Gozas- Dos - do da + dy + 5242) 


das Verschwinden kommt wieder daher, weil v?/2 eine eindeutige Funktion des 
Ortes ist. 
Aus der Gl.(2) entsteht also 


dl’ 


Fri 0 oder I = const. (6) 


Dies ist der Tuomsonsche Zirkulationssatz (1869): Die Zirkulation längs einer aus 
denselben Flüssigkeitsteilchen bestehenden (geschlossenen) Kurve ist zeitlich un- 
veränderlich, wenn auf die ideale Flüssigkeit nur konservative Massenkräfte wir- 
ken und die Dichte nur vom Druck abhängt (bzw. konstant ist). 


2. Die HELMHOLTZschen Wirbelsätze. a) Wir betrachten in der Flüssigkeit 
zur Zeit t eine Wirbelröhre (siehe $ 82), die aus den durch eine geschlossene 
Kurve c verlaufenden Wirbellinien gebildet wird, d.h. aus.Linien, die überall 
die Richtung des Wirbelvektors 

1 


Ö= 5 rotD 4) 


haben. An der Wand dieser Wirbelröhre nehmen wir eine geschlossene, die 


Röhre nicht umschließende Kurve g auf (Abb. 172a) und formen die Zirku- 
lation längs g mittels des Stokzgsschen Satzes um: 


I = bv,ds — [rot„odf 2 w„Af. (8) 


Da nach der Definition der Wirbelröhre rotv auf der Normalenrichtung jedes 
Flächenelements df der Röhre senkrecht steht, ist in Gl.(8) rot,b = 0, also 
auch /'—=0. /' bleibt nach dem Erhaltungssatz der Zirkulation dauernd Null; 
das bedeutet, daß die aus g entstehenden, stets aus denselben Flüssigkeits- 
teilchen gebildeten Kurven dauernd an der Wand der Wirbelröhre bleiben. Da 
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dies für jede in der obigen Weise auf der Wand aufgenommenen Kurve gültig ist, 
können wir behaupten, daß diejenigen Teilchen, die in einem Augenblick eine 
Wirbelröhre bilden, immer eine Wirbelröhre bilden. Das gilt auch für eine Wir- 
bellinie (und damit auch für einen Wirbelfaden, siehe $ 82), denn diese läßt 
sich als Schnittlinie zweier Wirbelröhren auffassen. Wir haben also den Satz: 
Eine Wirbellinie (ein Wirbelfaden) besteht immer aus den gleichen Flüssigkeits- 


Abb. 172 


teilchen; Lage und Gestalt der Wirbellinien können sich in der Zeit ändern, 
nicht aber ihre materielle Zusammensetzung. 


b) Beziehen wir jetzt Gl.(8) auf eine die Wirbelröhre umschließende Kurve, 
etwa c’, durch die wir eine beliebige Fläche f" legen (Abb. 172a), so ist jetzt 
die rechte Seite von Gl. (8) offenbar von Null verschieden. Das über die Fläche 


f erstreckte Integral 
1 
/ nd=zT (9) 


heißt der Wirbelfluß durch die Fläche. Dieser vereinfacht sich im Falle eines 
Wirbelfadens, dessen Normalquerschnitt f so klein ist, daß ö bzw. o, = w auf 
ihm als konstant angesehen werden kann, zu dem Ausdruck 


W= of, (10) 


den man Wirbelstärke (Wirbelmoment) nennt. Nach dem Erhaltungssatz der 
Zirkulation ist der Wirbelfluß bzw. die Wirbelstärke zeitlich konstant. 
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c) Das Produkt wf ist aber nicht nur zeitlich, sondern auch räumlich, d.h. 
längs des Wirbelfadens konstant. Der Beweis beruht auf der bekannten Be- 
ziehung der Vektoranalysis, nach der die Divergenz der Rotation irgendeines 
Vektors verschwindet (siehe Anhang, $ 96,6): 


div rotv = 0, d.h. dv =(0. (11) 


Integriert man die letzte Gleichung über ein von dem Mantel und den kleinen 
Normalquerschnitten f, und f, des Wirbelfadens begrenztes Volumen und wen- 
det den GAuss-OstRoarADskischen Satz an, so folgt (da w, auf dem Mantel 
gleich Null und auf f, bzw. f, gleich — w, bzw. w, ist, vgl. Abb. 172b): 


[divoar —/@,df = — aofı + Weofe = 0, 
oder 
Oıfı = Wale = const. (12) 


Die Wirbelstärke wf ist demnach längs des Wirbelfadens konstant, oder die Dreh- 
geschwindigkeiten an zwei Stellen eines Wirbelfadens verhalten sich umgekehrt wie 
die Querschnitte. 

d) Im Sinne des Vorangehenden drücken die HELMHoLTZschen Wirbelsätze 
die räumliche und zeitliche Erhaltung der Stärke der Wirbelfäden aus. Aus der 
räumlichen Konstanz folgt sofort: Die Wirbelfäden sind entweder geschlossen 
oder reichen bis an die Begrenzung der Flüssigkeit, d.h., Wirbellinien können nir- 
gends in der Flüssigkeit beginnen oder enden. Die zeitliche Unveränderlich- 
keit bedeutet auch das tolgende:. Wirbel können in einer idealen Flüssigkeit. 
nicht entstehen und auch nicht vergehen, vorausgesetzt, daß nur konservative Massen- 
kräfte wirken und daß die Flüssigkeit inkompressibel ist oder ihre Dichte nur vom 
Druck abhängt (wie bei isothermen und adiabatischen Vorgängen). Die er- 
wähnten Voraussetzungen waren bei der Ableitung des THomsonschen Zir- 
kulationssatzes nötig, aus dem schließlich der obige Satz folgt. 

In Wirklichkeit sind diese Voraussetzungen nicht streng erfüllt: die Reibung 
und die Wärmeleitung bewirkt, daß Wirbel-an der Begrenzung der Flüssigkeit - 
entstehen und verschwinden können, vgl. $ 94. Jedenfalls sieht man aber aus 
den Wirbelsätzen, daß die wirbelfreien- oder Potentialströmungen physikalisch 
sehr wichtig sind; denn aus diesen Sätzen folgt im besonderen, daß jede solche 
Bewegung einer idealen inkompressiblen Flüssigkeit, die unter dem Einfluß kon- 
servativer Kräfte aus der Ruhe entstanden ist, wirbelfrei sein muß. 


3. Das Geschwindigkeitsfeld von Wirbeln. Analogie zur Blektrodynamik. In ähn- 
licher Weise, wie in $ 84,2 ein von gegebenen Quellen herrührendes Strömungs- 
feld betrachtet wurde, kann man nach dem Strömungs- oder Geschwindigkeits- 
feld fragen, das vorgegebenen Wirbeln entspricht. Die Aufgabe ist jetzt, ‚aus 
dem gegebenen Wirbelfeld | 

rottv=2G, (13) 


das wir jetzt als überall stetig voraussetzen, b selbst zu berechnen. Wir nehmen 
an, daß die homogene inkompressible Flüssigkeit den ganzen unendlichen (quel- 
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lenfreien) Raum erfüllt, daß also nach $ 81,2 überall 
divv=0 (14) 


gilt. Dann haben wir. es gerade mit dem im Anhang (siehe $ 96,8) behandelten 
allgemeinen Problem der Vektoranalysis zu tun, dessen (mittels des Vektor- 
potentials X gewinnbare) Lösung lautet: 


dp =rotAM = rot pe . (15) 


2str 


Di 


Hier bedeutet r den Abstand des Aufpunktes P von einem Volumelement dV 
des Wirbelgebietes. Die Integration ist über den ganzen Raum bzw. nur über 
das Wirbelgebiet (& + 0) zu erstrecken (Abb. 173). Da die Wirbel & nicht von 
den Koordinaten x, y, 2 des Aufpunktes abhängen, er- 
gibt die unter dem Integralzeichen ausführbare Rotor- 
bildung | 


1 1 
= I — 9— 
(ii Tr 
rot | a,” re 
f E.,. = “* 
-menal [mal 0 


vgl. Gl. (84, 6a). Wir erhalten damit die allgemeine Formel 


ı / för]. e 
= (ar, (17) Abb. 173 


die die Geschwindigkeit in irgendeinem, innerhalb oder außerhalb der Wirbel 
gelegenen Aufpunkt angibt. 

Ist im besonderen nur ein einziger, sehr dünner Wirbelfaden von der (nach 
dem Obigen konstanten) Stärke u = wf = T/2 vorhanden und bedeutet: d3 
sein vektorielles Linienelement, so kann man in Gl. (17) setzen: @dV = wfd3 


= > Ta 3 (siehe Abb. 173). Es ist also - in genügender Entfernung vom Wirbel- 
faden — das Geschwindigkeitsfeld des Wirbelfadens 
7 [ (d3 ı] 


4) r3 > 


Diese Gleichung läßt sich so interpretieren, daß jedes Element d3 des Wirbel- 
fadens zur Flüssigkeitsgeschwindigkeit im Aufpunkt den Beitrag 


IT [d3,r] (ia =. T --_— 


4st r® r? 


dv = 


(18a) 


feiert. Die Formel (18a) bzw. (18) entspricht somit dem bekannten BioT- 
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SavAarTschen Gesetz für die magnetische Feldstärke 5 eines dünnen Drahtes, 
in dem ein elektrischer Strom der Stärke I fließt. (Den Größen v und I’ ent- 
sprechen 9 und 4 I/c im Gaussschen, $ und / im GIoRcIschen Maßsystem.) 
Diese Analogie zwischen Hydrodynamik und Elektrodynamik ließe sich weiter 
verfolgen, doch gehen wir hierauf nicht ein. 


4. Einige weitere Eigenschaften der Wirbel. Mit der näheren Untersuchung des Geschwin- 
digkeitsfeldes [auf Grund der Gl.(17) bis (18) bzw. bei zweidimensionalen Problemen mit 
einfacheren Methoden, siehe $ 86] lassen sich viele Eigenschaften der Wirbel erklären. Wir 
erwähnen hier ohne ausführlichen Beweis nur folgendes. 

Ein einzelner geradliniger Wirbelfaden, den wir hier als „unendlich dünn“, aber von end- 
licher Stärke „(= lim wf für f— 0) betrachten, erzeugt - in der z-Achse liegend — das in 
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Gl. (84,26) angegebene Strömungsfeld mit u = ra (Feld eines „Potentialwirbels“). Der 
Wirbelfaden selbst bleibt in Ruhe in dem Sinne, daß er sich selbst keine Translations- 
geschwindigkeit erteilt. 

Mehrere solche Wirbelfäden können aber nicht in Rulıe bleiben. Im einfachsten Falle 
zweier maralleler Wirbelfäden von gleicher Stärke und von gleichem bzw. entgegen- 
gesetztem Umlaufsinn ergibt sich z. B. (durch Superposition der von den einzelnen Fäden 
erzeugten Geschwindigkeiten, in leichtverständlicher Weise) das in Abb. 174a bzw. 174b 
dargestellte Bild ; die ,„Wirbelpunkte‘“ A und Bsind die Schnittpunkte der Wirbelfäden mit 
der xy-Ebene. Man erkennt, daß sich die beiden Wirbel A und B im Falle a) auf einem 
Kreis mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um den ruhenden Mittelpunkt M bewegen müs- 
sen. Im Falle b) dagegen schreitet das aus A und B bestehende „Wirbelpaar‘‘ mit kon- 
stanter Geschwindigkeit d fort, im Punkte M strömt jetzt die Flüssigkeit mit der Ge- 
schwindigkeit 4 vd. Allgemein - bei » Wirbelfäden - läßt sich unter anderem zeigen, daß 
der durch tr, = Zu41,/£ definierte „Schwerpunkt“ (ein gedachter Raumpunkt, der z. B, 
beim Wirbelpaar im Unendlichen liegt) eine feste Lage hat. | | 

Es sei betont, daß diese und die folgenden Sätze nur im vorausgesetzten Falle der un- 
begrenzten Flüssigkeit gelten. Liegt nämlich — um das einfachste Beispiel zu nennen - ein 
einzelner Wirbelfaden A der unendlichen ebenen Wand M’ M’” gegenüber (Abb. 174b), so 
kann man die bekannte Randbedingung v„ = 0 durch die Annahme eines zum gegebenen 
Wirbel A spiegelbildlich gelegenen Wirbels B befriedigen, d. h. die Wand durch B ersetzen; 
dann kann aber A nach dem Obigen nicht in Ruhe bleiben. 


Lei) 
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Bei geschlossenen Wirbelfäden, den sogenannten Wirbelringen, sind die Verhältnisse 
verwickelter. Auch ein einzelner Wirbelring bleibt nicht in Ruhe, was man qualitativ schon 
dadurch erkennt, daß man die zwei antiparallelen Wirbelfäden A und Bin Abb. 174b als 
Bestandteile eines unendlich langen Rechtecks auffaßt. Bei Wirbelringen ist allerdings die 
vereinfachende Annahme eines verschwindenden Fadenquerschnitts im allgemeinen nicht 
zulässig, weil diese eine unendlich große Translationsgeschwindigkeit des Ringes zur Folge 
hat. - In diesem Zusammenhang sei bemerkt, daß eine isolierte Wirbellinie (ein unendlich 
dünner Wirbelfaden) von endlicher Stärke ebenso wie eine punktförmige Quelle von end- 
licher Ergiebigkeit mathematische Fiktionen sind, die sich oft als sehr nützlich erweisen, 
in gewissen Fällen aber zu falschen Resultaten führen; es läßt sich z. B. zeigen, daß die 
kinetische Energie eines Strömungsfeldes, das von einer punktförmigen Quelle oder einer 
isolierten Wirbellinie herrührt, unendlich wird. 

Auch das Verhalten zweier kreisförmiger Wirbelringe mit derselben Achse läßt sich 
qualitativ voraussagen. Die hier zu erwartenden interessanten Erscheinungen (z. B. das 
Hindurchschlüpfen durcheinander) lassen sich unter günstigen Verhältnissen auch an 
Rauchringen beobachten. | 

Von anderen Wirbelgebilden erwähnen wir noch die Wirbelschichten, d. h. Flächen, die 
mit kontinuierlich verteilten Wirbellinien bedeckt sind. Eine Wirbelschicht hat die Eigen- 
schaft, daß beim Durchgang durch die Schicht die Tangentialkomponente der Geschwindig- 
keit einen Sprung erleidet. Daher spielen die Wirbelschichten bei der Behandlung solcher 
Strömungen, wo Trennungsflächen (Diskontinuitätsflächen) auftreten — wie z. B. zwischen 
„Strahl“ und „totem Wasser“ — eine wichtige Rolle. 


S 86. Die ebene Potentialströmung 


1. Das Problem der wirbelfreien oder Potentialströmungen - deren Wichtig- 
keit wir in Verbindung mit den HELMHOLTZschen Wirbelsätzen erkannt haben 
- vereinfacht sich wesentlich im Fall einer zweidimensionalen oder ebenen Strö- 
mung, wo der Strömungszustand in allen zur xy-Ebene parallelen Ebenen als 
gleich anzusehen ist, also von der z-Koordinate nicht abhängt: 


0) 
2, = °. (1) 
Bei der im folgenden zu behandelnden ebenen Potentialströmung einer inkom- 
pressiblen homogenen Flüssigkeit besteht die Aufgabe nach $ 84,1 vor allem 
darin, eine auch den Randbedingungen genügende Lösung ® der zweidimen- 
sionalen LAarLAaczschen Gleichung 


Bd 00 
Ey + dy: —=0 (2) 


zu suchen; im Besitz dieses Geschwindigkeitspotentials ® erhält man das Strö- 
mungsfeld aus v = grad® und die Druckverteilung aus der Druckgleichung 
(84,4). Wir setzen die Strömung der Einfachheit halber auch als stationär vor- 


0 
aus Ei — 0). 


\ 
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Die erwähnte Vereinfachung gegenüber dem räumlichen Problem hängt da- 
mit zusammen, daß die ebene Potentialströmung inkompressibler Flüssigkeiten 
in engster Beziehung zur Funktionentheorie bzw. „zweidimensionalen Potential- 
theorie“ steht. Um das einzusehen, betrachten wir eine beliebige analytische 
oder reguläre (d.h. in jedem Punkt 2!) eines Gebietes differenzierbare) Funktion 
w = [(z) der komplexen Veränderlichen 


z=x +iy (3) 
und zerlegen w in seinen reellen und imaginären Teil: 
v=/e)=fMetiy=Play) +iFle y). (4) 


Hieraus folgt durch Differentiation nach x und y, wenn wir die Ableitung nach 
z mit einem Strich kennzeichnen: 


dw od .0% 
"dr tar Bar 7% 
Ow _ " n Op 


Durch Elimingtion \ von f’ ee - indem das i-fache der zweiten Gleichung zur 
ersten addiert wird — entsteht 


9 oW ‚(or >») 


dx 0y 0x var 


a) (6) 


Da sowohl der reelle als auch.der imaginäre Teil verschwinden müssen; gilt 


od 00V 008 0% Ta-h 

ea de a) 
[Das sind ‚die CAucHY-RıEMANNschen Differentialgleichungen der Funktionen- 
theorie, die notwendige und — wenn die obigen vier Differentialquotienten stetig 
sind’ — auch hinreichende Bedingungen dafür sind, daß f(z) eine analytische 
Funktion ist.] Durch Differenzieren der Gl.(7a) nach x (bzw. y), der Gl.(7b) 
nach % (bzw. x) und durch Addieren (bzw. Subtrahieren) erhalten wir, daß so- 
wohl ® wie X der Larz.ackschen Gleichung genügt: 


dd 020 Pr) Zur: 3 
Ferner folgt durch Multiplikation der entsprechenden Seiten von (7a) und (7b) 


08 IP 090 09Y 


a dt du dy =0 oder (grad®, grad?) = 0. (9). 


1) Es sei: darauf hingewiesen, daß dieses z nicht mit der Koordinate z aus Gl. (1) ver- 
wechselt werden darf. 


$ 86. Die ebene Potentialströmung 475 
Dies drückt offenbar aus, daß die beiden Kurvenscharen 
©(z,y) = const und W(z, y) = const (10) 


orthogonal zueinander sind. 

Wir können demnach - da in Gl. (8) und (9) ® und Y völlig symmetrisch auf- 
treten - folgendes sagen: Sowohl der reelle (®) als auch der imaginäre Teil (P) 
einer beliebigen unalytischen Funktion w — f(z) kann als Geschwindigkeitspoten- 
tial einer ebenen wirbelfreien Strömung gedeutet werden. Wählt man ® als 
Geschwindigkeitspotential, so geben die zu den Äquipotential- oder Niveaulinien 
D — const senkrechten Kurven P_= const die Stromlinien an; P heißt dann Sirom- 
funktion. Die Rollen der „konjugierten Funktionen“ ® und W können aber auch 
vertauscht werden, so daß jede analytische Funktion zweierlei OmU 
repräsentiert. [Zum Beispiel sind im Falle f@) = 2?= (« +iy? = x? — y? 
+i2xy die Niveau- bzw. Stromlinien die beiden orthogonalen Hyperbel- 
scharen x? — y? = const und 2y. = const.] 

Im folgenden wollen wir stets den reellen Teil ® als Geschwindigkeitspoleitial 
nehmen. (Die zur Funktion f(z) gehörige zweite Strömung läßt sich dann offen- 
bar durch Betrachtung von if(z) erhalten.) Wegen vd = grad®.und GI. (7a, b) 
lauten die @eschwindigkeitskomponenten 

095 3 8» oV 


"ya 1b 


Man kann aber v, und »v, auch unmittelbar aus dem Differentialquotienten 
dwjdz gewinnen, denn nach.Gl. (5) und (11) ist 


Es wird daher 

d: =zwW=v,—iv (12) 
als (konjugiert) komplexe Geschwindigkeit, die Funktion w = fe) =d +iP 
als komplexes. Potential bezeichnet. 


2. Einige wichtige Strömungstypen. Auf Grund des Obigen kann man mit 
Hilfe komplexer Funktionen sehr einfach eine beliebige Anzahl von ebenen 
Potentialströmungen angeben. Wir betrachten hier als Beispiel einige Typen - 
zweidimensionale Analoga der in $ 84,2 erwähnten Strömungen -, die bei der 
Befriedigung gewisser einfacher Randbedingungen besonders wichtig sind. Im 
folgenden bedeute a’stets eine reelle Konstante, r und ebene Polarkoordinaten. 


a) Der einfachsten Funktion 
v=azr=ar-tiay (13) 


entsprechen — wegen ® = ax. und Yv—_ ay — die Niveaulinien x = const und 
die Stromlinien y = const. Ausder komplexen Geschwindigkeit W=»,—iv,—=a 
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(oder aus d = grad®) folgt: v, = a, v, = 0, man hat also eine Translations- 
oder Parallelströmung in der x-Richtung mit der Geschwindigkeit a. 


b) Wir wählen jetzt die Funktion 
w = alogz = alog(rei?), (14) 
die im Nullpunkt eine Singularität hat, d.h., w ist dort unendlich. Es ist 


1 
® = alogr = 5 «log(e* +y), Y=agy=aarctan ee (15) 


Abt. 175 


Die Niveaulinien sind r = const, d.h. Kreise um den Ursprung O; die Strom- 
linien sind @ = const, d.h. von O ausgehende Geraden, siehe Abb. 175a. Aus 
zv,-iv, = ala = ae? |r ergibt sich 


0% a . 
—sıno == 


a 
v, = — C08p = vd —= 
a r F + y2 T 


ay ‚_@ 
er ge (= -). (16) 
Diese ‚ebene Quellströmung‘‘ rührt, räumlich gesprochen, von einer Linienquelle 
her, bei der — entsprechend der Definition (1) der ebenen Strömung - jeder 
Punkt der 2-Achse ein Quellpunkt (bzw. Senkpunkt) ist. Als Ergiebigkeit Q, der 
Linienquelle kann man das Flüssigkeitsvolumen nehmen, das pro Zeiteinheit 
durch die Mantelfläche eines Kreiszylinders mit dem Radius r und der Höhe 


Eins tritt. Wegen Gl. (16) ist 9, = rn -2rr = 2ra, d.h.,die Konstante a be- 


deutet die durch 2x dividierte Ergiebigkeit: a = Q,/?r. 
Wir heben hervor, daß das Potential (15) einer Linienquelle, d.h. das ‚‚log- 
arıthmische Potential“ 


® = alogr fi ZA jogr mitr= Yx? + n) (17) 


bei den ebenen Problemen dieselbe Rolle spielt wie das aus $ 84,2 bekannte 
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Newroxsche Potential ® = . (mit r= Yx?® + y? +22) bei den räumlichen. 


Das letztere ist — bis auf eine additive Konstante — die allgemeine zentral- 
symmetrische, das erstere die allgemeine axialsymmetrische Lösung der Poten- 
tialgleichung A® = 0 [die sich nämlich in diesen Fällen, in sphärischen bzw. 
zylindrischen Koordinaten ausgedrückt, auf die gewöhnliche Differentialglei- 


chung ‚ 
1 cd dd 1d/ dd 
— — [ri |) — . — —-|ı = 
r? dr ( 27) en r a 2.) 2 (18) 
reduziert, vgl. Anhang, $ 96, 9]. 
c) Im Falle der Funktion 
w= — ialogz = — ialog(rei?), (19) 
die sich von der Funktion (15) durch den Faktor — : unterscheidet, erhält man 
1 
D® = up =aarctan 2 ‚Y=-algr=— 7 «log(e’ + 2), (20) 


d.h., die Niveaulinien sind: 9 = const, die Stromlinien: r = const, siehe Abb. 
175b. Ferner folgt aus w' = — iajz: | 


= I sin ee. 2, = os Zen N (21 
Mama HI az PT, 9 
Es handelt sich jetzt um die schon mehrfach erwähnte ebene Zirkulationsströ- 
mung, die man als das Strömungsfeld einer in dem singulären Nullpunkt bzw. 
in der z-Achse befindlichen isolierten Wirbellinie (Potentialwirbel) von der 


Stärke u = za = I'/2 deuten kann, vgl. $ 84,4-5 und $ 85, 4. 
d) Die Funktion 


u=-—-=-—--ei (22) 


kann man sich aus der Differenz zweier Funktionen der Art (14) entstanden 
denken, denn der Ausdruck b - log(z — I) — b : logz geht im Limes ! — 0 offen- 
sichtlich in die Funktion (22) über, vorausgesetzt, daß lim (b/!) = a ist (b und | 
seien reell). Dies bedeutet [vgl. b) und $ 84,2], daß Gl. (22) das Strömungsfeld‘ 
einer im Nullpunkt befindlichen ebenen Doppelquelle beschreibt, deren (vom 
Senkpunkt nach dem Quellpunkt gerichtetes) Moment M, = 2ra in die 
x-Richtung zeigt. Aus Gl. (22) und aus w = v, — iv, = aj2? folgt sofort 


ax a ay 


140 i 
RP TRT pp’ a ee (23) 
a a(2? — y?) a. 2axy 
LP pr sp — (22 = y3)? ‚, = a 29 = (22 + pe’ (24) 
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e) Man kann offenbar auch durch Superposition zweier oder mehrerer Poten- 
tialströmungen zu neuen Potentialströmungen gelangen. Es ergibt z.B. die 
Überlagerung einer Translationsströmung (13) und einer ebenen Doppelquelle 
(22), d.h. eine Funktion der Form 


w= az + 2, (25) 


eine ebene Strömung um einen Kreiszylinder mit dem Radius f = Yb/a; denn 
die Gleichung einer Siromlinie: Y=arsing ( — =) — const ist für 
r = YbJa erfüllt (siehe auch $ 37,1). 
3. Konforme Abbildung. Jede stetige komplexe Funktion 
w=f@) oder B+WP = Had- in) (26) 


läßt sich so deuten, daß sie einem Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 
x, y. der komplexen z-Ebene (xy-Ebene) einen Punkt mit den rechtwinkligen 
Koordinaten ®,Y der komplexen w-Ebene (®W-Ebene) zuordnet. Mit anderen 
Worten: w = f(z) liefert eine stetige Abbildung eines Gebietes der z-Ebene auf 
ein Gebiet der w-Ebene und umgekehrt. Ist die Funktion f(z) in einem Ge- 
biet. analytisch, so ist nach der Funktionentheorie die Abbildung in kleinster 
Teilen ähnlich oder ‚konform‘ (winkeltreu und maßstabstreu), d.h., einem infini- 
tesimalen Gebiet (z.B. Dreieck) der z-Ebene entspricht ein ähnliches Gebiet 
(Dreieck) der w-Ebene, mit Ausnahme solcher Punkte, in denen f(z) = Ö ist. 


Das sieht man leicht z. B. so ein. In einer kleinen Umgebung eines Punktes P,(z,; %) 
- dem der Punkt Q,(®,, Y,) entspricht - folgt aus Gl. (26): dw = f(z,)dz oder mit /’(z,) 
= beif + 0: ö | 
| dd +id VW = beif(dxz + idy), 

d.h. | 

| d® = b(cosßdz— sinßdy), dY = bisinßaxc-+ cosßdy). 
Dies bedeutet aber, daß jede sehr kleine Strecke P,P = (dx, dy) in eine solche 9,0 
= (d®, dY) abgebildet wird, die aus der ersteren durch eine Drehung um den Winkel ß 
und eine Vergrößerung im Verhältnis 5:1 hervorgeht. 


Als Beispiel ist die durch die Funktion (14) w = a logz gegebene Abbildung 
in Abb. 176 dargestellt: dem schraffierten Rechteck der w-Ebene entspricht die 
.schraffierte rechtwinklige Figur der z-Ebene, wobei zwischen den Grenzen die 
Beziehungen ®, = a logr,,®, = alogr,, #, = ay, und P, = aa, bestehen. 

Allgemein entspricht jeder konformen Abbildung. der w-Ebene auf die 
z-Ebene eine Potentialströmung in der z-Ebene. Hier gehört zu jedem Strom- 
faden -- da er von zwei benachbarten Stromlinien Y = const begrenzt wird - 
ein der ®-Achse paralleler Streifen der w-Ebene. Demnach kann jedes Problem, 
bei dem die (stationäre) ebene Potentialströmung zwischen zwei gegebenen 
Wänden bzw. Grenzlinien (in der z-Ebene) zu bestimmen ist, auf eine konforme- 
‚Abbildung zurückgeführt werden: man suche diejenige analytische Funktion 
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w = f(2), die einen achsenparallelen Streifen der w-Ebenie (eine „Parallelströ- 
mung in der w-Ebene“) auf das zwischen den gegebenen Grenzlinien liegende 
Gebiet der 2-Ebene abbildet. Es gilt allgemeiner: Ist die ebene Potentialströmung 
in einem Gebiet bekannt, so läßt sich die entsprechende Strömung für jedes Gebiet: 
bestimmen, auf das man das erste konform abbilden kann. Man kann so z.B. aus 
einer bekannten Strömung um eine kreisförmige Kontur die Strömung um eine 
- andere Kontur ableiten; Näheres hierüber siehe in $ 87,3b. 


v 


w-Ebene z-Ebene 


sg 


96 


Abb. 176 


Diese Möglichkeit zeigt die große Bedeutung der Funktionentheorie bzw. der 
konformen Abbildung für die Hydrodynamik und weist zugleich auf die Wich- 
tigkeit der ebenen Potentialströmungen hin. Bei den letzteren lassen sich mit . 
Hilfe der konformen Abbildung auch Probleme (z.B. in Verbindung mit den’: 
freien Flüssigkeitsstrahlen) lösen, die im dreidimensionalen Fall nicht bewäl- 
tigt werden konnten. Natürlich muß man beachten, daß die mit der Annahme 
ebener Potentialströmungen gewonnenen Resultate nur als mehr oder weniger 
gut brauchbare Näherungen für die wirklichen Verhältnisse anzusehen sind. 


$ 87. Ebene Strömung um ein Hindernis. Die KUTTA-SHUKOWSKIsche 
Auftriebsformel 


1. Translationsströmung um einen Kreiszylinder. In eine unbegrenzte inkom- 
pressible Flüssigkeit, die sich in x-Richtung mit einer konstanten Geschwindig- 
keit-v, bewegt, werde ein unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R gebracht; 
die Zylinderachse falle mit der festen z-Achse zusammen. Zur Berechnung der 
sich ausbildenden stationären ebenen Potentialströmung hat man nach $ 86 ein 
solches komplexes Potentialw—= ® +:Y = f(2) - mit z2= rei? — zu suchen, 
das den folgenden Randbedingungen genügt: a) An der Oberfläche des Kreis- 
zylinders muß die Normalkomponente der Geschwindigkeit verschwinden, d.h., 
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der Kreis r = Rin der «y-Ebene muß eine Stromlinie sein. b) Für sehr große 
Entfernung vom Zylinder muß die Geschwindigkeit in die der ungestörten 
Translationsströmung übergehen. Die Randbedingungen heißen also 


fürr= BR: Y = const, (la) 
für r = o: ed year. (1b) 


Nach der Andeutung von $ 86,2e setzten wir für w und folglich für w’ die 
folgenden komplexen Funktionen an: 
2 2 
v=P ++iV = ( + —) v"=v, —-iy=% ( — =) (2) 


2 


Durch Trennung der reellen und imaginären Anteile folgt (vgl. die Formeln von 
$ 86, 2a und 2d) 


R:? r R? 
D = ur cosp ( + =) Do vrsing|1 — =); (3) 
2 2 
v,=% ( —_ cos 27), y=-1% = sin 2. (4) 


Aus den drei letzten Gleichungen sieht man sofort, daß beide Randbedingun- 
gen (la) und (1b) erfüllt sind. Damit ist das Strömungsfeld — die Geschwindig- 
keitsverteilung-durch Gl. (4) gegeben ; Abb. 177 stellt die Stromlinien Y = const 


Abb. 177 


dar. Die Strömungsgeschwindigkeit verschwindet (v, = v, = 0) nach GI. (4) 
in zwei Punkten, fürder= R, po =n und 0 ist; das sind die Staupunkte A 
und B. 
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Die Druckverteilung wird durch die BERNoULLIsche Gleichung geliefert, die 
wir — wenn wir von den äußeren Kräften absehen — nach $ 83,2 in der Form 


2 2 
mu 


1 1 
p-D= 50% —) = 5 ot 1 Ze (5) 


schreiben können; die Konstante 7, bedeutet hier den Druck in sehr großer 
Entfernung (r = ©) vom Zylinder. Mit Gl. (4) erhält man 
1 R? R* 
AURERRE DD PEN BE. 0 


insbesondere gilt an der Oberfläche des Zylinders (r = R) 


ei 


1 
P-M=7 008 (2cos2p — 1) = nn ovE (1 — 4sin?p). (7) 


Der Druck ist demnach am größten in den Staupunkten A und B, am kleinsten 
in den Punkten C und D (Abb. 177); er ist sowohl in bezug auf die xz-Ebene als 
auf die y2-Ebene symmetrisch. 

Aus der Symmetrie der Druckverteilung folgt ohne jede Rechnung, daß die 
Resultante der an einem Kreiszylinder angreifenden Druckkräfte Null ist: bei 
dieser Strömung übt die Flüssigkeit keine Kraft auf den Zylinder aus. Das kann 
man auch anders ausdrücken. Indem wir nämlich als Bezugssystem ein in der 
x-Richtung mit der konstanten Geschwindigkeit v, bewegtes System wählen - 
d.h. ein Inertialsvstem, in dem die Flüssigkeit im Unendlichen ruht und der 
Körper sich mit der Geschwindigkeit — v, bewegt -, können wir auf Grund des 
GALILEIschen Relativitätsprinzips sagen: Ein gleichförmig bewegter Zylinder er- 
fährt in einer (im Unendlichen) ruhenden idealen Flüssigkeit keinen Widerstand, 
d.h. keine Kraft in der Bewegungsrichtung (und im obigen Fall überhaupt 
keine Kraft). Das gleiche läßt sich allgemein, d.h. - bei einer singularitätsfreien 
translatorischen Strömung - für einen beliebig gestalteten starren Körper be- 
weisen. Dieses Resultat, das in krassem Gegensatz zu allen Erfahrungen steht, 
wird als kydrodynamisches Paradoxon (D’AÄLEMBERTsches oder DIRICHLET- 
sches Paradoxon) bezeichnet. Auf dieses Problem kommen wir später zu- 
rück. 


2. Mit Zirkulation kombinierte Translationsströmung um einen Kreiszylinder. 
Zu wichtigen Resultaten gelangt man durch die Betrachtung der allgemei- 
neren Strömung, deren komplexes Potential w aus Gl.(2) durch Hinzufügen 
eines „Zirkulationsgliedes“ —ia-logz (mit a = I'/2r, siehe $ 86, 2c) hervor- 
geht: 


| 2 2 
w=n (24) - ialogz; “=n(1-5)-2 e-5)- (8) 


31 Bud6, Mechanik 
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Daraus folgen [mit (3), (4) und (86, 20-21)] die Formeln 


R? | R? 
® = ur c0Ssp ( + =) +a9, Y=yr sing (1 — =) — alogr, (9) 


> BR | a. Be. 
v.=,u k ,7y 008 2 - 7a y-9 zen 20 + = cos. .(10) | 


Da die Randbedingungen (la) und (1b) — wie man leicht sieht — erfüllt sind, 
stellen die Gleichungen (10) eine mögliche Strömung um den Kreiszylinder 
dar. Es sei jedoch schon hier bemerkt, daß die Entstehung der Zirkulation nur 
im Rahmen der Dynamik der zähen Flüssigkeiten erklärt werden kann ($ 94, 4). 


Abb. 178 


Setzt man den (mit 2? multiplizierten) Ausdruck (8) der komplexen Ge- 
schwindigkeit w = v, — tv, gleich Null, so hat die auftretende quadratische 
Gleichung die Wurzeln 


er = 4v2 


Hieraus erkennt man, daß die Strömung verschiedenen Charakter hat, je nach- 
dem, ob 


eIS2Ro, oder |7 S4rRu (12) 


ist. Im ersten Fall gibt es nämlich zwei Staupunkte A und B (Abb. 178a), die 
wegen |2,| = |2| = E auf dem Kreiszylinder liegen (im Sonderfall 7’ = 0 
sind es die Punkte A und B der Abb. 177); im zweiten fallen beide Staupunkte 
in C zusammen (Abk. 178b). Im dritten Fall - also bei noch größerem absolutem . 
Wert der Zirkulation — kommt nur derjenige Staupunkt in Betracht, der außer- 
halb des Zylinders in D liegt (Abb.178c). In den Abb.178a-c, die die Strom- 
linien % = const in den drei Fällen auf. Grund einer näheren Betrachtung von 
Gl. (9) zeigen, stimmt der Drehsinn der Zirkulationsströmung mit dem des Uhr- 
zeigers überein, so daß jetzt I'= $v,ds (wobei man das Linienintegral in dem 
Umlaufsinn von der x- zur y-Richtung hin zu bilden hat) negativ ist. 
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Der Stromlinienverlauf ist jetzt zu beiden Seiten der x2-Ebene nicht mehr. 
symmetrisch. Daraus kann man auf Grund des BERNoULLIschen Theorems - 
-zu größerer Dichte der Stromlinien, d.h. größeren Geschwindigkeiten, gehören 
kleinere Drucke - schließen, daß die auf den Zylinder wirkenden Druckkräfte 
eine in der y-Richtung verlaufende Resultante ergeben. Diese wird im folgenden 
berechnet. 

Den Druck an der Oberfläche des Kreiszylinders erhält man aus Gl. 6), wenn 
man in diese die Ausdrücke (10) mit r — R einsetzt. Man findet [vgl. auch 
Gl. (7)]: 


1 j a? a. | 
P=P nur ev; (2cos29 — 1) — — Ur: — 4, R sing). (13) 


Die Druckkraft auf ein Oberflächenstück der Breiteds = Rd und der Länge 1 
hat den Betrag pds und ist gegen den Nullpunkt gerichtet. Ihre Komponenten 
lauten also: —pds  cosp, — pds : sing. Die resultierende Kraft auf die Län- 
geneinheit des Kreiszylinders hat daher die Komponenten 


2r 2n 
K,= —R/p cospdop, K,Ä,=- R/p sinpdo. (14) 
0 0 


Setzt man (13) in Gl. (14) ein, so folgt aus den bekannten Orthogonalitäts- 
relationen (die Integrale über cos, cosp - cos 2 usw. sind Null, das Integral. 
über sin2o ist gleich n): 


Wir finden also, mit der durch Gl.(1b) nahegelegten zweckmäßigeren Be- 
zeichnung vd, für v,, das Resultat: Auf die Längeneinheit des Kreiszylinders 
übt die Strömung eine Kraft mit den Komponenten 


K,=0, K,=-olyw« (vyo =0), (16) 


d.h. eine Querkraft vom Betrage | I'| v., aus. Sie ist nach der Seite gerichtet, 
auf der die Richtung der ursprünglichen Translationsströmung mit der Zirku- 
lationsrichtung übereinstimmt (in Abb.178 - mit T'< 0 - nach oben). Diese 
Querkraft wird als dynamischer Auftrieb, die Gl. (16) — verallgemeinert auf be- 
liebige Profile, siehe unter 3 — als Kurra- SHUKOWwSKIsche Formel (1902 bis 
1912) bezeichnet. 

Eine Zirkulation um den Kreiszylinder kann dadurch erzeugt werden, daß 
man diesem eine Rotation erteilt. Die Entstehung der Zirkulation läßt sich nur 
durch Berücksichtigung der Reibung in einer am Körper anliegenden ‚,‚Grenz- 
schicht“ verstehen ($ 94,4), die bei schon vorhandener (experimentell ermit- 
telter) Zirkulation /' auftretende Querkraft wird aber durch die Gl. (16) im 
wesentlichen richtig wiedergegeben. Diese seit 1853 als Macnus-Effekt be- 
kannte Querkraft ist z.B. für die Seitenabweichungen von rotierenden Geschos- 
sen und „geschnittenen“ Tennisbällen maßgebend. Sie wurde auch beim FLETT- 
NERSchen Rotorschiff (1920) ausgenutzt, bei dem an Stelle von Segeln schnell 
rotierende große Zylinder verwendet wurden. 
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3. Strömung um einen Zylinder mit beliebigem Querschnitt. a) Die KUTTA- 
SHUKOWwSKkIsche Auftriebsformel. Wir wollen zuerst allgemein die Druckkraft 
ft berechnen, die eine ebene Strömung mit der konjugiert komplexen Ge- 
schwindigkeit w’ = v, — tv, auf die Längeneinheit eines Zylinders mit belie- 
bigem Profil ausübt. Bedeutet ds ein Linienelement der Kontur CO’ des Körpers, 
n den ins Innere zeigenden Normalen-Einheitsvektor (Abb. 179), so gilt offenbar 


Ay K8= 6 pnds. (17) 
c 
2 ' Der Vektor nds hat die x-Komponente 
ı 
Peeseze - dscos(n, x) = ds cos 5 + (ds, | 


ne sin(ds, 2) = —dy (18) 


und die y„-Komponente: ds - sin(n, x) = dx. So- 
mit gilt [als Verallgemeinerung von Gl. (14)] 


Abb. 179 K,n=-Gpdy, Ky= $pda. 


Es erweist sich als zweckmäßig, diese Gleichungen durch die Einführung einer 
komplexen Größe 


K= K,+iK, [also K,=ImK, K,= ReK) (19) 
in der Form 
K=$p(dx— idy) (20) 
zusammenzufassen. 
Da die Kontur C eine Stromlinie sein muß, können wir längs C - im Falle 
einer stationären inkompressiblen Strömung ohne äußere Kräfte — die BER- 


1 
nourLische Gleichung in der Form p + 5 0ov? = const anwenden. Mit 


p = const — 0v?2/2 geht Gl. (20) wegen dx — ddy —=0in 


K= -5 prrida — idy) = 5 $ (v2 + v,) (dx — idy) (21) 


über. Nach der Definition der Stromlinien (Tangenten- und Geschwindigkeits- 
richtung sind gleich) gilt ferner in allen Punkten der Kontur C 


dy ® 
gr oder v,dy— vydz=(, (22) 


so daß man den verschwindenden Ausdruck 
2i(v,dy — v,da) (v, — iv) (23) 


zu dem Integranden von Gl.(21) hinzufügen kann. Dann nimmt (2i) die 
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> 


wodurch die Bestimmung der resultierenden Kraft auf die Berechnung eines 
komplexen Linienintegrals zurückgeführt ist. Wir erwähnen ohne Beweis, daß 
sich auch das resultierende Drehmoment M der Druckkräfte (seineim ebenen Fall 
allein vorhandene 2-Komponente, pro Längeneinheit des Zylinders) als Realteil 
eines komplexen Linienintegrals darstellen läßt: 


R = 2% hurrde - Gm -iy®tizriay|, 9 


ae -Besd w ?2d2. (25) 


Die unter sehr weiten Voraussetzungen geltenden Gleichungen (24) und (25) 
heißen Brasıussche Formeln (1910). 

Wir nehmen nun an, daß die Strömung eine (außerhalb des Hindernisses 
überall reguläre) Potentialströmung ist, die in sehr großer Entfernung von 
eineminnerhalb der Kontur gewählten Punkt z = 0 translatorisch ist, d.h. deren 
konjugiert komplexe Geschwindigkeit w’ für z =.» konstant wird: 


3 2 s 1 
Mit Rücksicht auf diese Annahmen setzen wir w’ als eine nach Potenzen von — 
fortschreitende Reihe an: 2 

a-] 


wW"—=n+ : + 


N (27) 


22 


(Das im folgenden nicht benötigte komplexe Potential ergibt sich hieraus durch 


Integration: w = a, + 2 + a_, logz — --.) Für den Koeffizienten a-, in 
Gl. (27) gilt nach dem Residuensatz der Funktionentheorie die Beziehung 
$dw’dz = 2niaL_,. (28) 


Für die linke Seite findet man wegen w = v, — iv, und Gl. (22): 


$Pw’dz — Gl, — iv,) (dx + tdy) = $lw,dx + v,dy) + v(v,dy — v,d)] 


= Glw,dx + vdy) = $od3 = T,, (29) 
also 
1 
a, = 7% (30) 


dabei bedeutet J' die Zirkulation um die Kontur. 
Zur Berechnung des Integrals in Gl. (24) bilden wir nun aus (27) 


2 


ta + 5 
2 


He 1) 
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und erhalten auf Grund des Residuensatzes und zusammen mit Gl. (26) und 
(30): 


K= sv w?dz = 5 -2ni.2090-; = — oT (vo — Ivy): (32) 


Hieraus folgt unter Berücksichtigung der Gl. (19) die bei (16) bereits erwähnte 
KUTTA-SHUKOWSKIsche Auftriebsformel 


K,=0lvys, K,=-eolüuo: (33) 


Die Querkraft (Auftriebskraft), die auf ein Stück der Länge I eines zylindri- 
schen Hindernisses (z.B. eines Tragflügels) wirkt, hat also den Betrag 


Die KuTTA-SHuUKkowskische Formel, die für die theoretische Behandlung 
des Fluges und auch für die moderne Theorie der hydraulischen Maschinen von 
sroßer Bedeutung ist, sagt selbst nichts über die Größe und Entstehung der 
Zirkulation aus. Auf diese Fragen, bei denen auch die in der Formel nicht un- 
mittelbar zum Ausdruck kommende Gestalt der Kontur eine wichtige Rolle 
spielt, kommen wir in $ 94 zurück. Dort wird auch über den Einfluß der Enden 
des Hindernisses die Rede sein. Die ebene Auftriebstheorie kann natürlich die- 
sen — durchaus nicht vernachlässigbaren — Einfluß nicht berücksichtigen, und 
das ist der Grund, weshalb sie nur als rohe Annäherung zu betrachten ist. 


b) Das Strömungsfeld um die gegebene Kontur C läßt sich nach dem in $ 86,3 Gesagten 
aus dem bekannten Strömungsfeld um einen Kreis K ermitteln, wenn man durch konforme 
Abbildung den Kreis in die Kontur (bzw. das Gebiet außerhalb des Kreises in das Gebiet 
außerhalb der Kontur) so überführen kann, daß dabei die Geschwindigkeit im Unendlichen 
dieselbe bleibt. Dann geht nämlich die Strömung um den Kreis in die entsprechende, den 
Randbedingungen genügende Strömung um die Kontur über. Um das in mathematischer 
Form auszudrücken, bezeichnen wir jetzt das gesuchte komplexe Potential der Strömung 
um die Kontur mit f(z), die konjugiert komplexe Geschwindigkeit mit f’(z) = df/dz, die 
entsprechenden Größen für die Strömung um den Kreis — dessen Mittelpunkt der Null- 
punkt einer £-Ebene (£ 7-Ebene) sei - mit F(£) und F’(£) = dF/d£. Die letzteren sind aus 
Gl. (8) bekannt: 


F 5 eG ; F(iü)= 1 ul 35 
O=m(i+z) ige FO-m IH) 5 
Wenn nun eine analytische „Abbildungsfunktion“ 

z = g(£) bzw. die Umkehrfunktion £ = h(z) (36) 


die Kontur (in der z-Ebene) in den Kreis (in der Z-Ebene) überführt und die Geschwindig- 
keit im Unendlichen unverändert läßt [F’(oo) = f(»)], dann sind die gesuchten Funk- 
tionen f(z) und f’(z) offenbar durch die Gleichungen 


d 
Id=FO=Fih@), Fa=-Fi) — (372-b) 


gegeben. Das Strömungsfeld (v,, v,) erhält man, wenn man die konjugiert komplexe Ge- 
schwindigkeit (37b)-in der & = A(z) zu setzen ist - auf die bekannte Form /’(2) = v, — iv, 
bringt. 
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Die gesuchte Abbildungsfunktion (36) muß wegen der erwähnten Forderung F’(&) 
= (©) und nach Gl. (37b) den folgenden Bedingungen genügen: für Z = » ist auch 


d 
z = ©; fürz = iseS- — 1. Diese Bedingungen werden schon durch die einfache Funk- 
tion 
1 j 1 ale 
z=,+ E Umkehrfunktion: Z = >|? +72? — 4 (38) 


befriedigt (allgemeiner wäre: z=Ö& a, &"T-+a,&”° + ---), mit der man Kreise schon in 
mannigfache Konturen überführen kann. Wir bringen nun einige Beispiele. 


Abb. 180 
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Der Einheitskreis um den O-Punkt in der Z-Ebene -.d. h. der Kreis 5 = eiP - geht in die 
Kurve z= e’? +eri? = 2cosp über, d.h. in eine (doppelte) Gerade zwischen den 
Punkten — 2 und +2 in der z-Ebene, siehe Abb. 180a.. 

Aus dem Kreis {= ReiP wird eine durch die Gleichungen x = (r + ) cosg und 

1 
y= (r — z)sine gegebene Ellipse, siehe Abb. 180b mit 2 = — 

Einem Kreis, der durch die Punkte — 1 und +1 geht und dessen Mittelpunkt M um 
die Strecke ,, über dem O-Punkt liegt, entspricht in der z-Ebene, wie sich zeigen läßt, ein 
(doppelter) Kreisbogen zwischen den Punkten —2 und +2 mit der Pfeilhöhe 2 „,, siehe 
Abb, 180c. 

Legt maneinen Kreis X so, daß er den vorigen (in Abb. 180d gestrichelt eingezeichneten) 
Kreis im Punkte 1 von außen berührt, so wird er durch die Abbildungsfunktion (38) in eine 
Kurve (C übergeführt, die den punktierten Kreisbogen umschließt, diesen im Punkte 2 
berührt und dort eine Spitze bildet. Die Kontur C' ist dem praktisch benutzten Suv- 
Kowskıschen Flügelprofil sehr ähnlich. 

Liegt im letzten Beispiel der Mittelpunkt des Kreises X im Punkt &, = &, + in, der 
S-Ebene und bedeutet R der Radius des Kreises, so lautetseine Gleichung: & — 2, = .Reie. 
Der abzubildende Kreis um den Nullpunkt (£ = Reir) entsteht daraus, wenn man& +, 
für Z schreibt. Dieser Kreis geht also [statt durch die Abbildung (38)] durch die Abbildung 


1 1 
= HT oder I=-urz[et #4) (39a-b) 


in ein SHUKOWskI-Profil über. Das, Strömungsfeld um dieses Profil ergibt sich mit der 
Funktion (39b) aus der Gl. (37b) in der besprochenen Weise. 


*S 88. Wasserwellen (Oberflächenwellen). Gruppengeschwindigkeit 


1. Die Ausgangsgleichungen. Die aus gewöhnlichen Beobachtungen bekannten 
Wasserwellen, aus denen sich der allgemeine Begriff der Welle entwickelt hat, 
sind (im Gegensatz zu den in $ 74 behandelten Raumwellen und den Gezeiten- 
wellen) Oberflächenwellen in dem Sinne, daß die Bewegung sich praktisch nur 
auf einen kleinen Bereich unterhalb der Oberfläche erstreckt. Da die ausführ- 
liche Theorie dieser Wellen - bzw. jener Flüssigkeitsbewegungen, die im weiteren 
Sinne als Wasserwellen bezeichnet werden können -— recht verwickelt ist, be- 
schränken wir uns darauf, unter vereinfachenden Annahmen einige spezielle 
Wellentypen zu besprechen. 

Wir nehmen vor allem an, daß die Flüssigkeit reibungslos, inkompressibel und 
homogen ist und daß die Bewegung durch konservative Kräfte aus der Ruhe ent- 
steht. Dann ist die Bewegung nach $ 85,2 wirbelfrei; es existiert also ein Ge- 
schwindigkeitspotential ®, für das nach $ 84,1 die (aus der Kontinuitätsglei- 
chung folgende) LarrAczsche Gleichung 


od 098 96 


10 = 54 + 5 +92 


— 0 (ı) 


gilt. 
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Als zweite Gleichung dient die Druckgleichung (das Integral der EULERSchen 
Gleichungen) in der auch für den vorliegenden nichtstationären Fall gültigen 
Form (84,4). Hierbei machen wir zwei weitere Annahmen. Erstens wirke als 
äußere Kraft nur die Schwere, d.h., es handle sich um reine Schwerewellen (über 
Kapillarwellen siehe unter 4.). Dann ist bei vertikal nach unten gerichteter 
z-Achse: U= — g2. Zweitens betrachten wir nur Wellen mit kleinen Ampli- 
tuden. bei denen die Strömungsgeschwindigkeit v so klein ist, daß wir in 
Gl. (84,4) das quadratische Glied v?/2 = (grad®)?/2 vernachlässigen .können. 
Unter diesen Annahmen vereinfacht sich die Gl. (84,4) zu 


od D 
SEE Een i 2 
Fr g2 + f const (2) 
Von den Randbedingungen bezieht sich die eine auf die freie Flüssigkeits- 
oberfläche; hier muß der Druck nach dem Reaktionsprinzip gleich dem äußeren 
Luftdruck p,, d.h. konstant sein. Wird die Oberfläche - die im Ruhefall mit der 
Horizontalebene 2 = 0 zusammenfallen möge - durch die Gleichung 


==, y 0) 
dargestellt, so ist also nach Gl. (2) 


N .- = const oder = — g9& = const. (3a) 


hy 


& ist dabei nach dem oben Gesagten eine kleine Größe, deren positiver Wert 
einer Oberflächensenkung entspricht. Um die Randbedingung in geeigneter 
Form zu erhalten, differenzieren wir Gl. (3a) partiell nach der Zeit und beachten, 


daß = (bei den angenommenen flachen Wellen) die Geschwindigkeit der Ober- 


fläche ın der Normalenrichtung darstellt, die mit der Normalkomponente der 
Geschwindigkeit des gerade an der Oberfläche befindlichen Flüssigkeitsteil- 


chens, d.h. mit ee ‚ übereinstimmen muß; so ergibt sich die Randbedingung an 


02 
der freien Oberfläche: 
0°Dd od 
Es sei erwähnt, daß es die an der freien, von vornherein gar nicht bekannten 
Oberfläche zu erfüllende Randbedingung ist, die die Untersuchung der Flüssig- 
keitswellen (und der Flüssigkeitsstrahlen) im allgemeinen Fall so schwierig 
macht. 

Für die Randbedingungen an Wänden wollen wir schließlich annehmen, daß 
die Flüssigkeit in der horizontalen x- und y-Richtung unbegrenzt ist, in der 
z-Richtung dagegen die überall gleiche Tiefe h besitzt. Dann ist nur die Rand- 
bedingung zu erfüllen, daß am Boden die Normalkomponente der Geschwin- 
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RI 
07 . 


Will man nicht nur die schon vorhandenen Wellen, sondern auch ihre Ent- 
stehung untersuchen, so tritt zu den obigen Gleichungen auch eine Anfangs- 
bedingung hinzu (s. 6). 


digkeit verschwinden muß: 


2. Ebene harmonische Schwerewellen. Im lolgenden interessieren wir uns nur 
für harmonische, d.h. zeitlich rein periodische (sinusförmige) Wellen und setzen 
dementsprechend, und mit Rücksicht auf die bevorzugte Rolle der 2-Koordi- 
nate, das Geschwindigkeitspotential in der Form 


PD = ya, y)y@)e'®! (5) 


an (für ei®! könnte ebensogut ei®! oder coswit bzw. sinwt stehen). Durch 
Einsetzen in Gl. (l) und nach Division durch »ye'®! erhält man 


1 (02 2, 1 
(+ - 1 (6) 
v\0x 0% 

Da die linke Seite nur von x und y, die rechte nur von z abhängt, kann die 


Gleichung nur dann gelten, wenn beide Seiten derselben Konstante, etwa — k2, 
gleich sind, d.h., wenn 


Hy  O®y 
Da " dy 
d? 

Fr My=0 (8) 


gilt. 
Die allgemeine T,ösung der letzteren Gleichung lautet bekanntlich 
eier Ger (9) 


wobei C', und C, beliebige Konstanten sind. Indem wir nun zunächst nach ebenen 
Wellen fragen, nehmen wir an, daß y in Gl. (7) nur von der einen, etwa von der 
x-Koordinate abhängt; dann lauten zwei partikuläre Lösungen von (?): 


eikz und e-i*“. (10) 
Wenn wir z.B. die erste wählen, dann ist nach Gl. (5) 
D = (C,et? + Oyert?) eitkz- ot), (11) 


Dieser Ausdruck entspricht nach 874,2 [mit Rücksicht auf den Faktor 
ei'kz-wt) bzw. cos(kx — wi)] einer in der x- Richtung fortschreitenden harmo- 
nischen Planwelle. Die andere Wahl, mit dem Faktor e”'**, würde einer in der 
negativen x-Richtung fortschreitenden Welle entsprechen. In Gl. (11) ist die 
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Wellenzahl k, die nach (74,21) mit der Wellenlänge A, der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit c und der Kreisfrequenz = 2nv durch die Gleichungen 


(12) 


zusammenhängt, noch unbestimmt. 
Jetzt benutzen wir die Randbedingungen (3b) und (4). Setzt man (11) in 
Gl. (4) ein, so ergibt sich zwischen den Konstanten C, und (, die Beziehung 


Ger Getr—0, (13) 


Wir können also schreiben: 


1 1 1 
GO er = O,eth= 3 0, wraus (= >= Ba u 6 5er, (14) 


und dann wegen Gl.(11) 
® = coshk (h — 2) ei(kz- od (15) 


folgt. Die Konstante C ist als kleine Größe zu betrachten. Mit diesem Ausdruck 
liefert die Randbedingung (3b): 


— w?coshk(h—z) + gksinhk(k — z) = 0, an der Oberfläche. (16) 


Hier dürfen wir wegen der vorausgesetzten kleinen Amplituden näherungsweise 
2 = 0 setzen. Somit erhalten wir eine Beziehung zwischen w und k: 
o= Ygk-tanh(kh). (17) 


Wegen Gl.(12) folgt hieraus die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (Phasen- 
geschwindigkeit) der reinen Schwerewellen : 


c-= 2 = %tanncen) oder c= Yin rn Zah. (18) 


Dieser Ausdruck vereinfacht sich. wesentlich, wenn die Wassertiefe ent- 
weder sehr groß oder sehr klein gegen die Wellenlänge ist. Im ersten Fall 
(kh=2nhlA> 1) kann der Wert von tanh(kh) gleich 1, im zweiten Fall 
(2rhlA < 1) gleich 2 nh/A gesetzt werden. Also ist 


bei sehr tiefem Wasser (h>4):t = Vz — y+ ; (19) 


bei sehr seichtem Wasser (k< A):c = Ygh. (20) 


Es ist auffallend, daß -— mit Ausnahme des letzten Grenzfalles - die Phasen- 
geschwindigkeit von der Wellenlänge abhängt. Dies wird mit einem aus der 
Optik übernommenen Ausdruck als Dispersion bezeichnet. Von der Natur 
(Dichte) der Flüssigkeit hängt c nicht ab. 
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Aus dem durch Gl. (15) und (17) bestimmten Geschwindigkeitspotential bzw. 
aus seinem BRealteil | 


®,=C coshk(h — 2) cos (kx — wi) = Ü\cosh nad (h — 2) cos ar (x — ct) (21) 


erhält man die unmittelbar beobachtbare Bewegung der Oberfläche auf Grund 
der Gl. (3a), in der die Konstante bei den jetzt betrachteten reinen Sinuswellen 
gleich Null zu nehmen ist. Durch Einsetzen von d, in (3a) folgt für z = 0 die 
Gleichung der Oberfläche: 


1/96, 
(5 


Co 


=Ksin(ke— ot), mit K= cosh (kh). (22) 
z2=0 


Der Schnitt der Oberfläche mit einer jeden der xz-Ebene parallelen Ebene ist 
demnach eine Sinuskurve, die sich mit der Geschwindigkeit (18) in der 
x-Richtung verschiebt. Eine solche harmonische Planwelle kann angenähertz.B. 
in einem „Wellenbad“ verwirklicht werden, wenn man einen langen, geraden 
Balken an der Flüssigkeitsoberfläche mit der Kreisfrequenz ® auf und ab 
bewegt. Die Wellenzahl k (bzw. die Wellenlänge A = 2n/k) und die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit c der entstehenden Wellen sind dann aus den 
Gleichungen (17) und (18) zu berechnen. [Werden dagegen die Wellen durch 
Wind erregt — wozu die Windgeschwindigkeit einen bestimmten Betrag über- 
steigen muß -, so ist die durch die Windgeschwindigkeit bestimmte Größe c als 
primär gegeben anzusehen, von der k und w (oder 4 und v) nach Gl. (18) und (17) 
abhängen.] 


Aus v = grad®, folgt für die Strömungsgeschwindigkeit: 


v„- ee = — kÜcoshk(h — 2) sin (kx — wit), 
ID, =) 
Yu, = Ir — kCsinh k (h — 2) cos (kz — wi), 
und schließlich ergibt sich aus Gl. (2) für den Druck: 
P=Pm + 092 — owÜ coshk (h — 2) sin (kx — wi). (24) 


An Hand des Resultates (23) wollen wir kurz die Stromlinien und die Bahnkurven stu- 
dieren, die im vorliegenden nichtstationären Fall voneinander verschieden sind ($ 82). Die 
Stromlinien genügen nach ihrer Definition (82, 8) der Differentialgleichung dx: dz = v, 
d.h. wegen (23) der Gleichung 


:, 
sinhk(h — 2) cos(kxz — wi)dx — coshk(h — 2) sin(kz — ot)dz= 0. (25) 

Durch Integration folgt hieraus die Gleichung der Stromlinien: 
(P=)sinhk(h — z) sin(kx — wt) = const. (26) 


[Diese kann man übrigens auch nach der bei dei; ebenen Potentialströmungen kennen- 
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gelernten Methode gewinnen. Die Stromfunktion Y findet man nach $ 86,1 durch Integration 
or 08, . 
vn, = 5, mit 2r aus Gl. (21)]. 
Da sich das Stromlinienbild nach Gl. (26) mit der Geschwindigkeit c = w/k in der 
x-Richtung verschiebt, genügt es, dieses Bild etwa im Zeitpunkt t = 0 zu diskutieren. Wir 


betrachten also die Gleichung 
Y, = sinhk(h — z) sinkz = const (27) 
und außerdem zum Vergleich die Gleichung 
&, = Ksinkz, (28) 


die nach (22) die Senkung der Flüssigkeitsoberfläche zur Zeit t = O angibt. Aus Gl. (27) 
und (28) liest man leicht folgendesab: a) Für z = h wird 9, = 0, d. h., der Boden fällt mit 
einer Stromlinie zusammen, wie es sein muß. b) Y, und £, sind gleichzeitig Null für 
kz=2nelA=0, +0, +2n,...,d.h. für 


A 
c—=(, ty +27; .... Das Strom- 


linienbild kann also in rechteckige Ge- 
biete von der Breite einer halben Wellen- 
länge eingeteilt werden, innerhalb deren 
die Stromlinien verlaufen müssen, siehe 
Abb. 181.c) Die Stromlinien verlaufen an 
den Stellen horizontal, an denen ——® =(, 
also cos kr = 0 ist. Das sind in jeder 
Tiefe z alle Abszissen x, für die sinkx ein 
Maximum oder Minimum hat, d.h., für 'Z 
diesich an der Oberfläche ein Wellenberg Abb. 181 
oder ein Wellental befindet. 

Die Bahnkurven der einzelnen Wasserteilchen sind nach ihrer Definition (82,9) die 
Integralkurven des simultanen Differentialgleichungssystems 


dx 
dt = v.(%, 2, !), 


A A 
2 2 


dz 
Fig v,(2, 2,8), (29) 
wobei v, und v, diein Gl. (23) stehenden Funktionen bedeuten; x und y sind hier im Sinne 
der substantiellen Betrachtung ($ 62) als Funktionen der Zeit und der Anfangskoordinaten 
aufzufassen. Das System (29) läßt sich in einfacher Weise nur unter der vereinfachenden 
Annahme integrieren, daß sich das betrachtete Teilchen in der nahen Umgebung einer 
Stelle x,, %, periodisch bewegt. (Daß dies bei Wellen mit kleinen Amplituden tatsächlich 
der Fall ist, läßt sich durch photographische Aufnahmen einer mit kleinen Metallteilchen 
durchsetzten Flüssigkeit nachweisen.) Unter dieser Annahme können, bei genügend kleinen 
Verschiebungen & = x — »,und & = z — z, (wobei Z eine andere Bedeutung hat als bisher), 
xzundzauf den rechten Seiten der Gl. (29) in erster Näherung durch x, und 2, ersetzt wer- 
den, und man gelangt so mit (23) zu den Gleichungen 


dE d 
ee kCcoshk(h — z,) sin (kx, — wi), . = — kOsinhk(h — z,) cos (kx, — mt). (30) 


Die Integration nach t ergibt (die Integrationskonstanten sind wegen der angenommenen 
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Periodizität gleich Null zu wählen) 


kC | 
—_ — — coshk(h — 2). cos(kz, -wtl)= —acos(kx, — wi), 


kC | 
woraus durch Elimination von ? 
2 c 
pr + a 1 (32) 


folgt. Die Bahnkurven sind Ellipsen, deren Achsenverhältnis 
b 
Pr tanh k(h — 2,) (33) 


ist, d.h., es ist an der Oberfläche (z, = 0) am größten und am Boden (z, = k) Null. Man kann 
leicht zeigen, daß die Ellipsen im Sonderfall des Seichtwassers (für kA — 0) in horizontale 
Geraden und im Falle des Tiefwassers (für kh— oo) in Kreise übergehen, deren Radien 
nach unten sehr schnell abnehmen. 


Die Aussagen der vorstehenden, für „unendlich kleine‘ Amplituden ent- 
wickelten Theorie (Aıry, 1845) treffen in Wirklichkeit nicht ganz zu: bei 
Wellen „endlicher Amplitude‘ sind die Wellentäler flacher als die Wellenberge, 
und die Bahnen der Flüssigkeitsteilchen sind nicht vollständig geschlossen. Die 
Folge ist, daß die Teilchen im Mittel nicht am Orte bleiben, es findet (in den 
oberen Schichten, in Richtung der Wellenfortpflanzung) ein geringer Massen- 
transport statt, während sich in Wellen im allgemeinen nur Phase und Energie 
fortpflanzen (siehe $ 74,2). 


3. Ringwellen - kreisförmige Schwerewellen - entstehen, wenn manz.B. einen 
Stein ins Wasser wirft (einmalige Störung) oder wenn man einen kleinen 
Tauchkörper an einer Stelle der Oberfläche mit der Kreisfrequenz w auf und ab 
bewegt. Wir befassen uns hier nur mit dem letzteren periodischen Fall (einiges 
über die einmalige Störung siehe unter 6). Der Unterschied gegen die frühere 
Betrachtung von Planwellen besteht nur darin -- wie man das durch Einführung 
von Zylinderkoordinaten r, 9,2 an Stelle von x, y, 2 leicht erkennt -, daß 
jetzt die in Gl.(5) und (7) auftretende Funktion »(x, y) kreissymmetrisch 
[= y(r)] sein muß. Die Differentialgleichung (7) hat, in r ausgedrückt, nach 
dem bei der kreisförmigen Membran Gesagten ($ 76,3) die Form 

2 
MI ee (34) 


dr? " r dr 


und ihre in Betracht kommende Lösung ist die BrsseLsche Funktion nullter 
Ordnung: 
y= Jylkr), (35) 


vgl. Gl. (76.43). Bei Ringwellen tritt an Stelle des Faktors e’** in Gl. (15) dieser 
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Ausdruck, so daß das Geschwindigkeitspotential (Realteil) lautet 
® = Ccoshk(h — 2) : J,(kr) - coswt, (36) 


und daraus folgt wie bei (22) die Gleichung der Oberfläche (die Oberflächen- 
senkung): 
= — KJ,(kr) sinwt. (37) 


Hierbei hat die Wellenzahl k den aus dem gegebenen w nach Gl. (17) bestimm- 
baren Wert, und die Werte von J,(kr) sind in Funktionentafeln zu finden (vgl. 
das bereits zitierte Buch von JAHNKE-Enmpe). Für größere Werte von kr läßt 
sich auch die „asymptotische Darstellung“ 


2 
Li V kr 


verwenden. Durch Einsetzen von (38) in Gl.(37) und mit der Umformung 
2 cosa& sin = sin(& + ß) — sin(« — ß) erhält man in (37) zwei Glieder. Das 
eine, nämlich 


a-4K yo, 


cos (kr —_ 2) (praktisch gültig für kr >5) (3) 


7 
sin ( kr — wi — 2) (für kr >5), (39) 


beschreibt eine vom Erregungszentrum radial nach außen, das andere Glied 
dagegen eine nach dem Zentrum hin laufende Ringwelle. Die Gl. (39) gilt mit 
guter Näherung (wegen kr=2nr/A >5) für Abstände r, die größer als die 
Wellenlänge A sind. In diesem ‚Gebiet ist die Ringwelle — längs eines Radius — 
der ebenen Welle (22) ähnlich; während jedoch die Amplitude der letzteren an 
der Oberfläche konstant ist, nimmt die Amplitude der Ringwelle mit wachsender 


Entfernung vom Zentrum wie 1 Yr ab (fürr > A). 


4. Kapillarwellen. Wir berücksichtigen jetzt neben der Schwere auch den auf 
die gekrümmte Flüssigkeitsoberfläche wirkenden Kapillardruck, der nach 
Gl. (80,5) die Größe 


ll.) „fee, @8 
m=«lg- + =) (55 +34) (40) 


besitzt. Dabei sind, wieinl.,& = £(x, y, t) die Gleichung der Oberfläche, «& die 
Kapillarkonstante, und das Zeichen = bedeutet eine gute Näherung für kleine 
Krümmungen, d.h. für Wellen kleiner Amplitude. Da p, offenbar zum äußeren 
Luftdruck 7, hinzutritt, werden durch Berücksichtigung von p, nur die auf die 
Oberfläche bezogenen Randbedingungen (3a-b) geändert, und zwar gilt für 
Planwellen (9/9 y = 0) an Stelle der ersten Gl. (3a) die Beziehung 


98 ; 02 
7 9° + 2 — const (41a) 
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und entsprechend — nach dem bei Gl. (3a) Gesagten — an Stelle von (3b): 


ö°® 0 ax HD 


a a zn Be 41b 
01? rr a o 02022 en 


Setzt man hierin den unverändert gültigen Ausdruck (15) für ® ein, so ergibt 
sich zwischen » und k an Stelle von Gl. (17) die (auch im Falle der Ringwellen 
leicht nachweisbare) Beziehung 


o— Vor ai 7 h)tanh (kr) (42) 


und daraus (mit c = w/k und k = 2n/A) die Phasengeschwindigkeit der „„Kapil- 
lar-Schwerewellen“ 


1/f g4A a“ 2 2sch 
= —_— een ana 3 
VE + u! tan Fe (43a) 
e i gi a 2 
ea a, d 
für h>Aistc V4# +: 7 (43b) 


Bei hinreichend langen Wellen überwiegt sehr stark der Einfluß der Schwere 


(reine Schwerewellen, c = YgA/2r für h> A), bei hinreichend kurzen Wellen 
dagegen der Einfluß der Oberflächenspannung. Für reine Kapillar- oder Kräusel- 
wellen gilt (für h> A) 


a zn (44) 


Nach Gl.(43b) hat c ein Minimum bei der Wellenlänge }, = 2 Yx/og. Die 
ihr entsprechende „kritische Geschwindigkeit‘ 


ge 
4ag 
= I — 45 

0 s (45) 
ist - für h> A - die kleinste Geschwindigkeit, mit der sich Oberflächenwellen fort- 
pflanzen können. (Bei Wasser ist c, = 23,2 cms’, A, = 1,73 cm.) Bei Wellen 
i> 4, (Schwerewellen) pflanzen sich die längeren Wellen schneller fort als die 
kürzeren (sogenannte normale Dispersion, de/dA > 0), bei Wellen A < 4, (Ka- 
pillarwellen) ist es umgekehrt (anomale Dispersion, de/dA < 0). 

Auf der Gl.(43b) bzw. (44) beruht eine sehr genaue dynamische Methode zur 
Messung der Kapillarkonstante «. Man erzeugt - etwa durch eine Stimmgabel - 
Kapillarwellen bekannter Frequenz », mißt ihre Wellenlänge A .und berechnet 
dann « aus dem so bestimmten Wert von c = v4 nach Gl.(43b) bzw. bei sehr 
kurzen Wellen nach Gl. (44). 


5. Superposition der Wellen; Gruppengeschwindigkeit. Aus den bisher be- 
'handelten harmonischen oder sinusförmigen Wellen lassen sich - im Falle 
kleiner Amplituden, bei denen die Ausgangsgleichungen linear sind — durch 
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Superposition allgemeinere Wellenbewegungen aufbauen, die verwickelteren 
Rand- oder Anfangsbedingungen genügen. Von der Fülle der hierbei bestehen- 
den Möglichkeiten sei hier zuerst an den in $ 75,4 schon besprochenen ein- 
fachen Fall erinnert, in dem aus der Überlagerung (Interferenz) zweier mit der 
Geschwindigkeit c gegeneinander laufender Planwellen gleicher Frequenz und 
gleicher Amplitude stehende Wellen entstehen. Solche Wellen können sich bei 
Wasserwellen z.B. in einem in der x-Richtung von zwei Vertikalebenen be- 
grenzten Becken ausbilden, wenn die Länge des Beckens ein ganzzahliges Viel- 
faches der halben Wellenlänge ist. 

Ein anderer wichtiger Fall liegt vor, wenn sich mehrere, in derselben Rich- 
tung fortschreitende Planwellen etwas verschiedener Frequenz (und daher auch 
etwas verschiedener Wellenlänge oder Wellenzahl) überlagern, wodurch eine 
sogenannte Wellengruppe entsteht. Im einfachsten Falle von nur zwei Wellen 
gleicher Amplitude, 


&,=easin(kk,2— ol und &=asin(k,xr — wi), (46) 
führt die Überlagerung zu 
& == c; u: Ce 
ki — ka W — Wa . kı + ka 0 + % 
— 20c08 Erz wege sın a ul ne wa! (47) 


oder mit den Abkürzungen 


2 2 = 0; 
kı — k,= Ak (<k); 4 — &% =Aw (< N) . (48) 
zu 
Ä 1 
C = Asin (ku — wb), A=2acos (Aka — At). (49) 


Dieser Ausdruck für &- unsere Wellengruppe — kann als eine Welle auf- 
gefaßt werden, deren „Amplitude“ A nicht konstant, sondern im Vergleich 
mit dem Sinusfaktor langsam veränderlich ist. Bei festgehaltenem Ort x be- 
schreibt £ die schon in $5,4 besprochenen Schwebungen (Abb. 17) und bei fest- 
gehaltener Zeit die in Abb. 182c dargestellten räumlich periodischen Schwan- 
kungen. Die Phasengeschwindigkeit wy/k, — mit der sich die „Wellenphase“ 
k,x — @pt der Gruppe fortpflanzt — ist praktisch den Phasengeschwindig- 
keiten w,/k, und wy/k, der einzelnen Wellen gleich; dagegen schreitet die 


1 
„Amplitudenphase“ 7 (Akx — Awt) und mithin auch das Amplitudenmaxi- 


mum. mit der sogenannten Gruppengeschwindigkeit c, = Aw/Ak bzw. (im 
Limes Ak > 0) 

_. do 50 

= TR m) 


32 Bud6, Mechanik 
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fort (STOKEs, 1876). Hieraus folgt mit Rücksicht auf & = kc eine Beziehung 
zwischen der Gruppen- und der Phasengeschwindigkeit, die sogenannte RAY- 
LEIGHsche Gleichung 


dc 27 . de 
g=c+k Ik oder (wesen k= =) er =t—A ar (51) 


Die Gruppengeschwindigkeit c, fällt demnach nur im dispersionsfreien Fall 
(de[fdA = 0) mit der Phasengeschwindigkeit c zusammen. Bei normaler Dis- 
persion (de/dA > 0) ist Gy kleiner, bei anomaler Dispersion. (de/dA <.O) ist c, 


A 
ne 
t ! 
) ! 
I 
FE | : 
g, | 
l —.ı. 
c 
AroA 
l ' 
} ‘ 
ı 
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I 
t 
Abb. 182 


größer als c. Zur Veranschaulichung möge Abb. 182 dienen: Wird die Kurve £, 
in der x-Richtung mit einer etwas größeren Geschwindigkeit (c + dc) ver- 
schoben als die Kurve /,, so verschiebt sich in diesem Fall (dc/dA > 0) das 
jeweilige Maximum M der Kurve { = £, + Z, mit kleinerer Geschwindigkeit 
als c. 

Wendet man die Gl. (51) auf Wasserwellen an, so folgt für reine Schwerewellen 


in tiefem Wasser |c = YgAj2r, vgl. Gl. (19)]: 


a= erg 54 =-$-% (52 
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Dagegen ergibt sich für reine Kapillarwellen aus Gl. (44): c, = Se Die diesen 
Beziehungen entsprechenden Verhältnisse lassen sich beobachten, wenn man 
die Wellen mit einem Erreger erzeugt, der Schwebungen (d.h. zwei Sinus- 
schwingungen mit etwas verschiedenen Frequenzen) ausführt. Bei den Schwere- 
wellen rückt das Amplitudenmaximum M -- oder auch die durch annähernd 
ruhiges Wasser begrenzte „Gruppe“ aMb (Abb. 182c) als Ganzes — etwa halb 
so schnell vor wie eine „Einzelwelle‘‘ (Berg und Tal) innerhalb dieser Gruppe. 
Ein einzelner Wellenberg entsteht also am hinteren Ende a der Gruppe, wan- 
dert durch diese vorwärts und verschwindet am Vorderende b. Bei den Kapillar- 
wellen ist es umgekehrt: Die Gruppe a M b schreitet mit größerer Geschwindig- 
keit (c, = 3c/2) fort als die einzelnen Wellenberge, die also an der Front b ent- 
stehen und am hinteren Ende a verschwinden. 

Die Wellengruppe bestehe jetzt aus unendlich vielen Wellen, deren Kreis- 
frequenzen bzw. Wellenzahlen einen schmalen Bereich 2Aw bzw. 2 Ak um 
einen mittleren Wert w, bzw. k, kontinuierlich erfüllen. Da sich eine einzelne 
Partialwelle (in komplexer Schreibweise) durch a(k)dkei('**-eU darstellen 
läßt, findet man für die Wellengruppe den Ausdruck 


ko+4k © +40 
E — [ a(k) ei(k-—on dk |oder& = [ a(w) er. do|, (53) 
k—Ak —4do Bi 


der wegen k = k,+ (k — k,) und w= + (w — w,) auch in der Form 


k,t+4k 
& wi Aei'kuz — wet) mit A = Az, t) zen [ a(k) eilt k)=—(o—- w)t) dk (54) 
ko Ak 


geschrieben werden kann. Dieser Ausdruck bedeutet ebenso wie (49) eine 

ebene Welle, deren „Amplitude“ A (bei hinreichend kleinem Ak) mit der für die 

gesamte Wellengruppe konstanten Geschwindigkeit : = n — - 
eg | () 

der Gruppengeschwindigkeit — fortschreitet. Die Resultate (50)-(51) bleiben 

also auch im vorliegenden allgemeineren Fall gültig. 


== Cg= mit 


Ist a(k) eine langsam veränderliche Funktion von k, so gilt 


Ak. 
_ £ KK) —egt) er = 5 sin [Ak(x — ,t)] 
A ak) | e d(k — k,) = 2a(k,) Ak Tee STE (55) 
—4k 


Die Gestalt der „Amplitude“ A in einem festen Zeitpunkt, etwa t = 0, wird 
also durch die Funktion sin(Akx)/Akx bestimmt, siehe Abb. 183. Auf Grund 
dieser Abbildung können wir als angenähertes Maß für die räumliche Ausdehnung 
(in der x-Richtung) unserer Wellengruppe die Breite 24x wählen. Wie man 
sieht, gilt 

Ax-Akza. (56a) 
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Ganz ähnlich findet man, von der zweiten Form der Gl. (53) ausgehend: 
1 
dti-Awren (oder At: Av 5). (56b) 


Die räumliche Ausdehnung 24x (bzw. die „Zeitlänge“ 2 At) der Wellengruppe 
ist also umgekehrt proportional dem zum Aufbau der Gruppe verwendeten Wellen- 
zahlbereich 2A k (bzw. dem ‚„Frequenzband‘“ 2 Av). Auf die allgemeine Bedeutung 
der für Wellengruppen gültigen „Unschärferelationen‘‘ (56a-b) — die auch bei 
der Begründung der HEIsengersschen Unschärferelationen der Quanten- 
mechanik eine wichtige Rolle spielen - kommen wir weiter unten zurück 


sinAkx 
Akx 


Abb. 183 


6. Wellen bei unperiodischer (einmaliger) Störung. Das FoVRIERsche Integral- 
theorem. Im Falle der bei den Ringwellen erwähnten einmaligen Störung be- 
schränken wir uns auf ebene Wellen, um mit trigonometrischen an Stelle von 
Besseschen Funktionen rechnen zu können. Wir denken uns die Wellen da- 
durch erzeugt, daß man einen (in der y-Richtung unendlich langen) Balken, 
der in die Flüssigkeit eingetaucht eine bestimmte Senkung £, = f(x) der Ober- 
fläche bewirkt, zur Zeit {= 0 aus ihr herauszieht. Dann muß die gesuchte 
Funktion £(z, t), die die Bewegung der Oberfläche beschreibt, neben den in 
1. angegebenen Ausgangsgleichungen (jetzt mit 9/9y = 0) auch der folgenden 
Anfangsbedingung genügen: 


&a,t=0)=f(R); esseietwa f(x) = Hfür—azı za 


(57) 
0 für a< x] < oo, 


Es handle sich um reine Schwerewellen in sehr tiefem Wasser mit dem nach 
Gl. (17) geltenden Dispersionsgesetz 


Es liegt der Versuch nahe, die Anfangsbedingung - ähnlich wie bei der Saite 
in $ 75,3 - durch Superposition harmonischer Wellen zu befriedigen. Während 
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aber bei der (begrenzten) Saite infolge der Randbedingungen nur Wellen mit 
bestimmten Wellenzahlen k, = nk, und Kreisfrequenzen w, = nw, in Betracht 
kamen, sind jetzt bei der Superposition alle Werte von kund = Ygk möglich, 
da nach dem in Absatz 2 Gesagten die Ausdrücke € = A coskx cos Ygktund 
t = Bsinkz cos Ygk t für alle k (von 0 bis oo) Lösungen der Ausgangsgleichun- 
gen sind. Wir setzen dementsprechend für die gesuchte Lösung £ (x, t) an: 


(z,t) = [ta coskx + B(k) sinkx] cos Yoktdk. (59) 
ö 


Mit Rücksicht auf die Anfangsbedingung (57) entsteht die wichtige und all- 
gemeine Frage, ob sich die Funktionen A(k) und B(k) so bestimmen lassen, 
daß eine für alle reellen x definierte willkürliche Funktion f(x) in der Form 


f(2) = [raw coskxz + B(k) sinkx]dk (60) 
ö 


dargestellt werden kann. In der Mathematik wird bewiesen, daß diese Integral- 
darstellung unter sehr weiten Voraussetzungen für f(x) möglich ist und daß die 
Amplitudenfunktionen A(k) und B(k) durch 


Alk) = — I f(&) cosk£de, Bik) = — / fe)sinkedt (61) 


bestimmt sind. Durch Einsetzen von (61) in Gl1.(60) erhält man nach ein- 
facher Umformung die Darstellung f(x) durch ein Doppelintegral, das so- 
genannte FourIErsche Integral: 


fa) = 2 fax [vo cosk(x — E)dE. (62) 
0 _ -- 


Man kann das obige Fouriegsche Integraltheorem — wie insbesondere die letzte Glei- 
chung heißt — plausibel machen, wenn man von der FouRIERschen Reihe einer im Intervall 
—1 < x <l gegebenen (periodischen) Funktion f(x) ausgeht.und den Grenzübergang 
I-> oo vollzieht. Dadurch wird das Periodizitätsintervall von f(x) unendlich groß, oder — 
mit anderen Worten — f(x) ist eine nichtperiodische Funktion. Die Fouriersche Reihe 
(vgl. $ 5,7 und $ 75,3, jetzt z.T. mit anderen Bezeichnungen) | 


f(«) -74+ > (an cos = + „sin nn) (63) 
n=1 


mit den Entwicklungskoeffizienten 


= nr [oo cos 


Je nn [none dE (n=0,1,..) (64) 
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nimmt durch Einsetzen von (64) in G1.(63) die Form an: 
I 


I 
1 
a=3r | foads+ = fiE) 008 (2 — Ede. (65) 
I I 


Es sei vorausgesetzt, daß das Integral fi \f(&)|d£ existiert; dann sind alle Integrale endlich, 


und das erste Glied in @l. (65) rechts verschwindet für Z-> oo. Setzt man nun (bei sehr 
großem ?) nn/l = kundz/l = dk - also 1/1 = dk/n -, so erkennt man, daß G1.(65) für 
I oo in (62) übergeht. Aus G1.(62) folgen (60) und (61) durch einfache Umformung. 

Mit cos a = (e* + e”%«)/2 folgt aus Gl. (62) das FourieEr-Integral in komplexer Form: 


I(z) = 2 [u [me de, (66) 
LAK) 
l zahl 
ıH 6 
a 
-q 0 a ı 0 
Abb. 184 
das mit densehr eleganten [den Gl. (60) und (61) entsprechenden] Reziprozitätsformeln 
1 
fe) = Var a | Owerzan, ck= an [nor was (67) 


äquivalent ist. 

Schreibt man in (60)-(67) » und £ statt k und r, so sagt das FouRIER-Integraltheorem . 
aus, daß jeder zeitlich aperiodische Vorgang f(t) in eine kontinuierliche Reihe von Sinus- 
schwingungen zerlegt werden kann; man hat ein „kontinuierliches Spektrum‘“‘, während bei 
einem periodischen Vorgang die „Spektraldarstellung‘“ durch die Fourızr-Reihe ein dis- 
kontinuierliches Spektrum („Linienspektrum“) liefert. Die Amplituden A(w) und B(w) 
[bzw. C’(w)] geben an, in welchem Anteil die Schwingungen coswt und sin w t [bzw. et®t] 
im Spektrum der nichtperiodischen Funktion f(t) beteiligt sind; bei der Funktion f(x) be- 
deuten A(k) und B(k) [bzw. C(k)] Entsprechendes in bezug auf das „Wellenzahlspektrum“. 

Im Falle der in (57) stehenden Funktion f(x) wird nach Gi. (61) 


1 ka 


2aH sinka 


H 
Alk) — M | eoskzae = B(k) =0 (68) 


ne 
[und C(k) = V — A(k)]. Abb, 184 zeigt die Funktion f(x) und ihr „Spektrum“ 


A(k); der Wellenzahlbereich erstreckt sich von 0 bis ©, praktisch ist aber - wie 
ersichtlich — die Breite, innerhalb der A(k) von Null merklich verschieden ist. 
umgekehrt proportional der Länge 2a. 
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Auf Grund der Gl1.(59) und (68) ergibt sich die Lösung unseres Problems in 
der Form 


oo 


2Ha [ sinka 


Par coskx cos Ygktdk. (69) 


(st) = 


IT 
0 


Eine Vereinfachung läßt sich für den Fall erzielen, daß sich die .Anfangs- 
störung auf die unmittelbare Nachbarschaft der Stelle x = 0 beschränkt. In 


0 ! > 


F 


f=:4 AAN nn 


Abb. 185 


diesem Fall, d.h. für «—0, wird sinka/ka = 1, während die Einsenkungs- 
tiefe 7 so anwachsen soll, daß das Produkt a7 einem endlichen Wert — etwa 
Kr —- zustrebt. Es gilt dann 


&(z,i)=2K [ cosk« cos Ygktdk 
Ö 


(- lee (kx — Ygk t) + cos (kx + Ygk i)] e) (70) 


Auf die ziemlich komplizierte Berechnung des Integrals gehen wir hier, wo es 
hauptsächlich auf die Methode ankam, nicht ein. Sie führt zu Formeln, aus 
denen nachträglich auch die Wirkung einer Anfangsstörung von endlicher 
(kleiner) Breite 24 und Tiefe 7 ermittelt werden kann. Abb. 185 veranschau- 
licht in groben Zügen die Oberflächenform in den Zeitpunkten t=]1,2 und 
4 Einheiten für die in der positiven x-Richtung laufenden Wellen; für Ring- 
wellen gilt längs eines Radius r ein ähnliches Bild. (Das obige Problem wurde 
von CAucHY und Poisson gelöst, 1815-16.) 

Wenn die örtliche Druckstörung — welche die Ringwellen erzeugt — mit kon- 
stanter Geschwindigkeit fortschreitet, so entsteht das eigentümliche System 
der Schiffswellen, das als Interferenzerscheinung von Ringwellen gedeutet wer- 
den kann. 


7. Der Begriff der Gruppengeschwindigkeit hat nebst einem Teil der vorigen 
Ergebnisse eine für jeden Wellenvorgang mit Dispersion wichtige Bedeutung, 
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besonders in der Optik, in der elektrischen Fernmeldetechnik und in der 
Quantenmechanik ($ 39). Der Grund dafür liegt in folgendem. Eine einzelne, 
streng harmonische oder ‚„monochromatische‘“‘ Welle a - sin(kx — wt) — die sich 
mit der Phasengeschwindigkeit c = w/k fortpflanzt — stellt einen unendlich 
langen Wellenzug dar, während man es in Wirklichkeit stets mit (allseitig) be- 
grenzten Wellenzügen zu tun hat. Insbesondere kann man ein Signal — wenn es 
sich um Wellen handelt — offenbar nur mit einem begrenzten Wellenzug geben, 
es kann ja gerade ein solcher abgebrochener, durch Ein- und Ausschalten eines 
Vorgangs entstehender Wellenzug als Signal bezeichnet werden. 


Jeder begrenzte Wellenzug läßt sich nun nach dem Fourizzschen Integral- 
theorem als ein Aggregat harmonischer Weilen auffassen, wobei der zu seinem 
Aufbau praktisch zu verwendende Wellenzahlbereich bzw. Frequenzbereich 
(2Ak bzw. 2Aw oder 2A») auch von der Länge des Wellenzuges bzw. der 
Dauer des Signals (2 Ax bzw. 2 At) abhängt. Bei einem langen Wellenzug kann 
die praktische Bandbreite 2 Ak sehr klein sein. In diesem Fall hat man eine 
Wellengruppe — mit den Unschärferelationen (56a, b) -, die bei nicht zu großer 
Dispersion mit der praktisch einheitlichen Gruppengeschwindigkeit dw/dk fort- 
schreitet und deren Gestalt dabei annähernd erhalten bleibt. (Wellen, für die 
das letztere streng gilt, heißen permanent; permanent sind die harmonischen 
Wellen, in dispersionslosem Falle aber auch Wellen mit beliebigem Profil.) Die 
Gruppengeschwindigkeit — die übrigens auch mit der Energieströmung in enger 
Beziehung steht — stimmt dann im allgemeinen mit der Signalgeschwindigkeit 
- überein. 


Bei einem kurzen, in einem festen Zeitpunkt räumlich scharf begrenzten 
Wellenzug - der oft als Wellenpaket bezeichnet wird — kann die praktische Band- 
breite Ak groß sein. In diesem Fall läßt sich der Wellenzug als aus mehreren 
Wellengruppen von merklich verschiedener Gruppengeschwindigkeit bestehend 
auffassen, und so ist es verständlich, daß er auch nicht annähernd permanent 
ist, sondern mit der Zeit ‚‚zerfließt‘‘; für einen solchen Fall bieten die durch 
einmalige Störung erzeugten Wasserwellen ein Beispiel (Abb. 185). Da dann 
die Form des Signals wesentlich mit der Zeit verändert wird, sind die auf die 
Signalgeschwindigkeit bezüglichen Fragen verwickelter. 

Außer der Phasengeschwindigkeit (Fortpflanzungs- oder Wellengeschwindig- 
keit), der Gruppen- und der Signalgeschwindigkeit spricht man bei den Wellen- 
vorgängen auch von der Frontgeschwindigkeit; das ist die Geschwindigkeit, mit 
der sich die „Front‘‘F (Abb. 185) oder der „Kopf“ eines Wellenzuges bewegt. 


$ 89. Wellen in kompressiblen Flüssigkeiten (Schallwellen). 
Einiges aus der Akustik 


1. Die Wellengleichungen. Ebene Wellen und Kugelwellen. Wir untersuchen 
jetzt das zu dem für feste Medien in $ 74 behandelten analoge Problem, nämlich 
die Ausbreitung kleiner Störungen in einer unbegrenzten, reibungsfreien und 
kompressiblen Flüssigkeit beim Fehlen äußerer Kräfte. Da im Falle kleiner Stö- 
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db Ob 


dt 
siehe $ 62,8), nimmt die Euzersche Vektorgleichung (81,3a) die einfache Form 


rungen der Konvektionsanteil der Beschleunigung wegfällt |d.h. ist, 


Ob 
07, tgradp=0 (1) 
an. Man hat außerdem die Kontinuitätsgleichung (81,9a) 
* + div(ep) = 0, (2) 


ferner die Beziehung zwischen Druck und Dichte 


p=pie). (3) 


Wir werden später auch die durch die HeLmHuoLTzschen Wirbelsätze berech- 
tigte Annahme verwenden, daß die Bewegung wirbelfrei, d.h. dv = grad® ist. 

Bei kleinen Störungen schwanken Druck und Dichte nur wenig um ihre mitt- 
leren Werte (Normalwerte) p, und o,. Man kann daher 


p=pH+Pp und ge=a+e (4) 


setzen, wobei die (orts- und zeitabhängige) Druckschwankung p’ und Dichte- 
schwankung 0’, ebenso wie v, als kleine Größen zu betrachten sind. Aus 


p = p(o) folgtdann durch Reihenentwicklung pP — m, = 2) (0 — 0,) d.h. die 
N) 


Beziehung zwischen Druck- und Dichteschwankung: 


dp 
[4 _ np: ’ ® PER m 
p=c’o mit € -% 7 e). (5) 
Die Gleichungen (1) und (2) gehen mit (4) in 

0 + gradp =0, 2 + o,divv = 0 (6a-b) 


über. Setzt man (5) in Gl.(6a) ein und differenziert (6b) nach der Zeit, so 
entstehen die Gleichungen 


Od 020’ Ob 
9057 + grade’ =0, TC + div (05 )- 0, (7a-b) 


woraus folgt -— wegen divgrad= A und G]l.(5) -—, daß Dichte- und Druck- 
schwankung (oder auch Dichte o und Druck p) den Wellengleichungen 


a, ’ 
TE Ar, u Ay (8) 


genügen. 
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Wir führen jetzt v = grad® in Gl.(6a) und (6b) ein: 


9, [ 9 ee 
grad &7 + P) = grad 7 X e) = (, (9a) 
de’ 
re. Ad =. (9b) 


In (9a) können auch die Klammerausdrücke selbst gleich Null gesetzt werden, 
denn eine reine Zeitfunktion C (t) — der sie gleich sein könnten - läßt sich in die 
0?:® 
PIE 
— 0. Ein Vergleich mit Gl.(9b) zeigt, daß auch das Geschwindigkeits- 


Definition von ® aufnehmen. Durch Differentiation nach t folgt daraus: 0, 


+ oe 
a & der Wellengleichung genügt: 


0:® 
Mit Rücksicht auf die bekannte Bedeutung der Wellengleichung ($ 74,2) hat 
man also das Resultat: Kleine Störungen der Dichte und des Druckes in Flüssig- 
keiten und Gasen breiten sich in der Form von Wellen (,‚Schallwellen‘“‘) mit der 
Geschwindigkeit (,„Schallgeschwindigkeit‘‘ ) 


= Fl 1) 


aus. (Als Schall bezeichnet man mechanische Schwingungen und Wellen eines 
elastischen Mediums im Frequenzbereich von 20 Hz bis etwa 20000 Hz; bei 
 <20 Hz bzw. » > 20000 Hz spricht man von Infra- bzw. Ultraschall.) 

Das obige Resultat ist im Einklang mit den Ergebnissen von $ 74 [vgl. die 
dortigen Gl. (5), (6) und (12a-b)], wenn man berücksichtigt, daß nach $ 78,3 
für Flüssigkeiten und Gase der Torsionsmodul u = @ = O ist und 1/4 die Kom- 
pressibilität darstellt. Im besonderen beweist die völlige Analogie der Glei: 
chungen p = grad ®, rot d = O0 und (10) zu den für den Verschiebungsanteil 3, 
gültigen Gleichungen von $ 74, daß die Schallwellen in Flüssigkeiten und Gasen 
Kompressionswellen (Longitudinalwellen) sind; Torsionswellen (transversale 
Raumwellen) sind in idealen Flüssigkeiten nicht möglich. 

Mit Rücksicht auf Gl. (9a) erkennt man: Aus dem Geschwindigkeitspotential ® 
lassen sich die wichtigen „Schallfeldgrößen‘“ v, p’ und 0’ durch die Gleichungen 


| ID 
b=gradd, pP = mr TE 0 = —-. — (12a-c) 


ableiten. v = b(t, t) - das im Falle von kleinen Schwingungen die „Wechsel- 
geschwindigkeit‘ eines schwingenden Teilchens angibt — wird auch als Schall- 


schnelle, die Druckschwankung p’ auch als Schalldruck (Schallwechseldruck) be- 
zeichnet. | 
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Die einfachsten Wellenarten sind nach $ 74 die ebenen Wellen und die Kugel- 
wellen. Als Kugelwellen breitet sich der Schall um eine „punktförmige Schall- 
quelle‘ aus; in großer Entfernung von der Schallquelle lassen sich die Wellen 
als eben ansehen. Das Geschwindigkeitspotential (das auch die übrigen Schall- 
feldgrößen bestimmt) hat im Falle einer in der positiven x-Richtung fort- 
schreitenden ebenen Welle die Form 


®= fr —ci) bzw dB = Dein (z — ct) = ÖB,sin(kx — wit), (13a-b) 


je nachdem, ob es sich um eine beliebige oder um eine harmonische Planwelle 
handelt. Entsprechend gilt (vgl: $ 74,2b) im Falle einer von der Schallquelle 
ausgehenden Kugelwelle 


®= — fe — ci) bzw ®= £ sin(kr — wt). (14a-b) 


Zwischen Frequenz v (bzw. Kreisfrequenz w), Wellenlänge A (bzw. Wellenzahl k) 
und Schallgeschwindigkeit c bestehen die bekannten Beziehungen 
vl=c bzw. 8 


7 (15) 

Je nach der Art der Störung f(t) unterscheidet man verschiedene Schall- 
arten: Unter dem einfachen Ton versteht man einen Schall von sinusförmigem 
Verlauf, unter dem einfachen Klang einen aus harmonischen Teiltönen zu- 
sammengesetzten Schall; das Geräusch ist ein Tongemisch, dem ein kontinuier- 
liches Spektrum entspricht oder das sich aus sehr vielen Einzeltönen zusammen- 
setzt, deren Frequenzen nicht im Verhältnis ganzer Zahlen zueinander stehen; 
der Knall ist ein Schallstoß von großer Schallstärke. 


2. Die Schallgeschwindigkeit (11) läßt sich unter Finführung der Kompressi- 
bilität (78,4) 
1dV 1d 
(16) 
durch die Gleichung 


= |/ — (17) 


ausdrücken. Ob dabei die isotherme oder die adiabatische Kompressibilität 
($ 66,2 und $ 78,4) zu nehmen ist, darüber muß die Erfahrung Aufschluß geben. 

Bei (idealen) Gasen gilt nach Gl. (78,10a-b) — je nachdem, ob die Beziehung 
p/o = const oder p/o? = const zugrunde gelegt wird -xıs = 1/pundx.a = 1/yp, 
wobeiy = c,/c, das Verhältnis der spezifischen Wärmen ist. Die aus x, folgende 


Newronsche Formel c = Yps/e, wird durch die Erfahrung nicht bestätigt; mit 
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den Messungen stimmt vielmehr die mit x,a erhaltene LarLaczsche Formel 


(1816) nu on 
= y ‘oder [mit (78,7)] c= Y= (7 — =) (18) 


überein, die z.B. für Luft von 20°C 343 m/s ergibt. Der Umstand, daß der 
adiabatısche Wert von x zu nehmen ist, erklärt sich dadurch, daß in den Schall- 
wellen die Dichteänderungen so rasch erfolgen, daß in der (die Wärme schlecht 
leitenden) Substanz kein merklicher Wärmeaustausch stattfindet. 

Bei (tropfbaren) Flüssigkeiten ist für x in Gl.(17) ebenfalls x,, = %*,, |y ein- 
zusetzen, doch ist hier der Unterschied zwischen den beiden Werten im all- 
gemeinen gering. Für reines Wasser ergibt sich bei 10°C mitx = 50: 10°% atm!: 
c = 1423 m/s. [Bei festen Körpern hat man - falls die elastischen Wellen ($ 74) 
als Schallwellen bezeichnet werden — mehrere Schallgeschwindigkeiten, je nach- 
dem, ob es sich um longitudinale oder transversale Wellen und um ein allseitig 
unbegrenztes oder um ein begrenztes Medium handelt. Meist kommt die Ge- 
schwindigkeit von Longitudinalwellen in einem unendlich langen, dünnen Stab 
in Betracht; diese Geschwindigkeit ist nach $ 77,1 


E 
= —rg 19 
0 1) 
wobei Z den Elastizitätsmodul bedeutet.] Die obigen Beziehungen sind bei sehr 
großen Amplituden, z.B. bei Explosionen, nicht gültig. 

Da die Schallgeschwindigkeit nach den Gleichungen (17)-(19) von der Wellen- 
länge bzw. Frequenz unabhängig ist, tritt bei Schallwellen - im allgemeinen — keine 
Dispersion auf, Gruppen- und Phasengeschwindigkeit stimmen überein, vgl. 
$ 88,5. [Eine große Dispersion zeigen jedoch die den Biegungsschwingungen von 
Stäben ($ 77,1) entsprechenden Biegungswellen, ferner die Ultraschallwellen in 
bestimmten Stoffen, in einem gewissen Frequenzbereich.] 


3. Schallfeldgrößen. Zur Kennzeichnung eines „Schallfeldes“, das mathematisch durch 
das Geschwindigkeitspotential® = ©(t, t) vollständig beschrieben ist, werdenin der Akustik 
mehrere meßbare Größen verwendet, von denen wir die Schallschnelle v, den Schalldruck p’ 
und die Dichteschwankung o’ schon erwähnt haben. Bei einer ebenen harmonischen Welle 
der Form @ = 8, sin (kx — ot) gilt nach Gl. (12a-b) für die Schallschnelle und den 
Schallwechseldruck!) 

v»—= 1,cos(kx — ol), = kB, (20) 


p = pcos(kx — wi)!), D=®PD, = 06% (21) 


ı) Sein zeitlicher Mittelwert, der sogenannte Schallstrahlungsdruck ist nur bei den hier 
betrachteten sehr kleinen Amplituden gleich Null [siehe Gl. (21)]. Nach der genaueren 


— 1 
Theorie ist der Schallstrahlungsdruck gleich der Schalldichte, d.h.Z = J/c = 7% u, vgl. 
unten, Gl. (24). 
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und für die Bewegung eines Teilchens 
a = [va = — sin(kz — ot), = 2; (22) 


v.- P.,Q, heißen der Reihe nach Geschwindigkeits-, Druck- und Bewegungsamplitude, die 
letztere wird auch als Schallausschlag bezeichnet. Das Verhältnis des Schalldruckes zur 
Schallschnelle, d.h. die Größe p,/v, = 0,6, nennt man — mit Rücksicht auf die Analogie 
zum Onumschen Gesetz der Elektrodynamik - den Schall(wellen Jwiderstand. Diese Größe 
kann in allgemeineren Fällen (und mit Verwendung der komplexen Schreibweise für die 
Wellen) komplex sein, was bedeutet, daß zwischen p’ und v eine Phasenverschiebung p auf- 
tritt. 

Die bei (fortschreitenden) Schallwellen in der Zeiteinheit durch eine zur Schallrichtung 
senkrechte Flächeneinheit durchtretende (Schall-) Energie heißt Schallstärke oder Schall- 
intensität J. Sie ist bei einer ebenen Welle offenbar der mit c multiplizierte zeitliche Mittel- 


wert der räumlichen Dichte der Schallenergie (der Schalldichte E), d.h. nach GI. (83,29) 
und (17) der Zeitmittelwert des Ausdruckes 


Gr” ap”\ [9% pP” 
[ER 2 Se 


Da mit G1.(20) und (21) die Zeitmittelwerte von v? und p’? gleich v3/2 bzw. p,°/2 sind, gilt 
bei den betrachteten Wellen für die Schallstärke 


2 1, 
J=— ocu4 = —— = Po%o- (24) 


Allgemein ist die Schallstärke der Zeitmittelwert des Betrages des Energieströmungs- 
vektors © = ©& (rt, t), siehe GI. (83,31). Bei Sinuswellen -— wenn p’ und v an einem be- 
stimmten Ort r die Form p’ = p, : sin(« — ot) und v = »,- sin(& — wt — p) haben, also 
zwischen 2’ und v die Phasenverschiebung o besteht - erhält man somit für die Schallstärke 
am Ort tr durch Integration über eine Periode 7 den (zu der Formel für die Wechselstrom- 


leistung analogen) Ausdruck 
T' 


1 1 ; 
J= r/ pvdt= cry P, %C0Sp = Peff Veff COS P, (25) 
0 


wobei per = p)/Y2 und verr = u/Y2 die „Efektivwerte“ des Schalldrucks und der Schall- 
schnelle am Ort r bedeuten. 

Unter der Schalleistung L einer Schallquelle versteht man die gesamte von der Quelle in 
der Zeiteinheit abgestrahlte Schallenergie; L ergibt sich also durch Integration der Schall- 
stärke über eine geschlossene. die Schallquelle umschließende Fläche: L= dJdf. 

Von der Schallstärke ist die Lautstärke, d.h. das Maß für die Schallempfindung zu unter- 
scheiden. Für sie wurde - entsprechend dem WEBFER-FECHNERSschen psychophysischen 
Gesetz, wonach die Empfindungsstärke mit dem Logarithmus der Reizstärke wächst - eine 
logarithmische Skala aufgebaut,so daß bei 1000 Hertz den Schallstärken 10-16, 10-3, ..., 
10-3 Watt/cm? die LautstärkenO, 10, .., 130 „Phon“ entsprechen (0 Phon liegt an der Hör- 
schwelle, 10 Phon bei Flüstern, 60 Phon bei Unterhaltungssprache, 130 Phon in Kessel- 
schmieden vor). 


4. Schallabstrahlung. Der theoretisch einfachste akustische Strahler ist ein Kugelstrahler, 
im besonderen eine „atmende Kugel“, bei der alle Teile der Oberfläche mit gleicher Am- 
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plitude und gleicher Phase schwingen, so daß im Falle einer Sinusschwingung für den 
Kugelradius R gilt: R= R, + öR-sinwt. Die atmende Kugel sendet aus Symmetrie- 
gründen offenbar reine Kugelwellen aus; man hat ein kugelsymmetrisches Schallfeld mit 
einem Geschwindigkeitspotential der Form (14b), aus der mit Gl. (12) für den Schall- 
druck p’ und die Schallschnelle v die Beziehungen folgen: 


od „A 
y— 95, = = cos(kr — wi), (26) 
ZR yl-+ k2r? cos(k t eg 27 
Nane 4 T cos ( r—0o — o), anpg= — kr ( } 


Die Konstante A läßt sich durch die Amplitude v, bzw. den Effektivwert v.r der Ge- 
schwindigkeit an der Kugeloberfläche (r = R,) ausdrücken: 


am AM. Zee 
%=Y2 ver = rl + k2Re. 


Man erhält somit - auf Grund von Gl. (25) und mit k = 2 r/A - nach leichter Rechnung für 
die Schallstärke (in der Entfernung r,> R, vom Kugelmittelpunkt) 


az ee (28) 
r 5 aR ) 
Daraus folgt nach Multiplikation mit 4 sır? die Schalleistung der atmenden Kugel: 
, BR 4nR, 
L = Rgır Verf > wobei Rgtr = — (29) 
Zu F ad x 


der sogenannte Strahlungswidersiand der betrachteten Schallquelle ist. Gl. (29) lehrt unter 
anderen, daß die kürzeren Wellenlängen bzw. die höheren Frequenzen besser abgestrahit 
werden. 

Ein Kugelstrahler kann, bei verwickelteren Bewegungen seiner Oberfläche, auch all- 
gemeinere Schallwellen aussenden, für die das Geschwindigkeitspotential außer von r auch 
von den Winkeln 9 und abhängt. Die mathematische Behandlung dieses Problems führt 
auf „Kugelfunktionen“, und je nach ihrer Ordnung unterscheidet man Kugelstrahler (bzw. 
Kugelwellen, Schallfelder) O., 1., 2.,... Ordnung; die nullte Ordnung entspricht der oben 
betrachteten atmenden Kugel. Einen anderen, praktisch wichtigen und gut realisierbaren 
Strahler mit genau berechenbaren Strahlungseigenschaften stellt die sogenannte Kolben- 
membran dar. 


d. Die Schallerzeugung bzw. die Untersuchung der Vielfalt der Schallgeber (Schallguellen, 
Schallsender) bildet vielleicht das umfangreichste Kapitel der Akustik. Einige einfache 
Schallgeber — Saiten, Membrane, Stäbe - wurden bezüglich ihrer Eigentöne in 88 75-77 
untersucht. Die Eigenschwingungen von Luftsäulen, die z. B. in den Pfeifen und bei der 
Kunvrschen Röhre Verwendung finden, können ganz ähnlich wie die Eigenschwingungen 
von Stäben behandelt werden. Längs der Röhre bilden sich stehende Schallwellen aus, und 
zwar so, daß an einem offenen Ende ein Druckknoten (Bewegungsbauch), an einem 
geschlossenen Ende dagegen ein Druckbauch (Bewegungsknoten) liegt. Daraus folgt z. B. 
— genau wie in G]. (77, 18-19) - für die Zigentöne einer offenen bzw. gedeckten Pfeife: 


bzw. „=(2n-|) re (n=1,2,...); (30) 
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dabei ist c die Schallgeschwindigkeit (18), 2 die Rohrlänge (die bei der offenen Pfeife wegen 
des endlichen Rohrradius R um eine „Mündungskorrektur“ »s R vermehrt werden muß). 


6. Schallausbreitung. Außer den mit der Schallgeschwindigkeit zusammenhängenden 
Fragen gehören hierher in erster Reihe Reflexion, Brechung und Beugung des Schalls. Diese 
Erscheinungensind grundsätzlich durch die mit den entsprechenden Randbedingungen er- 
gänzte Wellengleichung beschrieben, deren strenge Lösung aber in vielen Fällen nur 
schwer oder überhaupt nicht zu erhalten ist. Deshalb hat für die erwähnten Erscheinungen 
und allgemein für alle Wellenvorgänge das HuysEnssche Prinzip (1690) eine große Be- 
deutung, das in seiner ursprünglichen Formulierung folgendes besagt: Jeder Punkt einer 
Wellenfläche sendet zur gleichen Zeit sogenannte Zlementarwellen aus, deren äußere Ein- 
hüllende die tatsächlich beobachtbare Welle ergibt. Aus diesem Prinzip folgen durch ein- 
fache geometrische Konstruktionen die von der elementaren Optik her bekannten Re- 
flexions- und Brechungsgesetze, und die Erweiterung des Prinzips durch die Interferenz 
der Elementarwellen (Huyarns-Fresnweusches Prinzip, 1819) kann auch die Beugungs- 
erscheinungen in einer für viele Zwecke hinreichenden Näherung beschreiben; eine bessere 
Näherung wird von der KırcHHorrschen Beugungstheorie (1882) geliefert. Auf diese Fragen, 
die man ausführlich in der Optik zu behandeln pflegt, gehen wir nicht näher ein. 

In Wirklichkeit ist die Schallstärke in einer ebenen, fortschreitenden Schallwelle nicht 
konstant wie in Gl. (24), sondern nimmt nach Durchlaufen einer Strecke x um den Faktor 
e-2&2 ab (a heißt Schallabsorptionskoeffizient). Diese Schallabsorption ist teils durch die 
- bei idealen Flüssigkeiten nicht berücksichtigte - innere Reibung und Wärmeleitung, teils 
durch molekulare Vorgänge bedingt und wird besonders bei hohen Frequenzen (Ultra- 
schall) wirksam. 


7. Der akustische DorpLer-Effekt (1842) besteht darin, daß die Frequenz des gehörten 
Tones durch die Bewegung des Beobachters oder der Schallquelle beeinflußt wird. Ist die 
einen Ton der Frequenz » erzeugende Schallquelle in bezug auf das Medium in Ruhe und 
nähert sich ihr der Beobachter - in Richtung ihrer Verbindungslinie — mit der konstanten 
Geschwindigkeit v, so empfängt er in der Zeiteinheit nicht nur die » Wellen (Berge und 
Täler), die auf die Strecke der Länge c entfallen (c = Schallgeschwindigkeit), sondern auch 


die Wellen, die auf der Strecke v Platz haben ; das sind offenbar ” v Wellen. Entfernt sich 

der Beobachter von der Quelle, so ist die Anzahl der in der Zeiteinheit empfangenen Wellen 
v 

um —» kleiner als ». Folglich ist in diesen Fällen die vom bewegten Beobachter wahrgenom- 


mene Frequenz (Tonhöhe)'!) 
’ ii X 
v [1 a 2). (31) 


Durch ähnlich einfache kinematische Betrachtungen läßt sich nachweisen, daß bei gegen- 
über dem Medium ruhendem Empfänger und mit der Geschwindigkeit v bewegter Schall- 
quelle!) | 

v 
y= (32) 


- - 
77 


gilt; das Minuszeichen (Tonerhöhung) entspricht einer Verkleinerung des Abstandes 


1) Im Falle des Minuszeichens gelten (31) und (32) nur fürv < c. 
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Quelle-Beobachter. Gl. (31) und (32) sind Spezialfälle der allgemeineren Formel 


nd ————— (33) 
_% 


wobei v, und v, die Komponenten der auf das Medium bezogenen Geschwindigkeit von 
Beobachter und Quelle in Richtung ihrer Verbindungslinie bedeuten; sie sind in Richtung 
Quelle-Beobachter positiv zu rechnen. Wie die Formeln zeigen und wie man es sich am 
leichtesten im Falle v = c klarmacht, ist für den DoppLer-Effekt wegen der wesentlichen 
Rolle des Mediums nicht einfach die Relativgeschwindigkeit v, = v, — v, von Beobachter 


Abb. 186 


und Quelle maßgebend; dies ist nur dann der Fall, wenn v, und v, sehr klein gegen die 
Schallgeschwindigkeit c sind. In diesem Fall gilt nach Gl. (33): » = »v(1 — »,/c), wobei v, 
bei Zunahme des Abstandes Quelle-Beobachter positiv ist. 


8. Kopfwelle. Ein interessanter Schallausbreitungsvorgang tritt auf, wenn sich ein 
Körper —- etwa ein Geschoß - mit Überschallgeschwindigkeit (v > c) durch das Medium 
bewegt. Wir denken uns, daß die Spitze eines Geschosses die Mündung O zur Zeit t = 0 
verläßt; in den Zeitpunkten ? = 1, 2, 3 Einheiten befindet sich die Spitze in den Punkten 1, 
2,3 (Abb.186), die von O die Abstände v, 2v, 3v haben. Der beim Auftreffen der Geschoß- 
spitze auf die ruhende Luft entstehende Knall breitet sich in Kugelwellen aus, und die 
Wellenflächen der von den Punkten O, 1, 2, 3 ausgehenden Kugelwellen haben zur Zeit 
t = 3 - auf die sich die Figur bezieht — die Radien 3c, 2c, c, 0. Die Umhüllende dieser 
Kugelflächen, die nach dem Huygznsschen Prinzip die Wellenfläche der resultierenden 
Welle darstellt, ist nach der Figur ein Kegelmantel, für dessen halben Öffnungswinkel (so- 
genannter MacHscher Winkel) « die Beziehung sin« = c/v gilt. Die durch diesen Kegel- 
mantel repräsentierte, sich mit der Geschoßgeschwindigkeit » vorschiebende Welle heißt 
Kopfwelle des Geschosses und macht sich beim Durchgang durch den Ort des Beobachters 
als scharfer Knall bemerkbar. Von diesem Geschoßknall ist der vom Abschuß herrührende 
Mündungsknall zu unterscheiden, den der Beobachter erst später hört. 
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c) Hydrodynamik zäher Flüssigkeiten 
$ 90. Der Reibungstensor. Die NAvVIER-STokEsschen Gleichungen 


1. Mehrere der Erfahrung widersprechende Ergebnisse der Dynamik idealer 
(reibungsfreier) Flüssigkeiten — insbesondere die bei der Strömung um ein 
Hindernis erhaltenen paradoxen Sätze ($ 87,1) — weisen darauf hin, daß die bis- 
her dargelegte Theorie erweitert werden muß. Die Richtung der Verallgemei- 
nerung wurde bei der Charakterisierung der Flüssigkeiten und Gase bereits an- 
gedeutet ($ 78): Da benachbarte und mit verschiedener Geschwindigkeit be- 
wegte Flüssigkeitsteilchen Reibungskräfte aufeinander ausüben und dadurch 
Tangentialspannungen hervorrufen, hat man die Form (78,1a-b) des Span- 
nungstensors (P,, = Pyy = Pız = —-P Pyz = Pır = Pıy =) zu modifi- 
zieren. Man schreibt daher den Spannungstensor in der allgemeineren Form 


z=—P+ Pıs: P,y=-D?+ Pıy: P,.=—-P + P::: 
Pyz = Py:» P,a = 2 Dis Bas: (1) 


Der Tensor Pyz,..., Pz,y wird der Tensor der inneren Reibung, Zähigkeits- oder 
Reibungstensor genannt; dieser ist — da die Symmetrie des Spannungstensors 
nach $64 als allgemeingültig angesehen wird — ebenfalls ein symmetrischer 
Tensor. 

Die Komponenten des Reibungstensors hängen offenbar von dem Ge- 
schwindigkeitszustand der Flüssigkeit ab, und zwar nur von den Deformations- 
geschwindigkeiten Tsiehe Gl. (62, 41)] 


ze u iz 
. 1 /Ou 0% j 1/0» Iw 
ey = ir +52) Ey : 7 3) (2) 
el. 
en yldn Da)’ 


weil die reine Translations- oder Rotationsgeschwindigkeit eines Volum- 
elementes die gegenseitige Lage der in ihm befindlichen Teilchen ungeändert 
läßt und somit keinen unmittelbaren Einfluß auf die lokale Spannung haben 
kann. 

Da für verschwindende Deformationsgeschwindigkeiten auch der Reibungs- 
tensor verschwinden muß, nimmt man an, daß die Komponenten P;z,-.. des 
Reibungstensors lineare homogene Funktionen der Deformationsgeschwindigkeiten 
sind. Beachtet man noch, daß (von seltenen Ausnahmefällen abgesehen) die 
Flüssigkeiten isotrop sind, so kann der nähere Zusammenhang zwischen den Pi; 
und &;; durch dieselbe Überlegung festgestellt werden, die bei den isotropen 
festen Körpern zu der Beziehung zwischen den P,, und e,,, d.h. zu der Span- 
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nungs-Dehnungs-Beziehung (68,7) geführt hat. Wenn also n und 77 zwei für die 
innere Reibung charakteristische Konstanten bedeuten [die u und A in Gl. (68,7) 
entsprechen], so sind die Komponenten des Reibungstensors: 


r ß . R R A u n 
Pia = En 7 (+ Eyy + &,,) == en. r 7 divv, 
(8) 
u IV 
P’ == . == — — 
zy 2n&,y der ER ae)» 


usw. 

Es sei nur kurz erwähnt, daß die Gültigkeit von Gl.(3) auch mit dem all- 
gemeinen Energiesatz begründet werden kann und daß das Doppelte der formal 
zu dem elastischen Potential (68, 11) analogen Zerstreuungs- oder Dissipations- 
funktion 


Wen(lat it +22, +22, +22) 


[4 
Ir (Erz 7 Eyy Tr &,)° (4) 
die pro Zeit- und Volumeinheit entwickelte Reibungswärme darstellt. Aus der 
Bedingung, daß W nicht .negativ sein kann, läßt sich folgern, daß n positiv und 
n = —2n/3 sein muß. 

Im Sonderfall einer zur x-Achse parallelen und nur von y abhängigen Strö- 
mung u = u(y) reduzieren sich die Beziehungen (3) auf den Newronschen 
Ansatz 


j u 
Fey id, (8) 


der oft das „Elementargesetz der inneren Reibung‘‘ genannt wird. Es besagt, daß 
zwischen zwei benachbarten Flüssigkeitsschichten eine Schubkraft wirkt, die 
— auf die Flächeneinheit bezogen — dem Geschwindigkeitsgefälle quer zur 
Strömung proportional ist. Die Gl. (5) — die sich bei Gasen auch mit der kine- 
tischen Gastheorie begründen läßt — kann zur Definition und Messung der 
wichtigen Materialkonstante n dienen, die als Koeffizient der inneren Reibung 
oder kurz als (dynamische) Zähigkeit oder Viskosität bezeichnet wird; ihre 
CGS-Einheit ist 1gem!s! = 1 Poise (P). n erweist sich als stark temperatur- 
abhängig. (Es ist z.B. für Wasser bei 0°C n = 0,0179 P, bei 20°C n = 0,0100P; 
für Luft ist bei 0°C n = 0,000171 P, für Gläser bei etwa 500°C n » 10%P.) Für 
den anderen Koeffizienten 7’, der praktisch nur selten eine Rolle spielt (s.u.), 
wird gewöhnlich der erwähnte Wert 7’ = —2n/3 angenommen, obwohl dies 
nicht allgemein begründet werden kann. 
3. Die Bewegungsgleichungen folgen nunmehr aus den allgemeinen Gleichun- 
gen (64, 21a) [unter Beachtung von (79,1)j: 
du x OP,r oP oP 


en va... 
eu r dx 9y 02 '"" (6) 
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wenn man in diese die Komponenten des Spannungstensors, d.h. nach Gl. (1) 
und (3) die Größen 


u ER du Ov 
Fa=-p+t2n5,+n divp, Pl +52)» 


ou 9w 
N (= +) 


usw. einsetzt. Man erhält nach einfachen Umformungen (ähnlich wie in 
8 69,1): 
du OP 0) 

Fe mn ee } TEE 1 ..0;9 8 
0 Te 5, tndutm tm), (divo), (8) 


oder zusammengefaßt und mit dem Ausdruck (81,2) für dvfdt: 


0) ‚ 
| 5 +oebV)p= 0% — gradp +nAdp +(n-+n’) grad divv. (9) 


Das ist die vektorielle Form der NAvIER-STOKESschen Gleichungen, der all- 
gemeinsten Bewegungsgleichungen der Hydrodynamık (NAVIER 1822, STOKES 
1845) ;sie reduzieren sich fürn = O und’ = 0 auf die EuL#rschen Gleichungen 
(81,3a) der idealen Flüssigkeiten. Zur Gl. (9) tritt noch die Kontinuitätsgleichung 
(81,9a), ferner die Druck-Dichte- Beziehung in der Form p = p(e) hinzu, falls 
die Dichte nur als Funktion des Druckes aufgefaßt werden darf, was bekannt- 
lich bei isothermen und adiabatischen Prozessen zutrifft. (In anderen Fällen 
— wie bei vielen Fragen der dynamischen Meteorologie und der Gasdynamik, siehe 
$ 78,5 — müssen auch thermodynamische Sätze und Wärmeleitungsvorgänge 
berücksichtigt werden.) 

Die Bewegungsgleichungen werden in ihrer allgemeinsten Form (9) - in der 
ihre Integration außerordentlich schwierig wäre - kaum angewendet, da bei den 
meisten Problemen entweder von der Reibung oder von der Kompressibilität 
abgesehen werden kann. Im letzteren Fall (divv = 0) fällt das letzte, die wenig 
bekannte Konstante 7’ enthaltende Glied weg, es lautet also die NAVIER- 
StoKzssche Vektorgleichung für inkompressible Flüssigkeiten: 


— +hV)yp=%— graz + Ab. (10a) 


Sie kann mit den Umformungen (81,4b), Av = grad divp — rot rotp und 
wegen divp = 0 auch in der der zweiten Vektorform (81,5) der EuLerschen 
Gleichungen entsprechenden Gestalt 


Ob 


2 Bi 
31 + grad — — [(bprotp]= % — zen _ — robrot (10b) 


geschrieben werden. Aus dieser Form sieht man, daß eine Strömung, bei der die 
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Zähigkeit n eine Rolle spielt, nicht überall wirbelfrei (rotp = 0) sein kann. 
Gl. (10a) oder (10b) und die Inkompressibilitätsbedingung divo = 0 liefern im 
ganzen — bei einer homogenen Flüssigkeit von gegebener Dichte 0 = const - 
vier Gleichungen für die vier unbekannten Funktionen u, v, w und p: 


ru tu=r-. 2. (1lb) 
rat (11d) 
Die (mit o multiplizierten) 12 Gliederdu/dt, udu/d x, ... - insbesondere auch die 


9 quadratischen Glieder — werden kurz als Trägheitsglieder (Trägheitskräfte), die 
drei Glieder nAu,... als Zähigkeits- oder Reibungsglieder (Beibungskräfte) be- 
zeichnet. 


3. Die Randbedingungen, die zu den obigen Gleichungen noch hinzutreten, 
lauten an einer festen Wand: die Geschwindigkeit relativ zur Wand verschwindet, 
d.h. die Flüssigkeit „haftet“ an der Wand. An einer festen ruhenden Wand ist 
also sowohl die Normal- als auch die Tangentialkomponente von b gleich Null: 


%,, = 0, uU, = 0, (12) 


während bei reibungsfreien Flüssigkeiten nur vo, = 0 war. Daß es jetzt mehr 
Bedingungen gibt als bei den idealen Flüssigkeiten, hängt damit zusammen, daß 
die Bewegungsgleichungen nicht mehr nur erster, sondern zweiter Ordnung 
sind. Man nahm früher an, daß die Tangentialgeschwindigkeit an der Wand von 
einem empirischen ‚Koeffizienten der äußeren Reibung‘ bestimmt wird, die 
Einführung eines solchen hat sich aber auf Grund genauer Messungen (von 
stark verdünnten Gasen abgesehen) als unnötig erwiesen: vo, darf gleich Null an- 
genommen werden. An der Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten müssen die 
Geschwindigkeiten und auch die Drücke gleich sein. An einer freien Oberfläche 
— mit der Normalen n - muß der Spannungsvektor WB, (mit den Komponenten 
Paz: Pay: Pa;) verschwinden. 


$ 91. Laminarströmung durch zylindrische Röhren. Über Turbulenz 
1. Von den wenigen Fällen, in denen sich die NAvIErR-Stokzsschen Glei- 


chungen exakt integrieren lassen, behandeln wir als ein besonders einfaches und 
wichtiges Beispiel die stationäre „Laminarsirömung“ einer inkompressiblen 
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Flüssigkeit durch ein kreiszylindrisches Rohr. Man spricht allgemein von einer 
Laminar- oder Schichtenströmung, wenn sich die Flüssigkeit in Schichten (im 
vorliegenden Fall offenbar in koaxiale zylindrische Schichten) verschiedener 
Geschwindigkeit unterteilen läßt, die aneinander vorbeigleiten. Die erwähnte 
Strömung tritt unter bestimmten Bedingungen (s. u.) ein, die wir als erfüllt an- 
nehmen. 

Wir wählen die Achse des Rohres von dem Radius a und der Länge / als 
z-Achse und sehen der Einfachheit halber von der Schwere ab; der Druck am. 
Anfangs- (2 = 0) und Endquerschnitt. (z = !) sei gegeben: p, bzw. 9, < 7ı- 
Nach dem Gesagten sind die x- und die y-Komponente der Geschwindigkeit 
Null: | 


=0, v=0, und damit nach Gl. (90,11d) z —0. (1) 
Die Bewegungsgleichungen (90, 11a-c) vereinfachen sich dann in dem angenom- 
menen Fall (5 =0,5 = 0 zu 
Op Op 
32 = 0, öy =VU, (2a) 
Op 0?w 0?w | 
De nun + gr) en 


Da in den Gleichungen keine Trägheitsglieder (Glieder mit o) auftreten, stellt 
die zu untersuchende Laminarströmung eine reine Zähigkeitserscheinung dar. 

Die Geschwindigkeit w hängt nach Gl.(1) nur von x und y bzw. — beim 
Kreisquerschnitt - von r = Yx? + y? ab, der Druck p aber nach Gl.(2a) nur 
‚von 2: w = w(r), p = p(2). Gl. (2b) wird daher mit der durch r ausgedrückten 
Form des A-Operators (siehe z.B. $ 96,9): 


dp ld dw 
dz le) ” 


Da die linke Seite nur eine Funktion von 2, die rechte nur eine von r ist, müssen 
beide Seiten konstant, etwa gleich — C sein: 


dp | 
d dw \ 6 Ä 
dr ( 7) —_ n ” > 


Nach Gl. (4a) nimmt der Druck in Richtung der Strömung linear ab, und die 
Konstante (' gibt das Druckgefälle an: 


= HE. (5) 
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Aus Gl. (4b) folgt durch wiederholte Integration: 


dw C 
Dr a 2 
ne a +C,, (6a) 


w— zn + C, logr -- G3. (6b) 


Hier muß C, = 0 sein, weil sonst für r = 0 (in der Rohrachse) die Geschwin- 
digkeit unendlich wäre. C, ergibt sich aus der Randbedingung: an der Wand 
(r=a) ist w=0, also folgt aus 


m TTTTMMNMMM1Qu.(6b) CO, = Ca?lan. So erhalten 
[BERGER = . . 
| N wir aus (6b) als Lösung unserer Auf- 
2 er gabe die Strömungsgeschwindigkeit 
m  —— 
t \ 
ee 
A w—= an (a r ) 
en 
t ” a 
ee er Be er n (a? ER r?); (7) 
Abk. 187 


sie nimmt von der Rohrmitte r = 0 
längs eines Rotationsparaboloids ab (,parabolisches Geschwindigkeitsprofil”“, 
Abb. 187). 

Das in der Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Rohres strömende Flüs- 
sigkeitsvolumen Q - die „Stromstärke“ oder Ausflußmenge pro Zeiteinheit — er- 
gibt sich durch Integration der Gl.(7) über den Querschnitt: 


@ 
Pı 7 Pa Re. 
= dt — A (a? — r?) 2rnrdr, 
x J» an / | 
0) 


also 


sat 
= nl (Pı — P2)- (8) 


Dies ist das HAGEN-POISEUILLESche Gesetz (1839-40) — über seine Gültigkeit 
siehe weiter unten -, auf dem u.a. eine der gehräuchlichsten Methoden der 
Zähigkeitsmessung beruht. 

Gl.(8) läßt sich unter Einführung der mittleren Durchflußgeschwindigkeit 
w == Q/a?r auch so interpretieren, daß zur Aufrechterhaltung einer stationären 
Strömung der Stärke Q oder der mittleren Geschwindigkeit w ein Druckunter- 
schied (,„Druckverlust‘‘) 


P,ı TPR=- —-aw n U (9) 


bzw. eine Kraft 
K= (mp — P)a?n = 8nnlw (10) 
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erforderlich ist. Auf Grund dieser Gleichungen (von denen die erstere an das 
Oumsche Gesetz V, — Vz = RI des elektrischen Stromes erinnert) lassen sich 
verschiedene Maße für den „Widerstand“ des Rohres definieren. Insbesondere 
sagt man mit Rücksicht auf Gl. (10), daß das Rohr der Strömung den - der 
Kraft K dem Betrage nach gleichen — (Reibungs-) Widerstand 


— 8 w 
entgegensetzit. 2 antw (11) 


Die betrachtete laminare Parallelsirömung (PoısEvILLesche Strömung) läßt 
sich auch bei anderen Querschnittsformen exakt berechnen. Sie ist, obgleich 
sich keine sichtbare Wirbel zeigen, nicht wirbelfrei. Das folgt aus dem bei GI. 
(90, 10b) Gesagten oder direkt aus Gl. (7) durch Differentiation: rot,o = dw/dy 
= — Cyj2n und rot,d = — Ow/dz = Cx/2n. 


Die einfachste Laminarströmung liegt vor, wenn sich die Flüssigkeit zwischen zwei sehr 
großen, parallelen Platten x = 0 und x = d befindet, deren eine (x = d) in der z-Richtung 
mit der Geschwindigkeit w, bewegt wird. Dann findet man leicht [von Gl.(2b) ausgehend, 
die sich bei konstantem Druck auf 9?w/)x? = 0 reduziert] für die Strömungsgeschwindig- 
keit: w = w,x/d und für die zur Bewegung der Platte erforderliche Kraft je Flächeneinheit: 
P(=P,, =n9w/dx) = nw,/d. Das entsprechende Problem bei zwei koaxialen Kreiszylin- 
dern mit den Radien a, @ + d und der Höhe h (CovETTE-Strömung) läßt sich bei kleinem d 
auf das vorige zurückführen ; man erhält leicht für das Drehmoment M, das zur Drehung 
des äußeren Zylinders mit der Winkelgeschwindigkeit » »» w,/a erforderlich ist: 


2ına?hw 


M= 7 


für d<a). (12) 
Der Fall der koaxialen Zylinder spielt bei einigen Methoden der Zähigkeitsmessung und in 
der Theorie der Schmiermittelreibung eine Rolle. 


2. Das HAGEn-PoIsEvILLesche Gesetz verliert nach den Messungen seine 
Gültigkeit, wenn (bei einem gegebenen Rohr) die mittlere Geschwindigkeit 
einen gewissen kritischen Wert überschreitet: die laminare Strömung schlägt 
dann plötzlich in eine ganz andere, zeitlich veränderliche, höchst komplizierte 
Strömungsform um, die als turbulente Strömung oder Turbulenz bezeichnet 
wird. Bei dieser sind die Strom- und Bahnlinien — wie das mit gefärbten Flüs- 
sigkeitsfaden nachgewiesen werden kann - keine parallelen, sondern ineinander 
verschlungene Kurven; es findet eine ständige und mit starker Wirbelung ver- 
knüpfte Durchmischung der Flüssigkeit statt. An Stelle der Gl. (9) tritt eine viel 
verwickeltere empirische Formel, es gilt nämlich nach Buasıvs für das Druck- 
gefälle 


2 108 
PP — 0,1592 1858. (13) 
(2a) 
Der Einsatz der Turbulenz erfolgt nach den Messungen - im Falle kreiszylin- 


drischer Rohre (Radius a) mit scharfkantigem Anfang - bei der „kritischen“ 
mittleren Geschwindigkeit 


», = 1160 Fr. (14) 
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Zum Beispiel ist beim Wasser (20°C, n = 0,010 Poise) für a = 1 bzw. 0,1 cm 
v, = 11,6 bzw. 116cms!; man hat also laminare Strömungen vorwiegend 
in engen Röhren. 

Der Inhalt der Gl. (14) läßt sich auch so ausdrücken: Der Umschlag der lami- 
naren in die turbulente Strömung tritt dann ein, wenn die dimensionslose 
Größe pav/n, die sogenannte ReYNoLpssche Zahl R, einen kritischen Wert — die 
„kritische REYNOLDSsche Zahl‘‘ R, — überschreitet, d.h., wenn 


eav 


R= > ER, (= 1160 im obigen Fall) (15) 


ist. Das ist das ReynoLpssche Turbulenzkriterium (1883), ein wichtiger Sonder- 
fall des „hydrodynamischen Ähnlichkeitsgesetzes“, siehe $ 93. Die kritische 
Zahl R, hängt stark von der Art des Einlaufs der Flüssigkeit in das Rohr ab: 
der Wert 1160 ist etwa die untere Grenze, bei gut abgerundeter Einmündung 
und sorgfältigster Vermeidung der „Einlaufstörungen‘ kann R, bis etwa 40000 
heraufgesetzt werden — eine Erscheinung, die sich mit der Unterkühlung des 
Wassers unter 0°C vergleichen läßt. 

Der plötzliche Übergang der laminaren Strömung in die turbulente ist sehr 
merkwürdig, denn die Laminarströmung entspricht einer exakten, für alle 
Werte der Reynouosschen Zahl R gültigen Lösung der Grundgleichungen, und 
somit muß sie für alle R eine mögliche Strömungsform sein; der Umstand, daß 
sie trotzdem für R > R, nicht beobachtet wird, weist also darauf hin, daß die 
Laminarströmung für R> R, instabil ist und daß für diese R-Werte eine 
andere mögliche Strömungsform — die turbulente — die stabile Bewegungsform 
ist. Dieses Stabilitätsproblem, d.h. die Frage nach dem Labilwerden der Lami- 
narströmung, konnte jedoch aus der Theorie trotz der zahlreichen wichtigen 
Untersuchungen noch nicht befriedigend beantwortet werden. Das gleiche gilt 
somit auch für das Turbulenzproblem überhaupt, das das schwierigste Problem 
der ganzen Hydrodvnamik ist. 


$ 92. Bewegung einer Kugel in einer zähen Flüssigkeit 
(Das Stokzssche Widerstandsgesetz) 


1. Wir wollen uns jetzt mit einem ähnlichen Problem wie in $ 87,1 befassen, 
nämlich mit der Berechnung des Widerstandes, den eine Kugel mit dem Radius a 
bei ihrer gleichförmigen Bewegung in einer inkompressiblen, unbegrenzten und 
zähen Flüssigkeit erfährt. Statt die Kugel etwa längs der x-Achse mit der kon- 
stanten Geschwindigkeit — u, zu bewegen, können wir sie nach dem Relativi- 
tätsprinzip als (im Koordinatenanfangspunkt O) festgehalten denken, gegen 
eine stationäre Strömung, deren Geschwindigkeitskomponenten in unendlicher 
Entfernung von 0, d.h. 


fürr=o uU, v’=0, vw=ß0 (1) 


sind. Wir schreiben gleich die andere Randbedingung - das Haften der Flüssig- 
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keit an der Kugel - hin: 
fürr=saistv=str’=uvw=0. (2) 


Setzen wir die Geschwindigkeit v als so klein voraus, daß die Vernachlässigung 
der quadratischen Glieder in den Bewegungsgleichungen berechtigt erscheint 
(worauf wir noch zurückkommen werden), sehen wir ferner von der .Schwere ab 
(die bei den kleinen Geschwindigkeiten einfach den hydrostatischen Auftrieb 
liefern würde), so haben wir nach Gl. (90,10a) und wegen der Inkompressibilität 
die Ausgangsgleichungen | 


gradp=nAvp und divv=(. (33-b) 
Wir versuchen nun für v den Ansatz 
vb=m +, = grad® + D,; (4) 


der einer Zerlegung von b in einen wirbelfreien und einen anderen Anteil ent- 
spricht. Mit Gl.(4) wird (3a) zu 


gradp = ngradA® + nAv,, (5) 
woraus, wenn b, der Beschränkung 
Av, =0 (6) 
entsprechend gewählt wird, durch Integration 
p=nA®-+p (7) 


folgt. Der Druck wurde also auf die Funktion ® zurück geführt, die aus der mit 
(3b) und (4) erhaltenen Gleichung 


AD + divv, = 0 (8) 


zu bestimmen ist. Für o, ist die einfachste Annahme, die auch Gl. (6) befriedigt, 
die folgende (c = const): 


v5 — (« 5 0, 0) R (9) 
Damit wird aus Gl. (8): 
o [1 


Eine partikuläre Lösung dieser Gleichung lautet 
(11) 


was man durch Einsetzen leicht bestätigt findet. Wir geben die dabei verwen- 
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deten elementaren Formeln nebst einigen später zu benutzenden an: 


FL Be EG 

0x  r Oo rn 7° 

1 1 (12 
I— 0? — 
LE: r 1 FR a0 

0 Een > er 7 5 rn. 


Mit dem Ausdruck (11) können aber die Randbedingungen noch nicht befriedigt 
werden, man muß also allgemeinere Lösungen suchen; solche erhält man, indem 
man zu (11) irgendeine Lösung von A® =0 [der (10) entsprechenden 
homogenen Gleichung] addiert. Von den Lösungen von A® = 0 wählen wir 
— wofür die bei der Potentialströmung um eine Kugel erhaltene Formel (84,18) 
einen Anhaltspunkt gibt — die folgenden zwei: u,x und k 2 (7) (= — kalr? 


= — kcosdlr?; k = const). Es sei dementsprechend 


oo /1 c Or 

Demeter n) 

woraus sich die Geschwindigkeitskomponenten, wegen Gl.(4) und (9), mit 
Hilfe der Gleichungen 

od 


C 
Ur ee = U: (14) 


0x y' 02 


ableiten lassen. Nach Ausführung der Differentiationen [vgl. Gl.(12)] ergibt 


sich 
_ N 3x? 1 c {1 x? C 
ea 
(15) 
3xy ce xy 49382 cxz 
a: >» 723%’ Dr r5 2 73 


Man sieht, daß für r — © die Randbedingungen (1) für alle Werte der Kon- 
stanten k und c erfüllt werden, so daß man k und c aus den Randbedingungen (2) 
bestimmen muß. Für r = a ist in Gl. (15)vo=w= (0, wenn 


k=—- 0 (16) 
ist. Setzen wir das in den Ausdruck von u (mit r = a) ein, so fallen die Glieder 
mit x? heraus, und aus der übrigbleibenden Gleichung v(a) = u, + 2c/3a =0 
folgt 


c=— = UgG, (17a) 
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ferner mit Gl. (16) 
1 
Ki 7 u,a?. (17b) 


Mit diesen Werten von k und c ergeben die Gleichungen (15) die Komponenten 
der Strömungsgeschwindigkeit, womit der erste Teil unserer Aufgabe gelöst ist. 

Den Druck liefert Gl. (7), in der wir A® aus Gl. (8) und (9) ausdrücken. So er- 
gibt sich 


P=M- 12) =n +rZz = mt Na]p- Zu: (18) 


Daraus sieht man zugleich, daß p, den Druck für r = » bedeutet. Die Resul- 
tierende der auf die Kugel G wirkenaen Druckkräfte fällt offenbar —- aus Symme- 
triegründen — in die x-Richtung und hat den 


Betrag 6, 

K = [P,.df = [[P,, cos(n«) + P,, eos(ny) 14 
i ö + P,,cos(nz)]@df; (19) 

hier bedeuten P,.;.:. die Komponenten des 

en d.h. [siehe Gl. (90,7) mit > 


| | Iu 'Ov u 
er dx’ Pan +5) 


Iw u 
Pr=N (5 5) (20) Abb. 188 


Da diese auf Grund von Gl. (15) und (18) (für r = a) bekannt sind, kann das 
Integral (19) - zweckmäßig in Polarkoordinaten — berechnet werden. 


Die elementaren, aber ziemlich langwierigen Rechnungen lassen sich wesent- 
lich vereinfachen. Man kann nämlich zeigen, daß man die Integration in Gl. (19) 
— statt über die Kugel @ vom Radius a — über eine konzentrische Kugel G, vom 
Radius r > » ausführen darf. Diese Möglichkeit beruht darauf, daß die Diver- 
genz des Vektors PB, = (P,.: Pxy; Pz.) verschwindet. Es gilt nämlich nach 
der allgemeinen Gl. (64,21a) und mit (79,1): div®, = 0 . — x); bei unse- 
rem Problem kommen aber weder Massenkräfte X noch Beschleunigungen 
du/dt vor, und so ist div ®, = 0. Wir wenden nun den GAUSS-ÖSTROGRADSKI- 
schen Satz auf das Volumen an, das von den Kugeln @ und G, mit den Radien a 
und 7 begrenzt wird (Abb. 188): 


0 = [div B,dV Zi Pdf u Pndf; (21 
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wegen Pın = — P,.„ ist also in der Tat 


[Pınat = [Pundf. 22) 
@ Gh 


Läßt man den Radius r der Kugel G, gegen Unendlich gehen, so kann man 
(wegen df = r?sinddddg) im Integrand von (19) bzw. in den Ausdrücken 
(20) alle Glieder streichen, die für r — © in höherer Ordnung als 1/r? ver- 
schwinden, also z.B. Glieder wie 1/r?, x?/r?, usw. Nach einiger Rechnung [aus 
Gl. (18) und (15), wo alle Glieder mit den Koeffizienten k wegfallen] ergibt sich 
so - für große r - für die Spannungskomponenten (20): 


2 2? y x°2 Ä 
Pa = — Bo 300 Pyr= 3, P,= — 30. (23) 
Multipliziert man diese Komponenten mit 
cos(nx) = cosd — —, cos(ny) = z, cos(nz) = — (24) 


und addiert sie, so erhält man für Gl. (19) 


n 2 
22 i x 
— (m + 3nc ”) df= [| (r?2p, C0oS® + 3nc cos?d) sinddddy 
006 


3 Di 

= — 27: ine | 0029 sindd® = 6nnc n = — 4nnc. 
0 

ö 


Mit dem Wert von c aus Gl. (17a) folgt hieraus das berühmte Stokzssche 
Widerstands- oder Reibungsgesetz (1845): 


K= 6rnau, (sültie für = eu <]l, su.) (26) 


nach dem die Kraft K, die zur Aufrechterhaltung der gleichförmigen Bewegung 
einer Kugel in einer unbegrenzten Flüssigkeit nötig ist, oder der (dieser Kraft 
dem Betrage nach gleiche) Widerstand W, den die Kugel erfährt, der Zähigkeit 
n der Flüssigkeit, dem Radius a und der Geschwindigkeit x, der Kugel propor- 
tional ist. 


2. Was die Gültigkeit des SToxzsschen Gesetzes anbetrifft, so erinnern wir zuerst an die 
exakten Bewegungsgleichungen 


0p u 
gradp = nAvp — o(vdV)p je=n4u- eluge ee - (27) 


statt Gl. (3a) und schätzen die Größenordnungen der bei den vorigen Rechnungen vernach- 
lässigten (quadratischen) Trägheiisglieder o(vV)v ab. Aus Gl. (18) und (15) findet man 
leicht, daß für r— © gradp und Av (d.h. 9p/dx, Au usw.) wie 1/r? gegen Null gehen, da- 
gegen die Trägheitsglieder udu/d x, udv/d x, uOwj/d x (diese drei von den neun) nur wiel/r? 
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— also langsamer — verschwinden. Die Vernachlässigung ist demnach auch bei kleinen 
Geschwindigkeiten nicht zulässig und führt, wie schon STOKES zeigte, im Falle eines Kreis- 
zylinders zu einem unmöglichen Resultat. Die Berücksichtigung der Trägheitsglieder in 
der vereinfachten Form (v0, V)b = (w,Ou/dx, u,Ov/dx, u,dw/d x) liefert - nach schwierigen 
Rechnungen - als erste Näherung die Oseensche Formel (1910) 


E= 6rnau (1 F — R) mit R= 2 <ı, (28) 
wodurch die in nicht korrekter Weise erhaltene ee Formel - für kleine R - 
gerechtfertigt wird. Man hat also folgendes Resultat: Die Stoxessche Formel (26) gilt 
hinreichend genau nur für yanz kleine REYNoLDsSsche Zahlen, praktisch etwa für R< 0. 
(Über das Verhalten für größere R siehe $ 93,2.) 

Für Gase gilt — verständlicherweise - das aus der Kontinuumstheorie abgeleitete STOKES- 
sche Gesetz auch bei kleinen R-Werten nur dann, wenn der Kugelradius a sehr groß gegen 
die „mittlere freie Weglänge“ } der Gasmolekeln ist (die der Dichte umgekehrt proportional 
ist und bei 0°C und latm die Größenordnung 10-5 cm hat). Im Intervall A/a 1 bis 
A/a = 1 liefert die kinetische Gastheorie eine Korrektion zur Formel (26):'die rechte Seite 
muß nach CUNNINGHAM durch 1 + 0,86 A/a dividiert werden - eine Korrektion, die bei 
der MitLıkanschen Bestimmung der elektrischen Elementarladung von großer Be- 
deutung war. Auch die so korrigierte Formel (wie übrigens auch das Hagen - POISEUILLE- 
sche Gesetz) versagt für A/a>1, also bei stark verdünnien Gasen oder bei ganz kleinen 
Körperdimensionen; diese Extremfälle gehören offenbar. nicht mehr dem Gebiet der 
Hydrodynamik an (siehe $ 61). | 

Bei Gültigkeit des Srokesschen Gesetzes erlangt eine Kugel, die unter dem Einfluß 


’ 4n 
ihres um den Auftrieb verminderten Gewichtes @ = 7 (&- o)a®g fällt oder steigt, nach 


Durchlaufen einer genügend langen ‚Strecke die a Geschwindigkeit [vgl. Gl. (16,9] 
und (16,21)] 


VD LEN (29) 


Diese Formel findet u. a. bei den Fallkörperviskosimetern Verwendung, wobei aber infolge 
der endlichen Ausdehnung des die Flüssigkeit enthaltenden Gefäßes und der begrenzten 
Fallstrecke Korrekturen anzubringen sind. 

Wir erwähnen noch ohne Beweis das auf die gleichförmige Rotation der Kugel bezügliche 
Stokzssche Gesetz. Auf eine Kugel mit dem Radius a, die sich in einem Medium mit der 
Zähigkeit mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit » dreht, wirkt ein bremsendes 
Drehmoment vom Betrage 

M=8nno®w. (30) 
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1. Bei Strömungen in geometrisch ähnlichen Anordnungen oder um geo- 
metrisch ähnliche Körper (also z.B. bei Modellversuchen) spielt der Begriff der 
mechanischen oder dynamischen Ähnlichkeit - Ähnlichkeit auch in bezug auf die 
Kraftwirkungen - eine wichtige Rolle. Zur Feststellung der Bedingungen für 
die mechanische Ähnlichkeit müssen wir offenbar von der den mechanischen 
Vorgang bestimmenden NAVIER-Stoxzsschen Gleichung (90,103) ausgehen, 
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nach der — Inkompressibilität und Fehlen äußerer Kräfte vorausgesetzt — an 
einer beliebigen Stelle (x,, %,, 2) der Anordnung 1 zu einer beliebigen Zeit t, 
gilt: 


1) 
0 5 + .(b grad) | + (gradp), - m(Avı =0. (1) 


Es sei nun /, irgendeine für die Anordnung 1 kennzeichnende Länge (etwa ein 
Rohrhalbmesser), !, = lyl, sei die entsprechende Länge bei der Anordnung 2, 
wobei /, die dimensionslose „Vergrößerungszahl“ für den Längenmaßstab dar- 
stellt. Ebenso kann man - im Falle der Ähnlichkeit der Vorgänge - eine geeig- 
nete Vergrößerungszahl t, = ts/t, für den Zeitmaßstab einführen, so daß dem 
Punkt (x, y,, 2,) zur Zeit i, der Punkt (l,% ; Io Yı, lo2,) zur Zeit i,t, entspricht; 
dies sind ‚„‚korrespondierende‘‘ Punkte und Zeiten. Entsprechend verfahren wir 
auch bei den übrigen Größen, d.h. wir schreiben 


ER ' 
,=hh (= hin: --) 9% = dp, (oder %, = 9), bh = hu = z t, 
0 


P=MPı 9% nr Mm = NN: (2) 


wobei v, und v, auch korrespondierende mittlere Geschwindigkeiten bedeuten 
können. 

Die mechanische Ähnlichkeit verlangt, daß gleichzeitig mit Gl. (1) auch die 
entsprechende Gleichung für die Größen mit dem Index 2 gelte. Das ergibt aber 
mit Rücksicht auf Gl. (2) [und auf die Bedeutung der Zeichen „grad“ (9/0 x, ...) 
und A (92/022, ...)]: 


ve 100 No 
2. 0, ar + (b grad) ] + 2 (gradp), — " Im (Av), = 0, (3) 
’ ı % 0 
es muß also 
2 
Dodo Fa Po er 1 oder 2o°o®o Iod0 —] und um —a (4) 


sein. Die letzten beiden Gleichungen lassen sich wegen (2) auch in der Form 
schreiben: 


0,6%, - Oalavy und Pı Pa 


nn 


b 5a-b 
N Na 0,%7 0203 


Unser Ergebnis ist das folgende hydrodynamische Ähnlichkeitsgesetz: Zwei Strö- 
mungen in geometrisch ähnlichen Anordnungen sind - im Falle der Inkompressi- 
bilität und beim Fehlen äußerer Kräfte - dann und nur dann mechanisch ähnlich, 
wenn die Bedingungen (5a-b) erfüllt sind (REYNoLDs, 1833). Unter der Einfüh- 
rung der dimensionslosen REYNOLDSschen Zahl 


ee P=2). (6) 
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— wobei » = nj/o die sogenannte kinematische Zähigkeit ist--- läßt sich die erste 
wichtigere Bedingung (5a) auch so ausdrücken: Zu dynamisch ähnlichen Strö- 
mungen gehört dieselbe REXNoLDssche Zahl. 

Da die drei Glieder der Gl. (1) oder (3) der Reihe nach die „Trägheitskräfte‘“, 
„Druckkräfte‘“ und ‚„Reibungskräfte‘ (pro Volumeneinheit) darstellen, ist die 
Reynouossche Zahl R ein Maß für das Verhältnis der Trägheitskräfte zu den 
Reibungskräften; so ist es leicht verständlich, daß R (auch mit Re bezeichnet) 
bei dynamisch ähnlichen Strömungen die gleiche sein muß. Kleine Rry- 
noLDssche Zahlen bedeuten demnach das Überwiegen der Reibungskräfte 
(„schleichende Strömungen“), große das Überwiegen der Trägheitskräfte; den 
idealen Flüssigkeiten (n = 0) entspricht R = ». [Die andere, in Gl. (5b) auf- 
tretende dimensionslose Größe p/o v? — genauer öp/ov?, öp Druckunterschied - 
ist ein Maß für.das Verhältnis der Druckkräfte zu den Trägheitskräften; die aus 


diesem gebildete Zahl Zu = v/Y2öp/o heißt Euuersche Zahl.) 


2. Beispiele für das Ähnlichkeitsgesetz. Wir erwähnen vor allem das Turbu- 
lenzkriterium (91,15): da der Umschlag der laminaren Strömung in die turbu- 
lente für verschiedene (geometrisch ähnliche) Rohre und Flüssigkeiten — aber 
unter sonst gleichen Versuchsbedingungen - ein dynamisch ähnlicher Vorgang 
ist, muß dieser durch denselben Wert der ReYnoLpsschen Zahl R gekennzeich- 
net sein. — Wenn das StoKussche Widerstandsgesetz für eine Kugel in der Luft 
seine Gültigkeit bei einer gewissen (der Gleichung R = av,/v = 0,1) entspre- 
chenden) Geschwindigkeit v, verliert, so wird die gleiche Kugel im Wasser - für 
das » = n/o etwa 14mal kleiner als für Luft ist - das Gesetz bereits bei einer 
14 mal kleineren Geschwindigkeit nicht befolgen. — Bei Flugzeugen ist R = 10%, 
man hat also die Modellversuche in Windkanälen gleichfalls bei diesen Werten 
auszuführen. Das hat zur Folge, daß kleine Modelle nicht geeignet sind. Da 
nämlich bei einem n-fach verkleinerten Modell eine n-mal größere Geschwindig- 
keit v, erforderlich ist, kommt v, bei kleinen Modellen in die Nähe der Schall- 
geschwindigkeit, in welchem Gebiet die Luft schon nicht mehr als inkompressi- 
bel betrachtet werden kann ($ 83,5). 


Bei Strömungen in Kreisrohren (D = 2a Rohrdurchmesser, ! Länge, 69 Druckabfall 
zwischen Anfang und Ende, v mittlere Geschwindigkeit, R, = 2R, ReynoLDssche Zahl, 
bezogen auf den Durchmesser) sind, entsprechend Gl. (5), die beiden dimensionslosen 
Zahlen 

oDv öp 
ee er 


(7) 


Da die Trägheits-, Druck- und Reibungskräfte, deren Verhältnisse durch die Zahlen R, 
und S dargestellt werden, miteinander durch eine Gleichung wie (1) verbunden sind, muß 
etwa S eine Funktion von R, sein: 8 = f(R,) oder 69 = f(R))ov. Dem entspricht im 
wesentlichen der in der Hydraulik übliche, mit dem Staudruck 0v?/2 ausgedrückte Ansatz 
für den Druckabfall 


wobei A - der sogenannte hydraulische Reibungskoeffizient (oder Widerstandsziffer) - nur 
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Funktion der Reynouosschen Zahl ist: A= A(R)). Der Vergleich von Gl.(8) mit den für 
laminare (R) < 2320) bzw. turbulente Gebiete (etwa 2320 < Rp < 80000) angegebenen 
Formeln (91,9) und (91,13) ergibt in der Tat 


„__n_4 ,  _ 03164 ) 
lam © oDv er Ra turb Ri 2 


Bei umströmten Körpern verwendet man für den Widerstand W des Körpers aus ähn- 
lichen Gründen wie oben (und im Anschluß an ein von NEWTOoN aufgestelltes Gesetz) die 
Formel 


Weuzah, 10) 


in der für / die Flächenprojektion senkrecht zur Strömungsrichtung (bei einem Tragflügel 
jedoch die Fläche selbst) gewählt wird; nach dem Obigen hängt auch hier die „Widerstands- 
ziffer c,: für geometrisch ähnliche Körper nur von der. ReynouLpsschen Zahl R ab: 
Cg = Cy (R). Zum Beispiel gilt für eine Kugel vom Radius a im Gültigkeitsbereich des 
Stokzsschen Gesetzes, wie man aus der Umformung 


12n oe 
u a rag 
W=6nnav = FEB a? (11) 
sieht, 
12 EST eav 
=75- \(gültig fürf, = ——- <l). (12) 
R, n 


Bei wachsender ReynoLpsscher Zahl R,„ gelangt man nach den Messungen in einen 
Bereich, in dem c,, einigermaßen konstant ist, in dem also angenähert das echte „guadra- 
tische Widerstandsgesetz“ (W proportional v?) gilt; für die Kugel ist dies etwa im Intervall 
2-10? < BR, < 210° der Fall. 

Die Aussage des Ähnlichkeitsgesetzes, daß die Widerstandsziffer — in geometrisch ähn- 
lichen Fällen - von den Größen ‚0,7,v% und } nur in Verbindung mit R = olv/n abhängig 
ist, bedeutet offenbar für die Übersicht und Beschreibung der Verhältnisse eine wesentliche 
Vereinfachung, wenn auch die Entstehung und Größe des Widerstandes noch einer weit- 
gehenden Klärung bedarf ($ 94). - 

Bei Strömungsvorgängen, die unter wesentlichem Einfluß der Schwere stattfinden, hat 
man in Gl. (1) auch das bisher vernachlässigte Glied og mit |g| = g zu berücksichtigen. Es 
ergibt sich dann leicht, daß zu den Bedingungen (5a-b) der mechanischen Ähnlichkeit als 
weitere Bedingung die sogenannte FROUDEsche Modellregel 


v., v2. v 
= —- oder fr = —— = const (13) 
gu gi Yal 


hinzutritt; Fr ist die Froupesche Zahl. Da die ReynoLpssche Modellregel Re = Iv/v 
= const bei einem n-fach verkleinerten Modell und bei derselben Flüssigkeit eine n-mal 
größere, Fr = const dagegen eine Yn-malkleinere Geschwindigkeit verlangt - was übrigens 
technisch viel günstiger ist -, lassen sich beide Bedingungen gleichzeitig nur selten (mit 
verschiedenen Flüssigkeiten) verwirklichen. Die FrRoupDesche Regel muß z.B. beim 
Studium des Wellenwiderstandes von Schiffen zugrunde gelegt werden. 

Eine weitere, bei kompressiblen Strömungen wichtige Kennzahl ist die MacHsche Zahl 
Ma=vjc (= Verhältnis der Strömungsgeschwindigkeit zur Schallgeschwindigkeit, vgl. 
$ 83,5). 
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8 94. Die PRANDTLsche Grenzschichttheorie; über den hydrodynamischen 
Widerstand und Auftrieb 


1. Die Schwierigkeiten in der Dynamik der zähen Flüssigkeiten werden beson- 
ders dann erheblich, wenn neben den ‚‚Reibungskräften“ n Av auch die „Träg- 
heitskräfte‘“ o [(Ov/dt) + vV)v] eine Rolle spielen. Zwar gibt es auch dann 
Erscheinungen, bei denen der Einfluß der Zähigkeit verhältnismäßig einfach 
berechnet werden kann - solche sind z. B. die Dämpfung der Wasserwellen und 
der Schallwellen -, aber gerade bei den praktisch wichtigsten Problemen, wie 
2. B. beim Problem des hydrodynamischen Widerstandes, hat die Theorie lange 
Zeit keinen wesentlichen Erfolg erzielen können. Die Integration der NAVIER- 
Stoxzsschen Gleichungen mit den richtigen Randbedingungen bietet in diesen 
Fällen wegen der ungeheueren mathematischen Schwierigkeiten keinen gang- 
baren Weg, so daß die Theorie einer nach geeigneten physikalischen Gesichts- 
punkten zu vollziehenden Vereinfachung bedarf. 

Bei Flüssigkeiten mit geringer Zähigkeit, zu denen auch die wichtigsten Flüs- 
sigkeiten wie Wasser und Luft gehören, ist das Reibungsglied n Av in fast allen 
Punkten des Flüssigkeitsraumes gewöhnlich so klein gegen die übrigen Glieder, 
daß man einfach durch Weglassen dieses Gliedes zur Dynamik der idealen Flüs- 
sigkeiten überging und von ihr eine gute Näherung erhoffte. Diese Art des Grenz- 
überganges zu n = 0 ist aber falsch, weil die aus der NAVIER-STOKESschen 
(vektoriellen) Differentialgleichung zweiter Ordnung durch Streichen des Glie- 
des n Av entstehende EuLERsche Gleichung nur von der ersten Ordnung ist, bei 
der die richtige Randbedingung des Haftens an festen Wänden (das Verschwinden 
auch der tangentialen Geschwindigkeitskomponente) nicht befriedigt werden 
kann; dieser Umstand schließt auch die Möglichkeit der Entstehung von Wirbeln 
aus. Andererseits aber besteht die Tatsache, daß die Dynamik idealer Flüssig- 
keiten in den Fällen, bei denen feste Wände keine Rolle spielen, mit der Erfah- 
rung gut übereinstimmende Resultate liefert. 


2. Die PRANDTLsche Grenzschichttheorie (1904) findet einen Ausweg aus den 
erwähnten grundsätzlichen Schwierigkeiten, indem sie von der Grundannahme 
ausgeht, daß der Einfluß der Zähigkeit nur in einer dem festen Körper anhaftenden 
„Grenzschicht‘“ zu berücksichtigen ist, während außerhalb dieser die Flüssigkeit 
als ideal betrachtet werden darf. Man kann nach dieser Anschauung das ganze 
Strömungsfeld in 3 Gebiete teilen; diese sind die folgenden: 


a) Der von festen Körpern nicht beeinflußte Außenraum, in dem die Strö- 
mung - entsprechend den HELMHOLTZschen Wirbelsätzen - als wirbelfreie oder 
Potentialströmung behandelt wird; die Wirbelfreiheit,. rotd = 0, bedeutet schon 
nach Gl. (90,10b), daß das Reibungsglied n Ab aus der Grundgleichung heraus- 
fällt. 

b) Die dünne Grenzschicht, in der die Strömung unter wesentlichem Einfluß 
der Zähigkeit erfolgt und in der die Wirbel entstehen. 

c) Der Wirbelraum, in den die vorher in der Grenzschicht entstandenen Wir- 
bel fortgeführt werden, in dem also die Strömung als eine wirbelhafte Strömung 
einer idealen Flüssigkeit angesehen wird. 

34 Bud6, Mechanik 
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Nach dem Obigen geht man nur bei der Grenzschicht von den NAVIER- 
Stokzsschen Gleichungen aus, und auch diese lassen sich hier wesentlich ver- 
einfachen, wie das für den Fall einer zweidimensionalen Strömung (0/92 = 0, 
w = 0) und einer ebenen — zur xz-Ebene parallelen -— Grenzschicht (Abb. 189) 
skizziert werden soll. 

y 


Aussenraum 


S Grenzschicht K: 


iQ 


Abb.189 


In dem angenommenen Fall und beim Fehlen von Massenkräften reduzieren 
sich die Grundgleichungen (90, 11a-d) auf die folgenden drei Gleichungen: 


u u u 1 0p u  Ou 

TE dr (Br 7) en 

Ov Ov 0) 1 0p Ov 0% 

FE Pr Pr 7" irn Hp). en 
ou 09V 


wobei » = n/o die kinematische Zähigkeit bedeutet. Dazu kommen die Rand- 
bedingungen der Grenzschicht: 


v=v=0 füry=0 (an der Wand), (2a) 
v=u, für y = ö (am äußeren Rand); (2b) 


hierbei ist ö die Dicke der Grenzschicht und u, die tangentiale Geschwindig- 
keitskomponente der außen vorhandenen Potentialströmung. 

Die Dicke öist nach Voraussetzung sehr klein, u, dagegen hat einen normalen 
Wert, den wir (durch passende Wahl der Einheiten) als von der Größenordnung 1 
nehmen können: vw, — 1 und folglich auch vu — 1. Da sich u in der x-Richtung 
nicht stark ändert, haben auch Ou/dx, 0°u/d x? und damit [wegen Gl. (le)]auch 
Ov/dy die gleiche Größenordnung; dasselbe gilt für die im allgemeinen nicht 
starken Änderungen Op/dx und Ou/dt, so daß nach dieser Abschätzung 


ou Ou O9u 1 öp (32) 


un yo x 
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ist. In der zur Wand senkrechten y-Richtung ändert sich # sehr stark, es muß 

nämlich auf der kleinen Strecke ö von O bis u, anwachsen; es ist also Ou/Oy 

= u,[6 — 1/6, daher O9?u/dy?» 1/6?.. Ferner folgt aus Ov/dy-— 1 [siehe 

(3a)] einerseits — durch ‚Integration‘ — v»— ö und dementsprechend auch 

Iv/dx > O?v/dx? = Ov/dt- ö, andererseits aber - durch „Differentiation‘“ — 
2v/d y? > 1/6. Zusammengefaßt bedeutet dies 


Ov Oo Ov 


(3b) 


Auf Grund dieser Größenordnungen (3a-b) können wir in Gl. (la) das Glied 
0?u/da2? — 1 gegen O?u/d y? — 1/6? streichen, womit diese Gleichung »/ö6?— 1 
oder ö6= Yv = Ynle ergibt: die Grenzschichtdicke ö ist proportional der Wurzel 
aus der Zähigkeit, oder — wie es sich durch Ähnlichkeitsbetrachtungen zeigen 


läßt — $ ist proportional 1/YR (R = Reynouossche Zahl). Obwohl hiernach 
für n > 0 auch ö > 0 gilt, darf die Wirkung der Grenzschicht wegen 0?u/d y? 
m 1/6? — © auch in diesem Grenzfall nicht vernachlässigt werden. 

Auch die Gl. (1b) führt zu einer wichtigen Erkenntnis. Aus ihr findet man 
nämlich mit (3a-b) und mit» — 62: Op/dy—- ö<1, was bedeutet, daß der 
Druck quer durch die Grenzschicht praktisch konstant ist. Der Druck p ist deshalb 
in der ganzen Grenzschicht praktisch derselbe wie in der Potentialströmung an 
der Außenseite der Schicht, wo man p in der Regel durch die Berechnung der 
Potentialströmung bestimmen kann. Das heißt aber, daß der Druck p (folglich 
auch Ip/dx) für die Grenzschicht als gegebene Größe anzusehen ist. 

Mit der letzten Aussage ist der Inhalt der Gl. (1b) erschöpft, so daß man für 
die Bestimmung von u und v die Gleichungen (la) und (lc) hat. Diese sind - in 
dem angenommenen ebenen Fall - die Differentialgleichungen der Grenzschicht: 


du ‚Qu, „u __ Non, ‚Ru j 
are u 
u IV 
+ (4b) 


mit den Randbedingungen (2a-b). 

Aus diesen Gleichungen lassen sich schon ohne Integration wichtige qualita- 
tive Schlüsse ziehen, die nicht nur im Fall ebener Wände gültig sind. Bei einer 
stationären Strömung (du/dt = 0) gilt an der Wand wegen Gl. (2a) und (4a) 


Beer, (9) 


d.h., die Krümmung des (einem festen x entsprechenden) „Geschwindigkeits- 
profils‘ uw = u(y) in unmittelbarer Nähe der Wand wird durch den gegebenen 
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Druckanstieg Op/dx bestimmt. Im Falle einer Strömung, in der Op/dx bei x, 
negativ, bei x, Null, bei x, positiv und bei x, noch größer ist, sind die Ge- 
schwindigkeitsprofile 1-4 in Abb.190a dargestellt; bei x, steht die Tangente 
senkrecht zur Wand, bei x, tritt in der Wandnähe eine Rückströmung ein. Das 
entsprechende, in Abb.190b veranschaulichte Stromlinienbild (in der Grenz- 
schicht) bedeutet, daß die von links kommenden, wandnahen Flüssigkeits- 
teilchen nur bis zur Stelle x, gelangen, weil sie dort keine kinetische Energie 


©, 


Abb. 190 


besitzen, um gegen den steigenden Druck anlaufen zu können. Die Folge ist eine 
Ablösung der Flüssigkeit von der Wand: die Teilchen werden von der Stelle x, 
in das Innere der Flüssigkeit hineingeführt, wohin sie die in der Grenzschicht 
entstandenen Wirbel mit sich tragen und dadurch den schon erwähnten Wirbel- 
raum (das dritte Gebiet) bedingen. Die Ablösung — die mit Rücksicht auf die 
Wirbel auch als Wirbelablösung bezeichnet wird - ist nach dem Obengesagten 
dort zu erwarten, wo die Flüssigkeit gegen steigenden Druck anlaufen muß, d.h., 
wo die Stromlinien sich erweitern; bei einem umströmten Körper ist das auf der 
Rückseite des Körpers der Fall. 


3. Das Problem des Strömungswiderstandes hängt eng mit den obigen Über- 
legungen zusammen, doch ist es zweckmäßig, zuerst kurz die Ergebnisse zu er- 
wähnen, die auf diesem Gebiet die Theorie der idealen Flüssigkeiten erhalten 
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hat. Wir legen dabei die in $ 87,1 behandelte ebene Strömung um einen Kreis- 
zylinder zugrunde und erinnern an die symmetrische Stromlinienverteilung in 
Abb.177, die das paradoxe Resultat ergibt, daß die resultierende Druckkraft 
und somit der Widerstand gleich Null ist. Das gleiche gilt nach den Rechnungen 
für eine ebene Platte; es sei hier bemerkt, daß auf eine schräg zur Stromrichtung 
stehende Platte ein Drehmoment wirkt, das sie - in Übereinstimmung mit der 
Erfahrung - senkrecht zur Stromrichtung zu stellen sucht. (Auf der ähnlichen 
Wirkung einer nichtstationären Strömung beruht die Messung der Schallstärke 
mit der RAYLEIGHschen Scheibe.) 

Bei der Strömung um eine Platte führt die symmetrische Stromlinienvertei- 
lung auch zu einem anderen paradoxen Resultat: es ergeben sich negative 
Drucke, unter deren Einfluß die Flüssigkeit zerreißen müßte. Diese Schwierig- 


Abb. 191 Abb. 192 


keit wurde behoben, nachdem HELMHOLTZ nachwies (1868), daß in reibungs- 
freien Flüssigkeiten Unstetigkeitsflächen (Diskontinuitätsflächen, Trennungs- 
flächen) existieren können — in denen die tangentiellen Komponenten der 
Geschwindigkeit einen Sprung machen -, die allerdings instabil sind. Solche Un- 
a. entstehen im Fall der Platte an den scharfen Rändern A und 

B (Abb.191), und diese Flächen AA’ und BB’ trennen die bewegte Flüssigkeit 
von dem „Totwasser‘‘ (ruhende Flüssigkeit mit konstantem Druck). Unter 
der Annahme eines sich bis ins Unendliche erstreckenden Totwassers 
konnte KIRCHHOoFF (1869) mit der Methode der konformen Abbildung zeigen, 
daß die Platte einen dem Quadrat der Relativgeschwindigkeit bzw. dem 
Staudruck 0v2/2 proportionalen Widerstand erfährt (quadratisches Widerstands- 
geseiz),der aber wesentlich kleiner als der beobachtete Wert ausfiel. (Mit der 
gleichen Methode läßt sich übrigens auch das Problem eines ebenen Flüssig- 
keitsstrahles behandeln, der sich beim Durchtritt der Flüssigkeit durch eine Öff- 
nung bildet, und es gelang, die in $ 83,4. erwähnte Kontraktion des Strahles zu 
berechnen.) 

Eine Trennungsfläche kann analytisch als eine Wirbelschicht (8 85,4) auf- 
gefaßt werden; anschaulich kann man sie sich als eine Flüssigkeitsschicht vor- 
stellen, auf deren Teilchen wie auf kleinen Walzen die beiden Strömungen an- 
einander hingleiten. Über die Entstehung dieser (im letzteren, physikalischen 
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Sinne gemeinten) Wirbelschichten gibt aber die klassische ‚reibungslose Hydro- 
dynamik“ keinen Aufschluß, da nach den HermnHorTtzschen Wirbelsätzen in 
idealen Flüssigkeiten keine Wirbelbildung möglich ist. 

Anders ist es, wenn die Reibung berücksichtigt wird; dann führt — wie wir 
gesehen haben - die Grenzschichitheorie zur Bildung von Wirbelschichten (eine 
solche ist in Abb.190b bei x, vorhanden), die sich vom Körper ablösen. Eine 
Ablösung tritt nicht nur bei scharfen Rändern wie A und B in Abb.191 ein, 
sondern nach dem oben Gesagten auch an einer stetigen Berandung, falls der 


Abb.193 


Druckgradient genügend groß ist. Im Falle eines Kreiszylinders sind die beiden 
Ablösungsstellen etwa die Punkte A und Bin Abb.192, deren Lage auf Grund 
der Grenzschichttheorie bestimmt werden kann (was aber gar nicht einfach 
ist). 

Die aus der Grenzschicht bei A und B heraustretenden Wirbelschichten sind 
aber — nachweislich - äußerst instabil, sie lösen sich kurz nach ihrem Entstehen 
in einzelne Wirbel auf. Um diese hinter der umströmten Platte (bzw. Zylin- 
der) entstehenden Wirbel der theoretischen Behandlung zugänglich zu machen, 
nahm KäArmAn (1911) an, daß diese Wirbel als isolierte „Wirbelpunkte“ 
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(Schnittpunkte der unendlich langen Wirbelfäden mit der Zeichenebene, 
$ 85,4) eine unendliche „Straße“ wie a oder b in Abb.193 bilden (KArmäAnsche 
Wirbelstraße). Unter Berücksichtigung der Wechselwirkung der Wirbelpunkte 
($ 85,4) konnte KArMAN - mit der Methode der kleinen Schwingungen ($ 42), 
durch schwierige Rechnungen - zeigen, daß nicht die Anordnung a, sondern die 
alternierende Anordnung b stabil ist, falls für das Verhältnis der Straßenbreite A 
zum Abstand ! der Wirbelpunkte die Beziehung h/l = 0,283 gilt. Diese Be- 
ziehung und das entsprechende: Stromlinienbild (Abb.193c) wird vom Experi- 
ment sehr gut bestätigt. Es ergab sich ferner, daß sich das obige Wirbelsystem 
- infolge der gegenseitigen Beeinflussung der Einzelwirbel -- mit einer Geschwin- 
digkeit v, < v bewegt (v = Relativgeschwindigkeit von Körper und der von 
ihm in großer Entfernung befindlichen Flüssigkeit); so bleibt ein bestimmter 
Wirbel immer weiter von dem Körper zurück, und es bilden sich abwechselnd 
links und rechts immer neue Wirbel. Auf dieser periodischen Ablösung von 
Wirbel beruhen z.B. auch das Summen der Telegraphendrähte im Wind und 
die sogenannten Miebtöne. 

Die KArmänschen Rechnungen ergaben für die Platte und den Zylinder 
‚einen 0v? proportionalen Widerstand, dessen Wert (sozusagen als Folge der 
„Saugwirkung“ der hinter dem Körper befindlichen Wirbel) bedeutend größer 
als der aus der erwähnten KırcHuortzschen Theorie folgende Wert ist und gut 
mit der Erfahrung übereinstimmt. 

Da die ständige Erzeugung .der Wirbel — die Energie und Impuls mit sich 
führen - eine Arbeit erfordert, gilt allgemein, für beliebig geformte Körper, daß 
der Widerstand eines umströmten Körpers entscheidend durch die Wirbel auf 
seiner Rückseite beeinflußt wird. Man bezeichnet den durch die Wirbelbildung 
bedingten, der Dichte o der Flüssigkeit proportionalen Anteil als Widerstand 
gegen Trägheitskräfte oder Form- oder Druckwiderstand; er kann den bei 
„schleichenden“ Bewegungen ($ 93,1) praktisch allein vorhandenen, 7 pro- 
portionalen Zähigkeits- oder. Reibungswiderstand bei weitem überwiegen, ande- 
rerseits kann er aber durch Verhinderung der starken Wirbelablösung — wie bei 
den ‚„Stromlinienkörpern‘‘ — weitgehend herabgesetzt werden. Da hiernach der 
Gesamtwiderstand W, den man gewöhnlich in der Form (93, 10) 


We cf (6) 
2 

schreibt, im allgemeinen Fall einen zu oe und einen zu n proportionalen Anteil 

enthält, hängt die Widerstandsziffer c, vondem Verhältnis v =n/e, d.h. nach 

dem Ähnlichkeitsgesetz von der REynoupsschen Zahl R = !v/v ab ($ 93.2). 

Theoretisch läßt sich c,, zur Zeit außer bei den oben erwähnten ‚ebenen Fällen“ 

(Platte, Zylinder) kaum berechnen. 


4. Der dynamische Auftrieb; Entstehung der Zirkulation. Wenn die Richtung 
der ungestörten Parallelströmung nicht mit einer Symmetrierichtung des um- 
strömten Körpers zusammenfällt, so erfährt der Körper außer dem Widerstand 
- der Kraft in Richtung der ungestörten Strömung - auch eine Querkraft oder 
Auftriebskraft, die im Falle einer ebenen Strömung und bekannter Zirkulation 
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nach der KUTTA-SuuKkowskischen Formel (87,33) berechnet werden kann. 
[Mit Rücksicht auf die Widerstandsformel (6) wird für den Betrag A der Auf- 
triebskraft — insbesondere bei Tragflügeln — die Formel: 


A= 050 (7) 


mit einer: Auftriebsziffer c, verwendet. Das Verhältnis W/A = ce, - die so- 
genannte Gleitzahl — läßt sich bei Tragflügeln bis etwa 0,05 herabdrücken; c, 
und c, hängen stark von dem ‚„Anstellwinkel‘ ab.] 

Wir haben noch von der Entstehung der Zirkulation zu sprechen, worüber die 
Theorie der idealen Flüssigkeiten keine Auskunft geben kann. Die Zirkulation 
kommt bei einem Tragflügel mit mehr oder weniger scharfer Hinterkante B 


Abb. 194 


(siehe Abb. 194) etwa auf folgende Weise zustande. Wird der Flügel in Bewegung 
versetzt, so tritt in den ersten Augenblicken im Außenraum eine einfache Po- 
tentialströmung ohne Zirkulation auf. Von den zwei Strömungen aber, die in 
der Grenzschicht auf der Ober- und Unterseite des Flügels verlaufen, erreicht 
die obere Strömung die Hinterkante mit kleinerer Geschwindigkeit als die 
untere Strömung, da in der Grenzschicht die Reibung mitwirkt und die Ober- 
seite länger ist. Infolgedessen bildet sich hinter dem Punkt B eine Unstetig- 
keitsfläche, d.h. eine Wirbelschicht aus. die aber nicht stabil ist und sich 
schnell zu einem sogenannten Anfahrwirbel - indem aus der Abbildung ersicht- 
lichen Drehsinne — aufrollt; dieser Wirbel erzeugt um sich herum eine Zirkula- 
tion im gleichen Sinne. Nun muß die Zirkulation längs einer geschlossenen 
Kurve Ü, die den Tragflügel und den Anfahrwirbel im weiteren Abstand um- 
schließt (in welchem Abstand schon mit einer idealen Flüssigkeit gerechnet 
werden darf) nach dem THomsonschen Zirkulationssatz (85,6) dauernd Null 
‚sein, da sie vor der Bewegung sicherlich Null war. Das bedeutet aber, daß um 
den Tragflügel eine Zirkulation von gleicher Größe wie um den Anfahrwirbel 
aber mit entgegengesetztem Drehsinn entstehen muß. Diese Zirkulation, die 
sich demnach in gleichem Maße allmählich wie der Anfahrwirbel ausbildet, be- 
wirkt eine Geschwindigkeitszunahme an der oberen und eine Abnahme an der 
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unteren Seite so lange, bis die Geschwindigkeit der oberen und die der unteren 
Grenzschichtströmung im Punkte B gleich geworden sind. Alsdann fließt der 
Anfahrwirbel (der ja nicht weiter „gespeist“ wird) mit der Strömung ab, die 
Zirkulation um den Tragflügel bleibt erhalten. 

Die für die Entstehung der Zirkulation wesentliche Bedingung, daß die Wir- 
belablösung nicht symmetrisch erfolgt, wird bei dem Macnus-EKffekt ($ 87.2) 
durch Rotation des Kreiszylinders erreicht. Rotiert nämlich der Zylinder mit 
geeigneter Winkelgeschwindigkeit etwa im Uhrzeigersinne (siehe Abb. 192). so 
wird dadurch - aus leicht verständlichen Gründen — die Ablösung im Punkte A 


Mn b 


Abb. 195 


vermieden, in der Umgebung von B dagegen begünstigt; es entsteht ähnlich wie 
bei dem Tragflügel nur ein Wirbel und somit bildet sich auch die Zirkulation 
ganz entsprechend aus. 

Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, fließt bei dem Tragflügel die 
Strömung im stationären Zustande an der Hinterkante glatt ab (Abb. 195b). 
Das ist gerade die Bedingung, durch die die Größe der Zirkulation bestimmt ist. 
Bei zu kleiner bzw. zu großer Zirkulation würde der hintere Staupunkt auf der 
Ober- bzw. Unterseite des Flügels liegen (Abb. 195a bzw. c, vgl. auch 887,2); in 
beiden Fällen müßte die Flüssigkeit die scharfe Kante herumströmen, was auch 
nach der Erfahrung nicht möglich ist. 
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Die „ebene Tragflügeltheorie‘‘ kann mehrere wichtige Vorgänge nicht er- 
fassen. So bedingt z.B. die endliche Spannweite des Flügels einen Druck- 
ausgleich zwischen der Oberseite und der Unterseite an den beiden seitlichen 
Enden, der zur Wirbelbildung führt und eine ungleichmäßige Verteilung des 
Auftriebes sowie einen erheblichen Widerstand (induzierter oder Randwider- 
stand) zur Folge hat. Die „dreidimensionale Tragflügeltheorie“, die den Flügel 
durch geeignet verteilte Wirbel ersetzt, kann den Widerstand und die Auftriebs- 
verteilung über die Spannweite berechnen. Die moderne Hydrodynamik, zu 
deren Entwicklung die Grenzschichttheorie wesentlich beigetragen hat, konnte 
noch viele von den hier auftretenden Problemen in befriedigender Weise lösen. 


ANHANG 


ELEMENTE DER VEKTORRECHNUNG 


$ 95. Vektoralgebra 


1. Der Begriff des Vektors. Größen, die durch die Angabe einer einzigen Maß- 
zahl - und der gewählten Maßeinheit — vollständig bestimmt sind, heißen ska- 
lare Größen oder kurz Skalare. Beispiele hierfür stellen die Zeit, das Volumen, 
die Temperatur usw. dar. 

. Es gibt aber auch Größen, zu deren Festlegung mehrere Zahlenangaben er- 
forderlich sind. Sagt man z.B. nur, daß der Punkt P - man denke an einen 
kleinen Körper - geradlinig um 2:.cm verschoben wird, so hat man dadurch die 
Endlage P’ des Punktes keineswegs: eindeutig 
bestimmt. Dazu muß außer der Länge oder dem 
Betrag PP’ = 2 cm noch die Richtung im Raume 
(durch die Angabe von zwei Winkeln) vorgegeben 
werden, d. h., die „Verschiebung“ des Punktes 


ist erst durch die gerichtete Strecke PP' _festge- 


Abb. 196 


legt. Zwei vorgegebene Verschiebungen PA A und 


PB können zu einer einzigen Verschiebung zusammengesetzt werden, die von 
der Reihenfolge der Teilverschiebungen unabhängig ist (Abb. 196). Verschiebt 


man den Punkt von P’nach A und von dort in der durch PB gegebenen Rich- 
tung um die Strecke AC = PB nach C - oder umgekehrt, zuerst nach B und 


dann nach C -, so ist dies äquivalent der „resultierenden“ Verschiebung PC, 
die aber nicht etwa durch Addition der Beträge PA und PB, sondern durch die 
dargestellte ‚Parallelogrammkonstruktion‘ erhalten wird. 

Solche durch drei Zahlenangaben bestimmte Größen („höhere Zahlen‘), die 
sich durch gerichtete Strecken — Pfeile — veranschaulichen lassen und die sich 
wie die. oben angegebenen Verschiebungen zusammensetzen, nennt man (nach 
HamıLTon, 1843) Vektorgrößen oder kurz Vektoren. Beispiele dafür sind 
— außer der Verschiebung — die Geschwindigkeit eines Punktes, die an einem 
‚materiellen Punkt angreifende Kraft usw. Den ‚Vektor A“ bezeichnen wir mit U 


(andere übliche Bezeichnungen: A, A, A), seinen Betrag mit |W] oder A. Der 
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Betrag oder auch die „Länge“ A des Vektors X ist gleich oder proportional der 
Länge ‚der X darstellenden gerichteten Strecke und ist - vom „Nullvektor“ 
abgesehen - stets eine positive Zahl, die auch die Dimension bzw. die Maß- 
einheit zum Ausdruck bringt, z.B. A = 5 cm s!. Eine allgemeinere Definition 
des Vektors werden wir später kennenlernen, es folgt aber bereits aus dem 
Obigen, daß Größen, die man zwar durch einen Pfeil darstellen kann, die aber 
die angegebene Zusammensetzungsregel nicht befolgen, keine Vektorgrößen 
sind (Beispiel: die „endlichen Drehungen“ eines starren Körpers, $ 46,3). 
Zwei Vektoren (gleicher Dimension) werden dann und nur dann als gleich 
angesehen, \ = B, wenn sie dem Betrage und der Richtung nach überein- 
stimmen, d.h., wenn sie sich durch Parallelverschiebung zur Deckung bringen 
lassen. Auf den „Anfangspunkt‘‘ kommt es also bei den Vektoren selbst nicht 


Abb. 197 


an. Bezüglich der physikalischen Wirkungen einer vektoriellen Größe kann 
aber die Lage des Anfangspunktes wesentlich sein, z.B. ist es nicht gleich- 
gültig, an welchem Punkte eines starren Körpers die Kraft angreift. Je nach- 
dem, ob der Anfangspunkt ohne Änderung der Wirkung übertragbar ist oder 
richt, lassen sich freie und gebundene Vektoren unterscheiden, und man spricht 
von einem. linienflüchligen Vektor, wenn er nur in seiner eigenen Richtung ver- 
‘schoben gedacht werden darf. (Ein freier Vektor ist z.B. die Translations- 
geschwindigkeit eines starren Körpers, ein gebundener die Geschwindigkeit 
einer Flüssigkeitsströmung in einem bestimmten Raumpunkt, ein linien- - 
flüchtiger die an einem Punkte des starren Körpers angreifende Kraft.) 


2. Die Addition von Vektoren wird entsprechend der oben beschriebenen Zu- 
sammensetzung der Verschiebungen definiert. Man erhält daher die Summe 
(Vektorsumme, Resultante, Resultierende) A +8 der Vektoren Y und 8 mit 
Hilfe der aus Abb. 197a ersichtlichen Parallelogrammkonstruktion, oder ein- 
facher, indem man an den Endpunkt von X den Vektor B anfügt und vom 
Anfangspunkt von X den Vektor zum Endpunkt von ® zieht, siehe Abb. 197b. 
Ähnlich läßt sich zuA +9 ein Vektor & addieren usw. Wie man sich leicht 
überzeugt, ist die obige „geometrische Addition“ kommutatw: A +B = Bd + 
sowie auch assoziativ: AÜH+B) +E=- ABO =-BM+O), vgl. 
Abb. 198. | 

Unter dem Vektor —QU versteht man einen Vektor mit dem gleichen Betrag 
wie U, aber von entgegengesetzter Richtung. Somit kann auch die Differenz 
U—-B=A+(— DB) gebildet werden, siehe Abb. 199. - Aus der Additions- 
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regel folgt: ItA+B +8 + .- = 0, so bilden die Vektoren W, B, E,... ein 
geschlossenes Vieleck. | 

Das Produkt aus einem Skalar k und einem Vektor X ist ein Vektor, der den 
Betrag |%k|A hat und dessen Richtung derjenigen von X gleich oder ihr ent- 
gegengesetzt ist, je nachdem, ob k positiv. oder negativ ist. 


Abb. 198 Abb.199 


Einheitsvektor heißt ein Vektor vom Betrage 1. Der in Richtung von W fal- 
lende Einheitsvektor ist offenbar 


=; alsogiltt AU= Ae,. (1) 


3. Die Komponenten des Vektors. Sind e,, &,, e, drei gegebene, aus dem Punkt O 
gezogene Einheitsvektoren, die nicht in einer Ebene liegen (Abb. 200), so kann 
jeder Vektor W folgendermaßen dargestellt werden!): 


A= Ale + A, + Ae, (2) 


Man sieht leicht ein, daß diese 
Zerlegung des Vektors A bei ge- 
gebenen e,, ®z, €, eindeutig ist. 
Die skalaren Größen Al, 4A?, 4? 
heißen die (schiefwinkligen) Kom- 
ponenten des VektorsX in bezug 
auf die Grundvektoren e&,, &a, £g 
oder aufdasdurch diese bestimmte 
schiefwinklige Koordinatensy- 
stem. (Genauer: Man nennt AI, 
A® und A? kontravariante Kompo- Abb. 200 
nenten, während die Projektionen 
von X auf e,, &, &; — die X ebenfalls eindeutig bestimmen — den sogenannten 
kovarianten Komponenten proportional sind. Im Falle der im folgenden an- 
gewendeten rechtwinkligen Komponenten sind diese beiden Arten der Kom- 
ponenten identisch.) 

Als Grundvektoren wollen wir jetzt die drei wechselseitig aufeinander senk- 
rechten Einheitsvektoren i, j, £ wählen, deren Richtungen mit den z-, y-, z- 


1) Die oberen Indizes bei den Größen .4!, A?, A? werden aus den in 8. angegebenen 
Gründen verwendet. 
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Achsen eines rechtwinkligen Koordinatensystems zusammenfallen mögen 
(Abb. 201). In der (2) entsprechenden Gleichung 


Y=Air+Ai+ At (3) 


sind die (positiven oder negativen) skalaren Größen A,. A,. 4, die rechtwink- 
ligen Komponenten des Vektors X in bezug auf die (als dimensionslos ange- 
sehenen) Grundvektoren i, j,T oder auf das durch diese bestimmte rechtwinklige 
m Koordinatensystem Oxyz.?) Unter 
Komponenten verstehen wir von nun 

an rechtwınklige Komponenten und 

schreiben gelegentlich für den „Vek- 

tor X mit den Komponenten .A,, A,, 

A,“: A{A,; Ay, A,}. Wir vereinbaren 

— wie es für das später folgende wich- 

tig ist —, immer ein rechtshändiges Ko- 


{ ordinatensystem (Rechtssystem) anzu- 
wenden, dessenpositive X, Y,Z-Achsen 
' durch Daumen, Zeige- und Mittelfinger 

der rechten Hand angezeigt werden 

können. Die Komponenten A,, A,, A, 

Ä x sind die Projektionen des Vektors X 


0 4 A,% auf die Achsen, d.h., sie sind die Ko- 

Abb. 201 ordinaten des Endpunktes von WA 

(bzw. — wenn der Anfangspunkt von 

A nicht mit dem Ursprung O des Koordinatensystems zusammenfällt — die 
Differenzen der Koordinaten des End- und Anfangspunktes von W). 

Der vom Ursprung O des Koordinatensystems nach einem Punkt P weisende . 


—> 
VektorO P = r - mit der Dimension einer Länge - heißt Ortsvektor oder Rarius- 
vektor des Punktes .P. Seine Komponenten sind die Koordinaten x, y, z von P., 


Sind Größe und Richtung von X gegeben, d.h., sind A und die mit den 
Achsen eingeschlossenen Winkel (U, x), (U, y), (U, 2) (zwischen 0 und z) oder 
die drei Richtungskosinusse cos(W, x),... bekannt, so sind die Komponenten 
A,; Ay, A, von X durch die folgenden Gleichungen eindeutig bestimmt: 

A, = Acosl, x), Ay = AcosA, y),, A, = Acos(N, 2). (5) 


Umgekehrt ist der Vektor A durch seine Komponenten eindeutig bestimmt. Der 
Betrag von X ist nämlich (durch zweimalige Anwendung des Pythagoräischen 
Lehrsatzes, siehe Abb. 201) gegeben zu | 


A=-YA+A+A. (6) 
| + 
2) Vielfach werden die drei Vektoren W, = A,1,.... in Gl.(3) [und A? e,, ... in Gl. (2)] die 


Komponenten und die drei Skalare A,,.... die Koordinaten des Vektors X genannt. Es ist 
auch üblich, die drei Skalare A,,.... mit W,,.... zu bezeichnen. 
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und die Richtungskosinusse von X können mit diesem A aus Gl. (5) berechnet 
werden. [Die drei Richtungskosinusse sind nicht unabhängig voneinander, da 
zwischen’ihnen die aus (5) und (6) folgende Relation 


cos?(W, x) + cos?(A, y) + cos?(Q, 2) = 1 (7) 
besteht.] Liegt speziell Y in der xy-Ebene (Abb. 202, 4, = 0), so gilt 
A, = Acosg, A,y= Asing, A= % + 4,. (8) 


Nach dem Vorbergehenden sind zwei Vektoren dann und nur dann als gleich 
anzusehen, X=%, wenn ihre Komponenten (bei Verwendung derselben 
„Basis“ i, j, D den Bedingungen 


A,=B, 4=Bs 4A=B, () 


genügen. Eine Vektorgleichung ist. drei skalaren 
Gleichungen gleichwertig. 

Aus der Bedeutung der Komponenten als 
Projektionen folgt sofort, daß z.B. die x-Kom- 
ponente von W-+% gleich A, + B, ist: Die 
Komponenten einer Vektorsumme sind die Sum- 
men der entsprechenden Komponenten der ein- Abb. 202 
zelnen Vektoren. 

Da X durch seine Komponenten A,, A,. A, bestimmt wird, können wir 
symbolisch oder als Abkürzung für Gl. (3) schreiben 


U = (A,, Ay, 4,). (10) 


Ist 3 ein vorgegebener Einheitsvektor, so bezeichnet man - entsprechend den 
Gleichungen (5) — als Komponente von X in bezug auf den Einheitsvektor 3 (oder 
nach der Richtung 3) die Projektion von X auf 3, d.h. die skalare Größe 


A, = Acos(dl, 3). (11) 


4. Unter dem skalaren oder inneren Produkt zweier Vektoren X und B ver- 
steht man einen Skalar gleich dem Produkt aus den Beträgen beider Vektoren 
und dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels: 


AB = ABcos(, B). (12) 


Das skalare Produkt AB - für das auch die Bezeichnungen 4-3, (AB) und 
(X, 8) üblich sind — ist also das Produkt aus dem Betrag des einen Vektors und 
der Projektion des anderen auf ihn. Es gelten nach Gl. (12) das kommutative 
Gesetz AB = BU sowie das distributive Gesetz AB + EC) = AB + VAC, denn 
es ist (siehe Abb. 203) 


AB +0) =-04-00=0A0B+ BO) = B+OA-B 
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Nach der Definition (12) ist X positiv oder negativ, je nachdem, ob der ein- 
geschlossene Winkel spitz oder stumpf ist. AB verschwindet außer für W = 0 
oder B = 0 auch dann, wenn VA und B senkrecht aufeinander stehen: 


AB-0 für ALS. (13) 


Die Gleichung \8 = 0 heißt daher auch Orihogonalitätsbedingung für die Vek- 
toren X und B. — Im Falle 8 = X erhält man 


AU — Wr — 42. (14) 


Abb. 203 


Es gilt speziell für die Einheitsvektoren i, j, f des rechtwinkligen Koordinaten- 
systems 
ji=i1f=fi=0, 
| 15) 
?=-?=-P=l. 

Da nach Gl.(3) AB = (A,i+-)(B,t-+.-) ist und da man nach dem 
distributiven Gesetz gliedweise multiplizieren darf, folgt AB = A,B,i? 
+ A,Byti + --. Unter Berücksichtigung der Gl.(15) lautet also das skalare 
Produkt AB in den Komponenten von A und B ausgedrückt: 


AB —= A,B, + Ay By + A,B.- (16) 
Ein Beispiel für das skalare Produkt ist .die Arbeit, die die an einem Punkte 
angreifende Kraft bei der Verschiebung des Punktes leistet ($ 8). 


5. Unter dem Vektorprodukt oder äußeren Produkt zweier Vektoren X und B 
— Bezeichnung: [AB], [X, 8] oder Y x B - versteht man den Vektor, dessen 
Betrag zahlenmäßig gleich dem Flächeninhalt des durch X und ® bestimmten 
Parallelogramms ist, 


|[AB]| = ABsin (A, 8), (17) 
und der auf der Ebene von X und B in der Weise senkrecht steht, daß A, 8 
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und [A] (in dieser Reihenfolge!) eine ‚Rechtsschraube“ bilden; siehe Abb. 204. 
Das heißt: [AB] soll in diejenige Richtung weisen, in der sich eine rechts- 
gängige Schraube bewegt, wenn man sie entsprechend der kürzesten Drehung 
von X nach 8 dreht. | 
Aus der Definition folgt, daß das kommutative Gesetz nicht gilt, vielmehr ist 


AB] = — [BU. (18) 
Dagegen gilt das distributive Gesetz 
[A +8B,6C]= ME] + [BE]. (19) 


Dies erkennt man folgendermaßen (siehe Abb. 205). Wir projizieren das 
Parallelogramm mit den Seiten X, 8 und der Diagonale A +8 auf die zu® 
senkrechte Ebene. Vergrößern wir nun.das erhaltene Parallelogramm — dessen 
Diagonale OB’ und dessen Seiten 

Asin(W, €), Bsin (8, €) sind -im Maß- 012 

stab C’: 1 und drehen wir es in seiner 
eigenen Ebene um einen rechten Win- 
kel (in dem entsprechenden Sinne), so 
erhalten wir nach der Abbildung 
gerade die Vektoren [ÜC], [BE], 
[A +98), E]und sehen, daß der letzte 
gleich der Summe der ersten beiden ist. 


[US$] 


0 
Abb. 20 Abb. 205 


Das Vektorprodukt [A] verschwindet außer für XW=0 oder $=0 auch 
dann, wenn X und ® gleiche oder entgegengesetzte Richtung besitzen: 


A] =0 für AB. (20) 


[A] = 0 ist daher die Bedingung des Parallelismus zweier (von Null ver- 
schiedener) Vektoren X und $. Offensichtlich gilt 


AA] = 0 (21) 

und für die (ein Rechtssystem bildenden) Einheitsvektoren i, j, T speziell 
==] =0, (22) 
tl=t M=i H=ij. (23) 
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Unter Beachtung des oben Gesagten folgt für [AB] = [(A,i+ --), (B,i+ -)]: 
[8] = i(AyB,— A,B,) + 1A, B, — A,B,) +t(A,B, —A,B,) (24) 
oder in Determinantenschreibweise: 
| ij 
AB]=|A, A, 4 |- (25) 
B, By B, 
Nach Gl. (24) oder (25) lauten die Komponenten des Vektorproduktes 
AB, =4,B,— A,B, usw. (26) 


Wie wir später sehen werden (vgl. polare und axiale Vektoren, $ 97,3), ist 
das Vektorprodukt (zweier polaren Vektoren) streng genommen nicht durch 
eine gerichtete Strecke, sondern durch ein 


[£L] ebenes Flächenstück mit Umlaufsinn - durch 

eine sogenannte Plangröße - darzustellen. 

Ein Beispiel für das Vektorprodukt ist das 

aN Pi Moment einer Kraft in bezug auf einen kunkt 
al- ($ 10,4). 


6. Produkte dreier Vektoren. a) Das Pro- 
dukt ABC) ist ein zu A paralleler Vektor. 


Es ist also z.B. von (AB)E - einem zu & 
I {| parallelen Vektor - im allgemeinen völlig ver- 
schieden. 
LE 


b) Das gemischte Produkt (,Spatprodukt‘‘) 

Abb. 206 ALBE] oder [BEA ist ein-Skalar, der gleich 

dem Produkt aus dem Flächeninhalt des von 

B und & gebildeten Parallelogramms und der Strecke 0 A ist (Abb. 206), d.h. 

gleich dem Volumen des durch die Vektoren W, ®, & bestimmten Parallelepi- 

peds. Da dieses Volumen noch auf zwei andere Arten ausgedrückt werden 
kann, gilt der sogenannte Veriauschungssatz 


ABE] = DICH = CAD]. (27) 


Diese Ausdrücke liefern das Volumen - wie man leicht erkennt — mit positivem 
Vorzeichen, wenn W, B, € in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Das 
Spatprodukt (27) wird auch einfach mit ABE oder mit [U BC] bezeichnet. 

Aus der Volumenbedeutung des Spatproduktes folgt für drei von Null ver- 
schiedene Vektoren 


ABC] = 0, wenn A, B,C komplanar sind, (23) 


d.h., wenn sich W, 8, € (mit dem gleichen Anfangspunkt) in derselben Ebene 
befinden. Das ProduktX[B&] = (4,1 + Ayi + AH [(B,C. — B,C,)i + -]kann, 
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wie nach Ausführung der Multiplikation und miti?=1,ij =0,... ersichtlich 
ist, in Determinantenform geschrieben werden: 


"A; A, A, 
ABC] = | 2, B, B;|. (29) 


“ 


0% 6, 


c) Das doppelte Vektorprodukt [U[BC]] ist ein Vektor %; der einerseits auf 
dem Vektor Y und andererseits auch auf der Normalen der durch B und ® be- 
stimmten Ebene senkrecht stehen muß. % liegt daher in der Ebene von B 
und €, senkrecht zur Projektion von W auf dieser Ebene. Die x-Komponente 
von % lautet 


A,[BE], zu A,[BE], = A, (B,C, — By C,) == A,(B,;C, — B,C,)- 


Diese Gleichung läßt sich nach Addition von O0 = A,B,C, — A,B,C, auch 
in folgender Form schreiben: 


B,(A,C; Ir Ay C, =F 4,C,) C, (A, B, oe Ay By Tr A, B.) 


Diese und die beiden entsprechenden Gleichungen für die y- und 2-Komponente 
ergeben zusammen folgende Vektorgleichung, den sogenannten Entwicklungs- 
satz 


ALBEN = BICA — CAB) = BAL) — (ABC. (30) 


Durch mehrmalige Anwendung der gewonnenen Formeln kann man auch 
verwickeltere Produkte (z.B. den Skalar [ÜB][CD]) auf einfachere zurück- 
führen. 


7%. Differentiation eines Vektors nach einem Skalar. Ist der Vektor X eine 
Funktion der skalaren Größe t (z.B. der Zeit), Y = X(f), so läßt sich der Quo- 
tient aus der vektoriellen Differenz AU = At + At) — WXt) und von At bilden. 
Strebt der Quotient AX/At für At > 0 einem bestimmten Grenzwert - einem 
Vektor — zu, dann heißt dieser Vektor der Differentialguotient (die Ableitung) 
von U nach t: 


aA . Ae+A) — AM 
ae Zee en 


(Über die Auffassung von dW/dt als Quotienten der Differentiale dW und dt 
vgl. $2,5.) Unter dem zweiten Differentialquotienten von X nach t, d?X/dt?, 
versteht man den Differentialquotienten des Vektors dX/dt nach t, usw. 

Da die Definition von dX/dt in vollkommener Analogie zu der des gewöhn- 
lichen Differentialquotienten steht (es treten nur vektorielle Differenzen an die 
Stelle der skalaren), lassen sich die bekannten Regeln der Differentiation von 
Summen und Produkten ohne weiteres auf Vektoren übertragen. Eine Vektor- 
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summe läßt sich gliedweise differenzieren. Ferner gilt für das skalare und das 
vektorielle Produkt 


aA [AA dB a 
dt - +). Se 
aA] _ [aA ‚dB 
FF 2) + wg]. (33) 
Bei der letzten Regel ist wegen [ab] = — [ba] auf die Reihenfolge der Fak- 


toren zu achten. 
Die Differentiation der Gl. (3) liefert bei festen Grundvektoren i, j und f 


dA,, dA, 
er 


. (34) 


Das bedeutet, daß die Komponenten des Differentialquotienten eines Vektors 
gleich den Differentialquotienten seiner entsprechenden Komponenten sind. 
Für einen Einheitsvektor e(t) gilt für jedest: |e| = loder e?= 1. Darausfolgt 


d 
durch Differenzieren: 2 = — 0. Dies besagt bei Berücksichtigung der Eigen- 


schaft des skalaren Produktes, daß de/dt senkrecht auf e steht. Da ferner der 
Betrag der zu einem sehr kleinen dt gehörenden Änderung de nach Abb. 207 
als gleich der zu dt gehörenden Winkeländerung | do| angenommen werden 


de kann, gilt für den Differentialquotienten eines Einheitsvektors 


do 
dt 


— 


(35) 


Jeder Vektor X läßt sich nach Gl. (1) inder Form = Ae, 
schreiben. Daraus folgt | 


aU dA de, 


= —— A ; 
Abb. 207 dt di “ dt 


(36) 


Auf Grund dieser Gleichung und der Gl. (35) kann man den Vektor dX/di in zwei 
Komponenten zerlegen, in die Komponente dA/dt in Richtung von W und in 
die Komponente Ado/dt in einer zur vorigen senkrechten (und von de, be- 
stimmten) Richtung. Diese Zerlegung sowie die Gl. (35) sind besonders dann 
nützlich, wenn Y bzw. e immer in derselben Ebene bleibt. 


8. Allgemeinere Definition des Vektors. Transformation der Vektorkomponenten. 
Sind die Komponenten A,, A,, A, des Vektors X in bezug auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem gegeben, so läßt sich die Komponente von W 
in bezugauf einen beliebigen Einheitsvektor sbzw.nach einer beliebigen, durch die 
Komponenten cos (3, x), c0s(3, y), cos(3, 2) von 3 gekennzeichneten Richtung 
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berechnen. Es ist nämlich nach Gl.(11) A, = Acos(A, 3) = 3, d.h. nach 
@1. (16) 
A,.= 4A,00s(3, x) + A,cos(8. y) +:4,cos(3, 2). (837) 


Diese Beziehung ist für die Vektoren charakteristisch, so daß man den Vektor 
(im dreidimensionalen Euklidischen Raum) auch folgendermaßen definieren 
kann: Ein Vektor ist eine durch drei Daten (A,, A,, A,) charakterisierbare 
Größe, die jeder Raumrichtung einen Skalar — nämlich die Vektorkomponente A, - 
nach GI. (37), d.h. homogen-linear zuordnet. 


y ; 


Abb. 208 


Zur weiteren Vertiefung des Vektorbegriffes führen wir neben den Grund- 
vektoren i,j,f bzw. dem Koordinatensystem Oxyz ein neues System auf- 
einander senkrechter Grundvektoren i',j,f' bzw. ein neues Koordinaten- 
system Ox’y’z’ ein, das auch ein Linkssystem sein kann (siehe Abb. 208, die 
sich zur Vereinfachung auf die Ebene bezieht). Bezeichnen wir die neun Winkel 
(,9,(0,dD>---, (d, Hmit (@’, x), (&’, Y),..., (z’, 2), so erhalten wir auf Grund der 
Gl. (3) die folgenden Transformationsformeln für die Grundvektoren: 


’ =1cos(x, x) + jcos(@’, y) + fcos(«, 2), = ee (38a) 
Die Umkehrung lautet, ebenfalls nach Gl. (3): 
i—= tcos(#’, x) + jcos(y’, x) + Feosk, 2),j= -.I=.--. (38b) 
Ein Vektor X, der selbst — wie der Ortsvektor - als eine von. dem gewählten 
Koordinatensystem unabhängige (geometrisch invariante) Größe angesehen wird, 
kann nach Gl. (3) in der doppelten (analytisch invarianten) Form 
(U =) A,t zu Ayi-+ A,t= 4 Pay + Ay =: Ayt (39) 


geschrieben werden, die aussagt, daß die Änderung der Grundvektoren eine 
bestimmte Änderung der Komponenten von X zur Folge hat. Multipliziert 
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man die Gl. (39) skalar nacheinander mitt’, j,f oder setzt man in Gl. (37) der 
Reihe nach t’, j, für 3 ein, so ergeben sich die Transformationsformeln für 
die Vektorkomponenten : 


Ay = 4A,008(x, x) + Aycos(x’, y) + A,cos(x’, 2), Ay =, Ay =. (40a) 
Multiplikation der Gl. (39) mit i, | und F liefert die Umkehrformeln 
A, = Aycos(x’, x) + Aycos(y’, x) + Aycos(e, 2), Ay=,A,='-. (40b) 


Diese Formeln sind ebenso aufgebaut wie die Transformationsformeln (38a-b) 
für die Grundvektoren. | 
Insbesondere gilt für die Komponenten x, y, zbzw. x’, y’, 2’ des Ortsvektors r: 


x = xcos(x’, x) + yeos(xX, y) +zcos(x’,2),, Y=-, !=+-. (4l) 


Diese aus der analytischen Geometrie bekannten Formeln der „orthogonalen 
Koordinatentransformation“ geben den Zusammenhang zwischen den alten und 
neuen Koordinaten an, wenn der Übergang von dem einen Koordinatensystem 
in das andere einer Drehung und Spiegelung des Koordinatensystems entspricht; 
Spiegelung ist nur beim Übergang. zwischen einem Rechts- und einem Links- 
system erforderlich (Näheres siehe in $ 97,2). 

Auf Grund der Gl. (40a) und (41) kann man definieren: Ein Vektor (im drei- 
dimensionalen Euklidischen Raum) ist die Gesamtheit von drei Größen (A,, Ay. 
A,), die sich bei orthogonalen Transformationen des Koordinatensystems wie die 
Koordinaten verhalten (bzw. wie die Koordinatendifferenzen, falls auch Trans- 
lationen des Koordinatensystems zugelassen sind). 


Wir geben noch ohne ausführlichen Beweis die Verallgemeinerung der Formeln (38a) 
bis (406) für den Fall an, daß der Vektor N auf ein schiefwinkliges Koordinatensystem bzw. 
auf eine Basis mit den (nicht komplanaren, d. h. linear unabhängigen) Grundvektoren &> 
e&,, &, bezogen wird [vgl. Gl. (2)]. Die neuen nicht komplanaren Grundvektoren e e1> 62, & 
werden durch die (38b) entsprechenden drei Gleichungene, = JE, +4, +de,,.. 
oder kurz durch 


= NV de, (k=1,2,3) (42) 
k 


eingeführt, wobei die Koeffizienten cr die RE der alten Grundvektoren e, im 
neuen System sind. Die Desminans c der c® ist wegen der linearen Unabhängigkeit von 
&> 2, €, von Null verschieden. Auf Grund de (39) entsprechenden Gleichung 


1-2 #u=24e (43) 


und der Theorie der linearen Gleichungen lassen sich die Transformationsformeln für die 
Grundvektoren und die Komponenten. "bestimmen: 


e =2ue %y, 6= Seen (44) 
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Hierbei bedeutet ci den durch die Determinante c dividierten Minor des Elementes c inc. 
Wie man sieht, riesen sich jetzt die Vektorkomponenten anders als die Grind: 
vektoren. Allgemein heißt jedes Größensystem, das sich wie die Grundvektoren e, trans- 
formiert, zu den Grundvektoren kogredieni oder kavariant schlechthin!), während jedes 
Größensystem, das sich wie die Vektorkomponenten A? transformiert, zu den Grund- 
vektoren kontragredient oder kurz kontravariant genannt wird. Es ist üblich, kovariante 
Größen durch untere, kontravariante Größen durch obere Indizes zu kennzeichnen. 
Führt man neben der gegebenen Basis e, , e,, e, auch die sogenannte reziproke Basis el, 
e?, e3 ein, die durch die Gleichungen 


set=0 für i#k und ,e=1 (k=1,2,3) (46) 


definiert wird, so läßt sich zeigen, daß die Pe rohen Grundvektoren ei ein kontravariantes 
Größensystem und folglich die zugehörigen Komponenten A, ein kovariantes Größen- 
system bilden. A!, A?, A® sind die unter (2) erwähnten kontravarianten, A,, A,, A, dagegen 
die kovarianten Komponenten des Vektors: 


YA=- A, =-d Le. (47) 


Die Transformationstheorie der Vektoren ermöglicht die Erweiterung des Vektor- 
begriffes auf Räume, die eine höhere Dimensionszahl und eine von der Euklidischen ver- 
schiedene Metrik besitzen. Der so verallgemeinerte Vektorbegriff spielt z.B. in der Rela- 
tivitätstheorie eine wichtige Rolle. 
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1. Skalares Feld und: Vektorfeld. Ist eine skalare Größe U bzw. eine Vektor- 
größe v für jeden — z.B. durch den Ortsvektor r oder durch die rechtwinkligen 
Koordinaten x, %, 2 festgelegten — Punkt des Raumes oder eines Raum- 
gebietes definiert, so ist, wie man sagt, durch die Funktion U= U(h) 
— Ul(x, y, 2) ein skalares Feld, durch die Vektorfunktion vd = p(r) = d(x, y, 2) 
ein Vektorfeld bestimmt. Das bedeutet, daß bei einem skalaren Feld jedem 
Punkte des Feldes - jedem ‚„Aufpunkt‘“ - ein Zahlenwert, bei einem Vektorfeld. 
aber drei Zahlenwerte (z.B. v,, v,, v,) zugeordnet werden. Enthält die Feld- 
funktion U bzw. vd auch die Zeit t explizit. U(t, t) bzw. p(r, t), so spricht man 
von einem zeitlich veränderlichen, sonst von einem zeitlich konstanten Feld. Bei- 
spiele für skaläre Felder sind die Dichte- und Temperaturverteilung in der 
Atmosphäre, für Vektorfelder das Schwerkraftfeld und die. Geschwindigkeits- 
verteilung in einer Flüssigkeitsströmung. Im folgenden werden wir uns auf zeit- 
lich konstante Felder beschränken und stets annehmen, daß alle Feldfunktionen 
(U, v,v,....) und ihre vorkommenden Differentialguotienten eindeutig und stetig 
sind. 

Zur Veranschaulichung eines skalaren Feldes. U.(x, y, 2) können die Niveau- 
flächen dienen. Eine bestimmte Niveaufläche besteht aus Punkten, für die die 


1) Als kovariant bezeichnet man auch Gleichungen, die bei Transformation un- 
geändert bleiben. | 
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Funktion U einen festen Wert, z.B. c, besitzt, die Gleichung dieser Niveau- 
fläche lautet also U(x, y, 2) = c. Gibt man c verschiedene Werte, so erhält man 
die Schar der Niveauflächen des skalaren Feldes. 

Ein Vektorfeld v(x, y, 2) läßt sich im allgemeinen (in „quellenfreien‘ Ge- 
bieten, siehe 5.) durch die Feldlinien (Vektorlinien) veranschaulichen. Das sind 
Kurven, deren Richtung in jedem ihrer Punkte mit der Richtung des Feld- 
vektors b zusammenfällt. Vielfach denkt man sich die Feldlinien so dicht ge- 
zeichnet, daß ihre Zahl pro Flächeneinheit (senkrecht zur Richtung von v) 
an jeder Stelle den Betrag von v angibt. Ist speziell d in einem Gebiete G räum- 
lich konstant — die Feldlinien sind dann parallele Geraden -, so heißt das 
Feld in @ homogen. (Beispiele für Niveauflächen und Feldlinien - Kraftlinien, 
Stromlinien, Wirbellinien — finden sich in $$ 9 und 82.) 


2. Der Gradient eines skalaren Feldes. Der Nablaoperator. Besitzt die skalare 
Feldfunktion U in einem Punkte P(x, y,2) den Wert U(x, y,2) — der kein 
Extremwert sein soll —, so erfährt sie nach der Differentialrechnung beim Fort- 
schreiten zu einem beliebigen benachbarten Punkt P’(x +dxz,y-+dy,z + d2) 
die Änderung 
_ 9U U OU ur oU 


Die rechte Seite kann man nach Gl. a 16) als skalares Produkt zweier Vek- 


toren auffassen. Der eine Vektor lautet PP =d 3{dx, dy, dz} und der andere 
der Gradient von U: grad U A U/dx,d Ujdy, A U/dz} oder 


OU .0U OU 


gradU = i — d4 Ep 


Somit lautet Gl. () 
dU =gradU- d3 = |gradU | ds cos(grad U, d2). (3) 
Daß gradU tatsächlich ein Vektor ist, erkennt man z.B. in folgender Weise. 


Wir bezeichnen den Einheitsvektor in der Richtung von d3 mit 3, so daß .d3 
= öds und dx = dscos(3, x) usw. sind. Dann folgt aus Gl. (1): 


dU oU Ä oU oU 
TE aan z 4. 
FF Ep cos(3, 2) + 27 cos(3, y) + ds cos (3, 2) (4a) 
oder 
A (4b) 


ds 


Die erste Gleichung besagt aber, daß durch das Zahlentripel O U/dx, 09 U/dy, 
OU/dz) jeder Raumrichtung 3 ein (von der Wahl des Koordinatensystems 
unabhängiger) Skalar d Ulds zugeordnet wird, und daher stellend U/dx, 9 U/dy, 
0 U/dz nach dem bei Gl. (95,37) Gesagten die Komponenten eines Vektors dar. 
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Die Bedeutung von grad U läßt sich leicht aus Gl. (3) oder @1.(4b) ablesen. 
Wählt man als d3 speziell einen Vektor d3,, der in die Niveaufläche U = c fällt 
(Abb. 209), so folgt aus EU = grad Ud2, = 0: gradU i d3, d.h., grad U steht 
senkrecht auf der Niveaufläche. Ferner folgt aus Gl. (4b), daß der auf die Längen- 
einheit bezogene Anstieg dU/ds als skalares Pro- 
dukt von grad U und 3 seınen größten Wert dann 
annimmt, wenn der Einheitsvektor 3 oder der Vek- 
tor d3 in die Richtung von grad U fallen. Dieser 
. größte Wert ist der Betrag von grad U. Wir fassen 
zusammen: grad U ist ein Vektor, dessen Richtung 
mit der Richtung des größten Anstiegs des Skalars U 
übereinstimmt und dessen Betrag diesen größten An- 
stieg pro Längeneinheit angibt. Nach G].(4) ist die 
auf die Längeneinheit bezogene Änderung von U 
‚ın einer beliebigen Richtung 3, d.h. der „Differen- ufu.ya)-c h 

UrdU 


tialquotient d Ulds (oder OU |ds) von U nach der Rich- 
tung 3“, gleich der Komponente von grad U in dieser 
Richtung. Wie man sieht, hat der Vektor grad, Abb. 209 
der. sıch von dem in der Physik oft gebrauchten 
Gefälle nur dem Richtungssinn nach unterscheidet, einen anschaulichen und 
von dem Koordinatensystem unabhängigen Sinn. 
Nach Gl. (2) läßt sich grad U auffassen als das „Produkt“ aus einem sym- 
bolischen oder formalen Vektor, dem sogenannten Nablaoperator 


IR ı ©, 9) _ 
ee 0) 
und der skalaren Funktion U. V hat ebenso wie ein wirklicher Vektor In- 
varianiencharakter, da sich seine „Komponenten“ ö/dx, 0/8 y, 0/2 bei ortho- 
gonalen Transformationen des Koordinatensystems wie die Koordinaten x, %, z 
verhalten. Es gilt nämlich nach der Kettenregel und nach GI. (95,41) [bzw. der 
Umkehrung, vgl. Gl. (95, 40b)]: 


d. 0x 0 oy 9 02 0 
dx de du’ de du ' de 
. ö YO: 0 . 1) 
= cos(®, ) 5, + cos(&', ir + cos(X, 2), (6) 


usw. Daher hat nicht nnr das Produkt von V mit dem Skalar U, d.h. der Vektor 


‚OU 92 U 


einen vom N unabhängigen Sinn, sondern -'nur die zwei 
nächst einfachen Fälle genommen - auch das skalare sowie das vektorielle 
Produkt von V mit einem Feldvektor v. Das skalare Produkt von V mit v - ein 
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Skalar — heißt die Divergenz von dv: 


Ov, dv, 


Vop [oder 01-2 2, + — Ep 


— divv, (8) ° 


und das Vektorprodukt von V mit v - ein Vektor - heißt die Rotation von v: 


Or, Ov,\ .:. (0%,  Ov, Ov, Op, 
[Vo] (oder Vx 0) = 155 — Ge) + + 2) 


— rotb. (9) 


Mit den hier nür formal eingeführten Größen divp und rot werden wir uns 
später ausführlicher befassen. 


3. Linienintegral im Vektorfelde. Wir betrachten zwischen zwei Punkten 
P,(t,) und P,(t,) des Vektorfeldes p(r) eine beliebige Kurve C, die wir uns aus 
den vektoriellen. Bogenelementen d3 (Richtung von P, nach P,) zusammen- 
gesetzt denken (Abb. 210). Multiplizieren wir jedes d3 skalar mit dem zu- 
gehörigen b und summieren diese Produkte vd3 = v,ds, so gelangen wir im 

Limes d3-— 0 zu dem über die Kurve C 
erstreckten Linienintegral (Kurvenintegral) 


[vas oder Kr 


oder = z (10) 


fw, dx + v,dy + v,dz), 
A) 


Abb. 210 das natürlich im allgemeinen außer von 

den Grenzen t, und t, des Integrations- 

wegs C auch von diesem selbst abhängt. [Bedeutet beispielsweise d = d(t) die: 

Kraft, die einen Massenpunkt längs C von P, nach P, bewegt, so stellt der Aus- 
druck (10) die von der Kraft geleistete Arbeit dar, siehe $ 8.] 

Man kann den folgenden wichtigen Satz beweisen: Das Linienintegral (10) ist 
dann und nur dann unabhängig vom Weg (hängt also nur von der Lage des Anfangs- 
und Endpunktes ab), wenn sich der Vektor v als Gradient einer eindeutigen 
skalaren Funktion U darstellen läßt, d.h. für 


OU OU OU 
b = grad U ( = Öx , y= day’ ®, = en E (11) 
Gilt nämlich Gl. (11), dann ist nach (3) vod3 = grad Ud3 = dU, also 
7 L | 
[pas = [AU = Un) — Ut). (12) 
I, T, 


d.h., das Linienintegral ist als Differenz der zu den Punkten P, und P, ge- 
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hörenden Werte von U wirklich unabhängig von dem Wege, auf dem man von 
P, nach P, gelangt. Ist umgekehrt das Integral (10) vom Wege unabhängig, so 
können wir jedem Punkt Pt) des Feldes einen Skalar U(r) zuordnen: 


UW)=U,+ [vds, (13) 


wobei U, den (beliebig vorschreibbaren) Wert von U in einem Punkt r, be- 
deutet. Verschiebt man den Punkt P(r) um eine kleine Strecke dr nach P’(r’), 
dann beträgt die Änderung von U nach Gl. (13): U(r’) — U(t) = dU = vdır; 
andererseits ist aber nach Gl. (3) dU = grad Udt, folglich muß v = grad UT sein. 
Damit ist unser Satz bewiesen. (Er wird z.B. 
bei „konservativen‘ Kraftieldern angewendet, 
wo man die Funktion — U als Potential be- 
zeichnet, siehe $ 9.) 

Die Unabhängigkeit des Linienintegrals (10) 
vom Wege ist gleichbedeutend mit dem Verschwin- 
den des über eine geschlossene Kurve erstreckten 
Integrals (,,Randintegrals“‘) 


OLE 
[= $v,ds= $ (w,dz + v,dy+ v,d2)], (14) 


denn der Wert U, — U, des Integrals über die 
Kurve C von P, bis P, (Abb. 210) ergibt zusam- 
men mit dem Wert U, — U, des Integrals über die 
gestrichelte Kurve von P, bis P, den Wert Null. 


Abb. 211 


4. Die Rotation (Rotor) und der STOKzssche Integralsatz. Wirbelfreies Vektor- 
feld. a) Bei dem speziellen, aus einem Skalarfeld U abgeleiteten Vektorfeld 
pvp = grad, für das 6 v,ds = 0 ist, folgt aus G]. (11) durch Differenzieren, daß 
die drei Größen 

o%V, 9%, 9, 9, GO, Gr, 


u a 9%. 9x’ 9x 9y. 


(15) 


überall verschwinden. Bei einem allgemeinen Feld v können wir hingegen daran 
denken, daß diese Größen einen für das Feld v charakteristischen Vektor be- 
stimmen. Um dies zu untersuchen, betrachten wir das Integral $v,ds bzw. 
zunächst nur seinen in Gl. (14) vorkommenden Anteil $v,dx. Der geschlossene 
Integrationsweg sei eine in der nächsten Umgebung des Punktes P verlaufende 
ebene Kurve, und der durch d 3 bestimmte Umlaufsinn bilde mit dem Normalen- 
einheitsvektor n der umschlossenen kleinen Fläche f eine Rechtsschraube 
(Abb. 211). | 
Die Funktion »v,(x, y, 2) kann in einer hinreichend kleinen Umgebung von 
P(0,0,0) durch den linearen Teil ihrer TAyLorreihe dargestellt werden: 
[dv 0V Ov 
entleert 2) y + ) (16) 
z ö °%), dy), | 02), 
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Somit gilt 


ds, ‚den Pdr+ (5 


2) Pedz r 52,8 ydz-+ (52), Pra=- (17) 


Die ersten beiden Glieder der rechten Seite verschwinden wegen 


fis-en-e Brae-|5] =0. (18) 


Die Randintegrale $ id und 6 zdx sind, mit richtigen Vorzeichen genommen, 
offenbar die Projektionen der Fläche f auf die xy- bzw. x2-Ebene. Nimmt man 
etwa wie in Abb.211 an, daß die Winkel (n, z) und (n, y) spitze Winkel sind, so 
ist auf Grund von Abb.212a und b leicht ersichtlich, daß. $ ydx den entspre- 


N 


VO fer 
ET 


Abb. 212 


chenden Flächeninhalt mit negativem, $zdx dagegen mit positivem Vor- 
zeichen liefert. Wir erhalten also 


Dydz = — fcos(n, 2), © zdz = fcos(n, y), (19) 


und diese Gleichungen bleiben - wie man leicht erkennt - für jede Normalen- 
richtung bestehen. 


- Die Gl. (17) ergibt daher (bei Weglassen der Indizes 0) 


$ v,dt= en cos (n, y) — n cos (n,2)| f. (20) 


Wenn wir die für die Integrale $ v,dy und $ v,dz geltenden entsprechenden 
Formeln - die aus (20) durch zyklische Vertauschung folgen - zu Gl.(20) 
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addieren, erhalten wir 


Bade — & (v,dx + v,dy + v,d2) = R _ 2) cos(n, x) 


.(9r, 60%, dv, Or, 
+ (5: er Ge) eostm y) + (5 2) cos (N, ) f- (21) 


Diese Beziehung gilt streng [mit Rücksicht auf die in Gl.(16) verwendete 
Näherung] nur für Limes f— 0: 


Ov, ö 
au 7 ® v,ds = 5 — ze) cos(n, 2) +. (22) 


Auf Grund dieser Gleichung können wir die drei Größen (15) als Komponenten 
eines Vektors ansehen, da das Zahlentripel (15) die im Anschluß an GI. (95, 37) 
erwähnte Eigenschaft hat. Es ordnet jeder Raumrichtung n einen (vom Ko- 
ordinatensystem unabhängigen) Skalar, nämlich die linke Seite von Gl. (22) 
zu. Dieser Vektor (axialer Vektor. siehe $ 97,3) heißt die Rotation oder der Rotor 
von db und wird mit rot bezeichnet. Er hat - in Übereinstimmung mit Gl. (9) - 
die rechtwinkligen Komponenten 


_ du  Ory Ov, 9, 09% 60», 


Be Pre 


Da dig G1.(22) nach dem eben Gesagten die Komponente von rotv in Rich- 
tung n, rot,v, angibt, enthält Gl.(22) auch die ‚‚koordinatenfreie‘‘ Definition 
der Rotation: 


1 : 
.ot,„p = lim — 0 v,ds. (24) 
J>V0 f 


Hier und bei Gl. (23) handelt es sich offenbar um die Werte der Komponenten 
von rotp in jenem Punkt P, auf den die Randkurve der kleinen Fläche f beim 
Grenzübergang zusammengezogen wird. Daß der in Gl. (24) und Gl. (22) stehende 
Limes existiert und unabhängig von der Form der geschlossenen Kurve ist, folgt 
aus der Gl. (22), bei der die auf der rechten Seite stehenden Ableitungen nach 
unserer Voraussetzung existieren. | 

Für die anschauliche Bedeutung der Rotation erwähnen wir das folgende Bei- 
spiel. Ein starrer Körper, etwa eine Kugel mit dem Mittelpunkt O und dem 
Radius Z, rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit w um die 2-Achse eines raum- 
festen O xyz-Koordinatensystems. Dadurch ist in einem kugelförmigen Raum- 
gebiet ein a db definiert. v ist z.B. in den Punkten des 
Kreises «+ y?=r? (rs R®) der xy-Ebene tangential gerichtet und besitzt - 
den Betrag v =v, = wr. Das Integral dv, ds über diesen Kreis wird daher 
or 2rn =2w. er ergeben. Wenn wir es durch f = r*x dividieren und zum 
Limes f— 0 übergehen (was in diesem Fall an dem Wert 2 w nichts ee). 
erhalten wir für die 2-Komponente von rotb im Punkt O den Wert rot,b = 2, 
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d.h., rot,p ist gleich der doppelten Winkelgeschwindigkeit. Daher leitet sich auch 
der Name „Rotation“ ab. [Allgemein gilt nach $ 46 für die Geschwindigkeit 
eines Punktes P des starren Körpers, dessen einer Punkt 0 festgehalten wird, 


db = [ar], wobei = OP und @ der Winkelgeschwindigkeitsvektor ist. Die 
Gleichung v = [ör] lautet in Komponenten geschrieben 


= my —0Y, YEBE— 02 = Y—-yE. (25) 


‚Nach Gl. (23) erhält man hieraus rot, vd = 2w, usw., so daB für jeden Punkt des 
starren Körpers rotd = 26 gilt.] 

b) Wir betrachten im Vektorfelde v eine geschlossene Kurve C — die weder 
klein noch eben zu sein braucht — und irgendeine von dieser umrandete (gewöhn- 
liche) Fläche f, in deren allen Punkten die Funktion v endlich, eindeutig und 
stetig differenzierbar sein soll. Diese Fläche teilen wir durch zwei Kurven- 
scharen in sehr kleine Teilflächen Af, @ = 1, 2,..., m). Jeder von ihnen weisen 


wir eine Normalenrichtung n zu, 
die mit dem gewählten Umlauf- 
SEEN 
IH FR 


sinn der Randkurve C- und auch 
mit dem der Begrenzung (, von 
Pen nz Go,ds = 2, 2 $ v,ds, (26) 


Af; - eine Rechtsschraube bildet 
(Abb. 213). Dann ist das Rand- 
integral dr, ds längs C gleich der 
Summe der Randintegrale um 
sämtliche Teilflächen: 


da auf der rechten Seite jede innere Begrenzungslinie (z.B. die Grenze zwischen 
Af, und Af,, siehe die Abb. 213) zweimal mit entgegengesetztem Sinn durchlaufen 
wird und somit nur das Integral längs C übrigbleibt. Ersetzt man nun die 
rechte Seite von (26) in Hinblick auf Gl. (21) bzw. auf die Definition (24) der 
Rotation durch 


rot, Af,, (27) 


.i=l 


so begeht man zwar wegen der endlichen Af, einen Fehler, der aber - wie es 
plausibel erscheint und auch exakt bewiesen werden kann — verschwindet, 
wenn man durch immer dichtere Teilung zum Limes Af, > O bzw. m — © über- 
geht. Durch diesen Grenzübergang entsteht aus der Summe (27) das Ober- 
flächenintegral von rotb, 1 rot,pdf, und man erhält den Storzsschen Integral- 


satz 


$ vds = ‚Hrotn baf. (28) 


Das Linienintegral des Vektors v über eine geschlossene Kurve C ist gleich dem 
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Oberflächenintegral von rotp über irgendeine von C umrandete (gewöhnliche } 
Fläche f, falls diese in einem Gebiete liegt, in dem v die erwähnten Stetigkeitseigen- 
schaften hat. Für rot„vdf kann man auch rotvdf schreiben, wobei df das 
„vektorielle Oberflächenelement“, d.h. ein in die n-Richtung weisender Vektor 
vom Betrage df, ist. 

Der SToxEssche Satz lautet in analytischer Gestalt [vgl. Gl. (21)] 


& (dx +) - ([(&% = .. cos(n, x) + - df. (29) 


Vielfach wird zuerst dieser Satz bewiesen und dann mit seiner Hilfe die Rotation 
eingeführt (ähnlich wie wir bei dem in 5. zu besprechenden Integralsatz und der 
Divergenz verfahren werden). 

c) Ist in allen Punkten eines Gebietes @ rotb = 0, so wird d (in @) ein wirbel- 
freies Vektorfeld genannt. Das Gebiet @ spielt bei der Anwendung des STOKES- 
schen Satzes eine wichtige Rolle. Ist G@ ein sogenanntes einfach zusammen- 
hängendes Gebiet (z.B. das Innere einer Kugel), so kann man in ihm durch jede 
‚geschlossene Kurve C eine Fläche f legen, die sich vollständig in @ befindet. In 
einem solchen Gebiet G läßt sich der Satz (28) immer anwenden, und wenn 
speziell in G@ rot = 0 ist, so wird mit der rechten Seite.von Gl. (28) auch das 
Randintegral dv, ds Null. Gilt umgekehrt in @ für jede geschlossene Kurve 
$v, ds=0, dann muß in @ überall rotv — 0 sein. Wir können daher den 
unter 3. gewonnenen Satz in der folgenden vollständigeren Form ausdrücken: 
Damit in einem einfach zusammenhängenden Gebiet G das Linienintegral: (10) 
vom Weg unabhängig bzw. & v,ds = O ist oder v sich als Gradient einer eindeutigen 
Funktion U darstellen läßt, ist es notwendig und hinreichend, daß inG rotp =0, 
d.h. das Vektorfeld v wirbelfrei ist. 

In einem mehrfach zusammenhängenden Gebiet (z.B. in einem ringförmigen 
Gebiet) gibt es geschlossene Kurven, die solche Flächen umranden, die nicht 
vollständig zum Gebiet gehören. Dann ist die obige Schlußweise nicht ohne wei- 
teres anwendbar, und es ergibt sich, daß zwar bei rotp = 0 eine „Potential- 
funktion“ U (bzw. — U) existiert, diese jedoch mehrdeutig ist, siehe $ 84,3. 


5. Die Divergehz und der GAUSS-ÖSTROGRADSKIsSche Integralsatz. Quellen- 
freies Vektorfeld. Man denke sich in das Vektorfeld v eine Fläche f gelegt und für 
jedes Flächenelement d f mit derNormalen n das Produkt v,df oder vdgebildet. 
Durch Summieren dieser Produkte und nach dem Grenzübergang df > O erhält 
man das über die Fläche f erstreckte Oberflächenintegral des Vektors v, 


fon df oder Ru oder Io, cos{n, x) + ?,cos(n, y) + v,cos(n, 2)]df: 
(f) 63) (30a-e) 


welches „Fluß des Vektors v durch die Fläche f‘‘ genannt wird. Anschaulich be- 
deutet es die Anzahl der f durchsetzenden Feldlinien, denn durch df treten 
nach Absatz 1. v, df Feldlinien hindurch. 

Wir betrachten im besonderen das über eine geschlossene Fläche F erstreckte 
Integral, das sogenannte Hüllenintegral von v. Dabei sei n die nach außen zei- 
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gende Normale und V der von F eingeschlossene Raumbereich bzw. sein Vo- 
lumen. Zur Umformung des Anteils 


[vzeos(n, z)d} (31) 
(F) 


zerlegen wir V nach der „-Richtung in Balken von rechteckigem Querschnitt 
dydz. Einer von ihnen möge aus der geschlossenen Fläche die Elemente df, 
und df, mit den äußeren Normalen n,, 1, und mit den x-Koordinaten x,, x 


z 


Abb. 214 


ausschneiden, siehe Abb. 214. Diese beiden Flächenelemente tragen zum Inte- 
gral.(31) den folgenden Wert bei: 


Yz1C08 (N, Z)dfı + 9,2008 (n,, z)dfe. (32) 


Da (n,, x) ein stumpfer, (n,, x) aber ein spitzer Winkel ist, gilt 


cos(n,, a)dfi = — dydz, cos(n,, z)df, = dydz (33) 
und somit | 
I; 
| | Or, 
(32) = dydz(v,a — v1) = aydı | Ep dx. (34) 


Tı 


Summiert man jetzt über alle Balken, in die das Gebiet @ zerlegt wurde, so 
erhält man auf der linken Seite offenbar das gesuchte Integral (31), auf der 
rechten aber — da das Summiieren einer Integration nach % und 2 entspricht — das 
über das ganze Volumen V erstreckte Raumintegral ji J f (Ov,/döx)dxdydz. Be- 
zeichnet man das Volumelement dxdydz mit dV, dann ist also 


[ v„cos(n, 2)df = [ x dv. (35) 


(F) (V) 
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Die Gültigkeit dieser Formel bleibt — wie sich zeigen läßt — auch für kompli- 
zierter gestaltete.geschlossene Flächen bestehen, bei denen statt der oben an- 
genommenen zwei Schnitte df, und df, mehrere - endlich viele - Paare solcher 
Schnitte vorliegen. Addiert man zu Gl. (35) die entsprechenden Formeln für die 
beiden anderen Summanden in (30c) hinzu, so. erhält man die analytische 
Form des. GAUSS-ÖSTROGRADSKISchen Integralsaizes: 

Ov, 3 av 


[v„cos(n, x) + vycos(n, y) + ®, er 2 
EN (v) (36) 


Umgibt man einen Punkt P in seiner unmittelbaren Nähe mit einer ge- 
schlossenen Fläche F, so daß das eingeschiossene Volumen AV sehr klein ist, 


dann gilt die aus (36) folgende Näherungsgleichung „daf=(0v/dx-+ -)pAV 
um so genauer, je kleiner AV gewählt wird, da die Ableitungen Ov,/dx usw. 


als stetig vorausgesetzt wurden. Für 4/0 (oder F>0) erhält man 
daher einen von der Form des Volumelementes AV unabhängigen Grenzwert 


von / v„afj AV, die sogenannte Divergenz des Vektors v (im Punkte P): 


divp = im ap v„df. (37) 


(F) 


Dies ist, wie man sieht, eine skalare, vom Koordinatensystem unabhängige 
Größe, für die [nach dem’eben Gesagten und in Übereinstimmung mit Gl. (8)] 
in rechtwinkligen Koordinaten 


or, , 9% , 9% 
ae 


gilt. 
Durch die Einführung der Divergenz nimmt der Gauss- ÜSTROGRADSKIsche 
Integralsatz die Form an: 
[dt = [divoav. (39) 
pe (m) 


Das über eine geschlossene Fläche erstreckte Oberflächenintegral des Vektors v ist 
gleich dem über das eingeschlossene Volumen genommenen Raumintegral der 
Divergenz von d. 

Die anschauliche Bedeutung der Divergenz geht aus folgendem hervor. Be- 
deutet d die Geschwindigkeit einer stationären Flüssigkeitsströmung, dann 
tritt durch df in der Zeiteinheit das Flüssigkeitsvolumen v„df hindurch. Also 


liefert das Hüllenintegral | v„df - mit Rücksicht auf die nach außen zeigende 


Normale n — das aus dem Volumen P in der Zeiteinheit austretende Flüssig- 
keitsvolumen, genauer gesagt, den Überschuß des austretenden gegenüber dem 
eintretenden Flüssigkeitsvolumen. Ist die Flüssigkeit inkompressibel und sind 
in V keine „Quellen‘‘ vorhanden, so ist dieser Überschuß offensichtlich Null. 


36 Budö, Mechanik 
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[ v,.df=d. Wenn es aber in V (kontinuierlich verteilte) Quellen gibt, dann 


kann gerade der Überschuß f v„df als Maß für die Gesamtergiebigkeit dieser 
Quellen angesehen werden. Somit bedeutet der in. Gl. (37) stehende Limes von 
f v„df/V, d.h. divv, die auf die Volumeinheit bezogene Ergiebigkeit oder die 
Quelldichte im Punkt P. Daher rührt auch der Name „Divergenz“ (= Ergiebig- 
keit). Der Integralsatz (39) erscheint jetzt fast als selbstverständlich: die Ge- 
samtergiebigkeit der in V vorhande- 
nen Quellen ( [ div vav) muß gleich 


dem erwähnten Überschuß | f v„d f) 
sein. 

Mit Rücksicht auf die obige Bedeu- 
tung der Divergenz wird allgemein 
jedes Vektorfeld v, für das in allen 
Punkten eines Gebietes € divv =0 
ist, als in @ auellenfreies Vektorfeld be- 
zeichnet. 


6. Kombinationen der Differential- 
operatoren grad, div und rot. Hierbei 
ist vor allem zu beachten, daß der 

Abb. 215 unter 2. definierte Gradient nur auf 

einen Skalar, die Divergenz und die 

Rotation dagegen nur auf einen 1 Vektör anwendbar sind, und daß grad U einen 

Vektor, divp einen Skalar und rotp wieder einen Vektor darstellen. Danach 

hat z.B. rot gradU einen Sinn, nicht aber grad rot U. Bei den nachstehenden 

wichtigen Formeln geben wir in Klammern auch ihre durch den Nablaoperator 

(5) ausgedrückte Form an; dabei sei daran erinnert, daß gradU = VU, 
divvo= Vovund rot = Vxb=[Vo] ist. 

Nach dem in 4c ausgesprochenen Satz gilt 


rotgradU=0 [odr VXxVU=0], (40) 
d.h., das Vektorfeld grad U ist wirbelfrei. Ferner ist 
divrotv=0 [oder V(Vxop)=0], (41) 


d.h., das Vektorfeld rot ist quellenfrei. Nach dem Stokzsschen Satz (28) hat 
nämlich das Integral f rot, bdf für die beiden Flächen f, und f, (mit den Norma- 


len n, und n,, siehe Abb. 215), die durch dieselbe Kurve C berandet werden, den 
gleichen Wert. Das heißt aber, daß das Integral über die aus f, und f, gebildete 


geschlossene Fläche verschwindet, f rot, pdf = 0, weil die äußere Normale n 
für den Teil f, nicht n,, sondern — n, ist. Daher ist nach Gl. (39) auch das Raum- 
integral / div rotvdV = 0, und’ da dies für jedes Volumen gilt, folgt daraus 
G1.(41). Die Gl.(40) und (41) kann man auch unmittelbar durch Berechnung 
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in rechtwinkligen Koordinaten — auf Grund der Definitionen (7) bis (9) — be- 
stätigen. 

Den sehr oft vorkommenden Operator „div grad“ in div grad U nennt man 
den LAPLAcE-Operator und bezeichnet ihn mit A oder mit V2. In rechtwinkligen 
Koordinaten gilt 

0 [OU 0 [OU ° (OU\ 
U 0x 5) i dy 5) ur r 5). 
d.h. 
U MU MU 


AU =divgradU= V?U = — Er ta + 2 


(42) 


‘Wir betrachten jetzt den Vektor rot rot. Für seine x-Komponente gilt die 


Gleichung 
9 (d% _ dm) __9 (du, _ 9. 
rot,(rotb) = Er (7: u 2) dz 5 = = 


6) (5: Ov, )-( O®v, -. 


0 u 
ER Paar 73 a er reale 
| (43) 
die man mit den beiden entsprechenden Formeln in der Vektorgleichung 


rot rotd = grad divp — Av [oder Vx(Vx db) = V(Vo) — (VV)op] (49) 


zusammenfassen kann. [Die in Klammern angegebene Form folgt auch direkt 
aus dem Entwicklungssatz (95, 30).] Hier muß man aber beachten, daß der Vek- 
tor Ap durch Av = (Av,, Av,, Av,) nur für rechtwinklige Koordinaten er- 
klärt ist, denn der LAPLACE-Operator A kann nach Gl. (42) eigentlich nur auf 
einen Skalar angewandt werden. Für allgemeine Koordinaten definiert man Av 
eben durch die Gl: (44): 

Av = grad divp — rot rotp, (45) 


vgl. auch die spätere Bemerkung bei Gl. (87). 


Ausdrücke wie grad (u»), div(up) und rot(vd) — wobei u eine skalare Funk- 
tion ist - können auf Grund der Definitionen (7) bis (9) und der Differentiations- 
regel für Produkte leicht umgeformt werden. Es gilt z.B. 


Od (uv,) ou OV 


div (ub) = 37 En dr V, + ee Zn Re — (gradu, b) + u divv. (46) 


Ähnlich findet ınan auch 
rot(up) = [gradv, vo] + vrotv. (47) 


7. Die GreENschen Sätze. Man gelangt zu wichtigen Formeln, wenn man den 
GAUSS-OSTROGRADSKIschen Satz (39) auf den Vektor v = ÖgradY anwen- 
det, wobei D und W zwei skalare Funktionen mit den in 1. vorausgesetzten Ste- 
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tigkeitseigenschaften sind. Da nach Gl. (46) 
div (® gradY) = © div grad + (gradd, grad) = BAP + (gradd, grad’) 


(48) 
ist und da für die Normalkomponente. von ®gradY nach 2. die Beziehung 
0) | 
(® grad), = ® = (49) 


gilt, folgt aus GI. (39) die sogenannte unsymmetrische Form des GREENschen 
Satzes: 


fear + (gradd, grad Y)]dV = [eo df. (50) 


“ 


Sie ist natürlich auch für den Spezialfall ® — Y. gültig. 
Vertauscht man in Gl. (50) ® und I und subtrahiert die so entstehende -Be- 
ziehung von Gl.(50), so ergibt sich die symmetrische Form des GREENschen 


Salzes: 
f (BAW — wAd) dv = [ (® en y22 3m)@ n 51) 


Beide Sätze verwandeln ähnlich wie Gl. (39) « ein Raumintegral in ein Ober- 
flächenintegral. (Beispiele für ihre Anwendung. finden sich unter 8. und in 
8 84,5.) 


8. Berechnung eines Vektorfeldes aus seinem Quellen- und Wirbel feld. Einiges aus der 
Potentialtheorie. Oft ist nicht das. Vektorfeld p selbst gegeben, sondern seine Quellen und: 
Wirbel, d.h., die Funktionen 


divv=g und rotv—W (52a-b) 


sind bekannt. (Bei Flüssigkeitsströmungen z.B. handelt es sich um Quellen und Wirbel im 
engeren Sinne, die Quellen der Gravitations- bzw. der elektrischen Felder sind die Massen 
bzw. die Ladungen und die Wirbel von Magnetfeldern sind die elektrischen Ströme.) 
Bezüglich der wichtigen Frage, obsich v aus (52a-b) eindeutig bestimmen läßt, kann 
man zunächst den folgenden Satz beweisen: Ein den ganzen unendlichen Raum erfüllendes 
Vektorjeld v, dessen (räumlich verteilte) Quellen divo und Wirbel rotv in einem endlichen Ge- 
biet G liegen und überall endlich sind, läßt sich in einen wirbelfreien Bestandteil vo, und einen 
quellenfreien p, zerlegen. v, ist durch die Quellen, v, durch die Wirbel eindeutig bestimmt (bis 
auf eine additive vektorielle Konstante c ).*) Die Zerlegung lautet also 


b=b, + (53) 
mit 
rotb, = 0, divv, (= divv)=g, (54a-b) 


1) Man kann nämlich zu irgendeinem Vektor v einen beliebigen konstanten Vektor c 
hinzufügen, ohne daß dadurch rotv und divv sich verändern würden [rot (b +4 c) = rot, 
div(b + c) = divp]. Diese Willkür kann für das folgende durch die Annahme aufgehoben 
werden, daß v, und v, im Unendlichen verschwinden sollen, 
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Diesen grundlegenden Satz beweisen wir in drei Schritten: in a) wird v,, in b) bp, berechnet, 
in c) wird die Eindeutigkeit der Zerlegung nachgewiesen. 


a) Berechnung des wirbelfreien Vektorjeldes v,. Als wirbelfreier Vektor ist. v, nach dem 
Satz in 4e darstellbar durch 
v, = grad® (56) 


(oder durch vd, = — grad®). Hierbei ist ® das sogenannte skalare Potential, das durch 
G1.(56) bis auf eine willkürliche additive Konstante definiert wird, denn grad(® + c) 


Abb. 216 


= grad®d. Die Funktion ® muß wegen Gl. (54b) und divgrad = A der Poıssonschen 
Differentialgleichung oder inhomogenen Potentialgleichung 


genügen. 
Um & zu finden, gehen wir von der symmetrischen GreEnschen Formel (51) aus, in der 


1 
wir als ® die gesuchte Funktion und als die Funktion Y = > wählen. Hierbei ist r der 


Abstand des Volumelementes EV (mit der Ergiebigkeit g4V) vom Aufpunkt P, fürden 
der Wert ®(P) gesucht wird (Abb.216). DaW = 1/r in P(r = 0) eine Singularität besitzt 
-die bei der Anwendung des GREENschen Satzes nicht erlaubt ist-,muß man den Punkt P, 
‘z.B. durch eine kleine Kugeloberfläche K vom Radius a um P, aus dem Integrationsgebiet 
ausschließen. K dient als innere Oberfläche des Gebietes (V); als äußere wählen wir eine 
Kugel F vom Radius R— ». Beachtet man, daß die äußere Normale von K nach P.ge- 
richtet, d.h. hier d/dn = — O/da ist, so lautet die Greensche Formel (51) 


„ Fe 
| ı  ı R 1096 a 10 
(94, - 40) av - aa eh | zu] dt (68) 
02) (F) (X) 
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Nun ist - wie man mit Gl.(42) und mitr= Yı®+y%? E 2? leicht nachrechnen kann - 
1 | : 
a = 0 und ferner nach G1.(57) A® = g. Für das Oberflächenelement df der Kugel F 


bzw. der Kugel K kann man dj = R?d2 bzw. a’dQ setzen, wobei dQ = sin®dddg den 
‚räumlichen Zentriwinkel bedeutet [siehe z.B. G1.(55,14)]. Berücksichtigt man endlich die 


1 1% 
Gleichungen 9 — =/ OR= — 1/R?undd = da = -- 1/a?, so lautet GI. (58) 


ren a) + oreza)en (59) 
(V) 


Man sieht leicht ein,daß das Integral über Ffür R— » verschwindet. Nach dem Gauss- 
OSTROGRADSKIschen Satz (39) gilt nämlich 


font dA2—= [Fr ÄR : [arnar - \q av, (60) 
(F) (F) mn 02) 


und das Raumintegral muß nach unserer Voraussetzung - wonach das Quellenfeld y im 
Enndlichen liegt und überall endlich ist - endlich sein. Dann müssen aber 98/IR für R— 
wie 1/R® und folglich ® wie 1/R verschwinden. Das Integral über F in Gl. (59) strebt also in 
der Tat gegen Null. Läßt man andererseits den Radius a 
der kleinen Kugel K gegen Null konvergieren, so verschwin- 
‚det das zweite Glied in der letzten Klammer der Gl. (59), und 
‚das Integral über X geht gegen And (P). Somit ist das ge- 
suchte skalare Potential in einem beliebigen Punkt P: 
1 (ga 1 divo, dV 
Az gu rg, Ze 
(© (0) 


(61) 


wobei das Raumintegral über das gegebene endliche Quell- 
gebiet G - in dem q = Oist — zu erstrecken ist.. (Für das 
Raumintegral braucht man die Kugel mit dem Radius a 
nicht auszuschließen, denn das Raumintegral über die 
Kugel geht für a— 0 - mit Rücksicht auf den endlichen 
‚Wert von g und aufdV = r?drd.2 - gegen Null.) Mit © ist 
auch das Vektorfeld vd, = grad® bestimmt. 
Das Integral (61) hat die Form eines sogenannten Newrosschen Potentials. Es ist — wie 
hier ohne Beweis erwähnt sei — die einzige Lösung der Poıssonschen Gleichung (57), die 
‚im ganzen Raum endlich, eindeutig, nebst seinen ersten Ableitungen stetig ist und im Un- 
endlichen wie 1/r verschwindet; ob, == grad® verschwindet daher wie 1/r?. In Punkten 
‚außerhalb des Quellgebietes @ - für die q = 0 ist — genügt der Ausdruck (61) nach GI. (57) 
der homogenen Potentialgleichung oder LapLackschen Gleichung 


Abb. 217 


Ad=0. (62) 


Ist das Quellgebiet @ genügend klein und der Aufpunkt P weitentfernt (Abb. 217),sodaß 
in G1.(61) r als konstant betrachtet werden darf, dann gilt angenähert 


1 1 
2er [gar - Zee (63) 
(@) 
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wobei:Q die Gesamtergiebigkeit der in @ befindlichen Quellen bedeutet. Denkt man sich @ 
bei gleichbleibendem Q auf einen Punkt zusammengeschrumpft, so hat man eine punkt- 
förmige Quelle (Quellpunkt), deren Ergiebigkeit Q endlich, in der aber die Quelldichte oder 
Divergenz (wegen div = limQ/V, V — 0) unendlich groß ist. Jetzt gilt Gl. (63) streng für 
jeden Punkt P mit Ausnahme des Quellpunktes selbst. Also beträgt das Potential einer 
punktförmigen Quelle bzw. mehrerer solcher Quellen 


18 1 Q; 
®=-.;— bw 6=-—-- 24 (64) 


Ähnlich könnte man auch das Potential von anderen singulären Gebilden (linien- und 
flüchenhaft verteilten Quellen, ferner von sogenannten Dopvelquellen und Doppelschichten) 
feststellen. Exakt erhält man ihr Potential wieder mit Hilfe des GrrEnschen Satzes, wobei 
diese singulären Gebilde durch geeignete Sperrflächen aus dem Integrationsgebiet auszu- 
schließen sind. Wir gehen hier auf diese Fragen, die in die ‚Potentioltheorie gehören und ihre 
wichtigsten Anwendungen in der Blektrizitätslehre finden, nicht weiter ein. Einiges darüber 
findet man in $ 84. | 

b) Berechnung des quellenfreien Vekiorjeldes v, [siehe die G1.(553-b)]. Wir weisen vor 
allem darauf hin, daß der Vektor rotv, = ! nicht beliebig gegeben sein darf, vielmehr muß 
wegen der Identität (41) überall | 

divwv=0 (65) 


sein. Der gesuchte Vektor v, läßt sich als quellenfreier Vektor durch 
vb, = rot U (66) 


darstellen, weil dann die Bedingung (55a) identisch erfüllt wird: divv, = divro U = 0. 
Für den Vektor W, das sogenannte Vektorpotential, hat man wegen (55 b) die Bestim- 
mungsgleichung rot rot Y = m oder nach. Gl. (44) 


graddvY— AUY=M. (67) 


A wird durch G1.(66) nur bis auf den additiven Gradienten einer willkürlichen skalaren 
Funktion definiert, denn nach Gl.(40) ist rot(\ + gradU) = rot X. Man kann daher X 
noch einer weiteren (skalaren) Bedingung unterwerfen, und zwar kann, wie nachträglich 
Ereiee> wird, 

divA=0 (68) 


gewählt werden. Dann entsteht aber aus Gl. (67) 
AY=—M oder A4, = — w, usw., (69) 


d.h., man hat für die rechtwinkligen Komponenten von X Gleichungen der gleichen Form 
wie die Poıssonsche Gleichung (57). Wir können also die Lösung von Gl. (69) für den an- 
genommenen Fall - bei dem das räumlich verteilte Wirbelfeld tv ein begrenztes Gebiet @ 
erfüllt und überall endlich ist - auf Grund der GIl.(61) direkt hinschreiben. Das gesuchte 
Vektorpotential in einem beliebigen Punkt P beträgt 


ı (wdV 1 [Totv,dV 


dan! r 4 r 
(@) (a 


Mit W ist auch das Vektorfeld b, = rot X bestimmt. 


A,(P) = 
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Das Vektorpotential (70) ist - ebenso wie ® in (61) - im ganzen Raum endlich, eindeutig, 
mit seinen ersten Ableitungen stetig und verschwindet im Unendlichen wie 1/r; v, = rot X 
verschwindet daher wie 1/r?. (Für singuläre Wiürbelgebilde - linienhaft und flächenhaft ver- 
teilte Wirbel, bei denen roto, = m unendlich ist — gilt das Entsprechende des am Ende von 
a) Gesagten, vgl. auch $ 85,34.) 

Daß die Lösung (70) der Bedingung (68) genügt, läßt sich durch direkte Berechnung von 
div X zeigen, einfacher ist aber der folgende Weg. Aus Gl. (69) folgt durch Divergenzbildung 


divAX= — divm oder zusammen mit Gl.(65): AdivXY=0. (71) 


Es genügt also div U, das wır für den Augenblick mit ® bezeichnen, der LarLAackschen 
Gleichung A® = 0 oder der Gleichung Ad = q mit q = 0. Nun ist die GrEENsche Um- 
formung (59) und die daraus folgende Gl. (61) auch fürg = O0 und 8 = div gültig [denn die- 
ses ® strebt nach dem Obigen wie 1/r? gegen Null und daher verschwindet das Integral über 
F in Gl.(59) für R— ©]. Für q = 0 ergibt aber Gl. (61): ® = div Y = 0. 

c) Eindeutigkeit der Zerlegung d = d, + d.. Wir nehmenan, es gebe außer den gefundenen 
Vektorfeldern v, und v, noch zwei andere, v,’ und v,’, die denselben Bedingungen wie b, 
und bp, genügen. Dann würden die beiden Vektorfelder 


= —-d =gradd und , = —d,=rotl (72) 


nach (54) und (55) gleichzeitig wirbel- und quellenfrei sein, insbesondere wäre also divd, = 0 
und rotp, = 0, so daß die Formeln (61) und (70) © = O0 und Y = O liefern würden. Damit 
folgt aus Gl. (72) vd, = d, und vd, = d,, d.h., die Zerlegung ist in der Tat eindeutig. 

Damit ist der eingangs ausgesprochene Satz bewiesen. Nach ihm beträgt der gesuchte 
Feldvektor in einem Aufpunkt P 


wdV 


z e "gar md 
eeeyunı erad | der a vor | Anr ’ (73) 


(@) (@) 


wobei beider Gradienten- und Rotorbildung nach den Koordinaten des Aufpunktes zu diffe- 
renzieren ist. Der wirbelfreie Vektor grad® wird auch als Potentialvektor, der quellenfreie 
rot auch als solenosdaler Vektor bezeichnet. 

Handelt es sich nicht um ein den ganzen Raum erfüllendes, sondern um ein begrenztes 
Vektorfeld (wie es z.B. bei der Strömung einer durch Wände begrenzten Flüssigkeit der 
Fall ist), so reicht die Angabe von divp = g und rotd = m zu einer eindeutigen Bestim- 
mung des Feldvektors vd nicht aus. Den Grund dafür kann man - etwa den Sonderfall 
rotpd = 0 betrachtend - aus der GreEnschen Formel (58) erkennen. Das Oberflächeninte- 
gral über die unendlich große Kugel F hat jetzt keinen Sinn, da im Unendlichen das Feld v 
bzw. das Potential ® nicht definiert sind. An seine Stelle tritt das über die Begrenzung F’ 
des Feldes zu erstreckende Oberflächenintegral 


1 
do — 
10» 
0 100 df, (74) 


(F') 


das aber nicht verschwindet. Um dieses Integral und damit das Feld berechnen zu können, 
müssen noch über das Verhalten von ® oder-v.an der Begrenzung geeignete Angaben, so- 
genannte Grenz- oder Randbedingungen, vorgeschrieben sein (denen bei unbegrenzten Fel- 
dern die Voraussetzung entspricht, daB ® bzw. p im Unendlichen hinreichend stark ver- 
schwinden). Zur Bestimmung eines begrenzten Vektorfeldes hat man also eine sogenannte 
Randwertaufgabe zu lösen, vgl. z.B. $ 84,5. 
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9. Die Differentialoperationen grad, div, rot und A in krummlinigen Orihogonalkoordinaten. 
Es ist in zahlreichen Fällen viel vorteilhafter, statt des rechtwinkligen Kartesischen Koordi- 
natensystems ein anderes, zu dem betreffenden Problem besser passendes anzuwenden. Die 
Beziehungen zwischen den neuen Koordinaten g,, 93, 9, und den Kartesischen Koordinaten 
x, Y, zseien durch die Gleichungen 


= f(: 9%; 9)..„ odr 1=F,(% 9 2),..: (75a-b) 


gegeben. Wie man z.B. aus (75b) ersieht, bedeuten die Gleichungen q, = const = q,;, 
(= 1,2,3) bei festen g;, drei im allgemeinen krumme Flächen (,„Koordinatenflächen‘“) 
— bei verschiedenen Werten von g;, drei Flächenscharen -, deren Schnittpunkt P gerade 
durch das Zahlentripel (g,0> 420: 93) charakterisiert wird [ebenso wie der Punkt P(x,, Yo; 2%) 
der' Schnittpunkt der Flächen x = 2%,, y = %,, 2 = 2, ist]. Wir befassen uns nur mit dem 
Fall, in dem die drei erwähnten Flächenscharen 

aufeinander senkrecht stehen. In diesem Fall E 

spricht man von (krummlinigen) orthogonalen Ko- 
ordinaten. Die drei Koordinatenflächen g,, 93; 9; 
zusammen mit den drei weiteren q, + dgq, 
Ga + dg,, 953 + dg, bestimmen ein infinitesimales 
Parallelepiped (Abb.218). Die zu dem Schnitt- 
punkt P(q,; 92, 9,) gehörigen, aufeinander senk- 
rechten Tangenten-Einheitsvektoren e,, e,, & 
sollen ein Rechtsschraubensystem bilden. Der 
Unterschied gegenüber einem Kartesischen 
System mit den Grundvektoren i, j, f besteht 
darin, daß sich die Orientierung des Systems 
(&,, &,, &,) im allgemeinen von Ort zu Ort ver- 
ändert. 

Ist ein Vektor X als Funktion des Ortes ge- 
geben, so versteht man unter der g,-Kompo- 
nente von U im Punkt P die Projektion von 
A(P) auf e, und bezeichnet sie mit Ay, oder 
A; =1, 2, 3). In diesen Komponenten werden Summe, Skalar- und Vektorprodukt zweier 
Vektoren X(P) und B(P) offenbar ganz entsprechend ausgedrückt wie in den Karte- 
sischen Komponenten, bei den Differentialoperationen grad, div und rot gelten aber wegen 
der räumlich veränderlichen Orientierung des Achsenkreuzes (e,, e,, £,) andere Formeln. 
‚Diese könnte man natürlich durch die Transformation der Differentialquotienten 0/d x usw. 
[auf Grund der Gl.(75)] gewinnen, doch kommt man mit Hilfe der bekannten „koordina- 
tenfreien‘ Definitionen von grad, div und rot schneller zum Ziel. Dabei ist zu beachten, daß 
die Kantenlängen des Elementarparallelepipeds (Abb.218) nicht dgq,, dq,, dg,, sondern 


Abb. 218 


ds; = 9,49), ds = 9,dg, ds, = 9,dg, (76) 
betragen. Folglich lautet das Quadrat des Linienelementes 
de = Hdayitgnde+gdg, (77) 


a4 = 91959,09, 49295. (78) 


und das Volumelement 


Die g; sind Funktionen der Koordinaten g; und können in konkreten Fällen durch elemen- 
tare geometrische Überlegungen bestimmt werden (siehe z.B. $ 3,5. und Abb. 10). 
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a) Gradient. Nach der unter 2. angegebenen Deutung ist die q,-Komponente des Vektors 
grad U der Differentialquotient von U in Richtung e, (siehe Abb. 218): 


U(A)— UP) 1 AU 


grad, U = lim 9 
dqı> 0 g.dg, N 27 2) 
Also lauten die Komponenten von grad U: 
1 U 
rd, U = — i=1,2,3). 80 
adU=-- (=123) (80) 


Hierbei und im folgenden handelt es sich stets um die Werte der Differentialquotienten 
im Punkte P. 


b) Divergenz. Wir bilden im Sinne der Definition (37) den Fluß A„df des Vektors A 
durch die sechs Flächen des Elementarparallelepipeds. Der Fluß durch die Fläche PBFC 
mit der äußeren Normalen — e, ist bis auf „kleine Größen höherer Ordnung“ gegeben zu 
— A,9:9;4g9,dq,. Den Fluß durch die gegenüberliegende Fläche ADEG erhält man, 
wenn man den obigen Ausdruck mit positivem Vorzeichen und mit dem Wert q, + dg, 
der q,-Komponente nimmt. Es ergibt sich also für diesen Fluß mit Reihenentwicklung 


A, 9293 dg. dgs En er 9293) dqs dg;  dqı, (81) 


so daß der Beitrag der erwähnten beiden Flächen durch das zweite Glied von (81) ge- 
geben ist. Wenn wir zu diesem die von den’anderen Flächenpaaren herrührenden analogen 
Glieder addieren und durch das Volumen (78) dividieren, ergibt sich für die Divergenz der 
Ausdruck 


1 d Ö 0 | | 
div A 91929: 109, (A,929,) + dq, (4,9391) dg, ( 3919) (82) 


(der wegen der Limesbildung exakt ist). 
c) Rotation. Nach dem Stoxzsschen Satz (28) und nach Abb. 218 gilt z.B. für das Rand- 
integral über die geschlossene Kurve PBFCP: 


$Asds = rot, A 92949249; (83) 


(wieder bis auf einen Fehler, der bei der späteren Limesbildung verschwindet). Für die 
‘Integrale über die Stücke PB und FC bzw. für ihre Summe erhält man [ähnlich wie bei 


(81)] 
, | ä | 
J Ads + [ A,ds Ei 4A, 92:dg, — Ada, + dq, (A295) dga ° aa, 
F 


F. P 
0) we ° 
de (A,95)dg,dg,, und ebenso F Tr / =+ dq; (4,9,)d92d9; - (84) 
93 2 L 
Auf Grund der G1.(83) lauten also die Komponenten von rot X: 


0) 


1 1) 
=> - ee re p) . 85 
rot, A = 929 — d (A395) 3q. (A) usw (85) 
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d) LarLackscher Operator. Für den Skalar AU = div gradU ergibt sich aus (82) und 


(80) | 
1 0/99; 9U 0 (a0 SZ ö (mes. 
919293 3 A 99 i 0g,\ 9, 9 77 99,\9 99 Sn 


Bei dem Vektor AU hat man zu beachten, daß seine Komponenten (AX), nicht gleich 
AA, sind, sondern daß sie auf Grund der Gl. (45) bestimmt werden müssen. So gilt z.B. für 
die q,-Komponente der Ausdruck 

1 o9dıv A l 


9) 0) j 

A, = d, divX — rot, oe ne 06-5 7000| 
NER z ö a 9 og, [er sr 0q, 9. 106.%) |» 
(87) 


der sich mit Hilfe der GI.(82) und (85) berechnen läßt. 
e) Der Vektor (AV)U oder (Agrad) WA — für Kartesische Komponenten in $ 62,8 defi- 
niert — kann in den q,-Komponenten auf Grund der Umformung (81,4b) 


: 1 | 
(AV)U = 2 grad A’ — [A rot W (38) 
ausgedrückt werden. Man kann z.B. die 
1 , R j 
9,-Komponente von (YUV)A = cy grad, (A +42 + A) — (4; rot, U — A,rot,W) (89) 
durch die Anwendung der G1.(80) und (85) ausrechnen. 


Wir spezialisieren die wichtigsten der gewonnenen Formeln für zwei besonders oft vor- 
‘kommende Fälle. 


A. Zylinderkoordinaten r, $, z (siehe $ 3,4 und Abb.8 mit r an Stelle von o). 
d?=dr? + rd +d; el &=r 9-1. (90) 
oU 109U 9U 


a 21 Aulr er ar Fazer 7 on) 
18(r4,) 104... 94, 
184, 094, 8A, 04, 
Pa Pe ee 7 er 
( 
u 1 Orr) _ 84, 
DIE = Tr "9 dp i 
19/ 9U IA®U U 


B. Sphärische Polarkoordinaten r, ®, p (siehe $ 3,5, Abb.9 und 10). 
de=dr? + rd + rsinddg!; ,g=lL RS=r 9=rsind. (95) 
oU 1 oU 1 OU 


Br Feind 


r (96) 
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ed 24 BLIEN 8A 1 04, 97 
er Fr + rsin® 0% 23) nd Ip ' (97) 
es ET O ag. 0A 
u er dp |’ 

1 84, 19(rA,) e 
ur eregr pe Or dr °’ 

1 [ö(rAs) 094, | 

el dr 55]. | 

10 oU 1 ö U 1 U 

_49/,90 0 /[,,0U u j 
az r? | 5) + r: sind 0% (sind 38) r r?sin2# 99%" (99) 
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1. Begriff des Tensors. In der Physik kommen oft auch Größen vor, zu deren 
Festlegung mehr als drei Zahlenangaben nötig sind und die in die Klasse der 
„Lensoren“ gehören. Zu dem Begriff des Tensors kann man durch Verallgemei- 
nerung der in Gl. (95,37) ausgedrückten Eigenschaft eines Vektors gelangen. 
Während ein Vektor W{A,, Ay, A,} jeder Raumrichtung 3 {cos(3, x),...) oder 
allgemeiner dem Vektor 3 {s,, s,, s,} einen Skalar 


U=-W = A,s,+ AySy + A,s, (1) 


zuordnet, läßt sich ein Tensor — im einfachsten Falle - folgendermaßen definie- 
ren: Bin Tensor zweiter Stufe ist eine durch 9 Zahlenwerte bestimmte Größe 
1:4 Tzy T zz 
I: y, ei): (2) 
I; Tyy I. 
die jeder Raumrichtung oder allgemeiner dem Vektor 3(s,, S,, 5,} einen Vektor 
b (v,, d%y, v%,) homogen-linear zuordnet: 
v,= T,28; + T ;y St T ,2 82 > 
v— Tyas + Tyu Zn Tyz 8: (3) 
vd, = T,28: Z: T,y& z. T,28- 
Der Vektor v ist, wie man sagt, eine lineare Vektorfunktion von 3. Die 9 Skalare 
T x»... - kurz T;r — heißen die Komponenten des Tensors. Den Tensor (2) selbst 
werden wir gelegentlich mit T bezeichnen, so daß v als ein „Produkt“ aus T und 
3 erscheint, ähnlich wie in Gl. (1), U = W3 ist. 
Da 3 und v als Vektoren (im Gegensatz zu ihren Komponenten s,, v,,--) 


vom Koordinatensystem unabhängig sind, ist in der obigen Definition die For- 
derung enthalten, daß der Tensor T bei der Wahl eines anderen Kartesischen 
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Koordinatensystems X’ (in dem. die Komponenten von 3 und dv zu 8%; EEE 
gegeben sind) dem Vektor 3 (82; $,, 8,} wieder den Vektor d {v;, vy, v,} zu- 
ordnet. Dazu müssen sich aber, wie wir unter 3. sehen werden, die Tensorkom- 
ponenten T;; auf ganz bestimmte Weise transfermieren (T;x— T;,). Daher 
bilden 9 skalare, in eine quadratische Matrix eingeordnete Größen nur dann 
einen Tensor, wenn sie sich als Koeffizienten einer linearen Vektorfunktion der 
Art (3) deuten lassen, oder (was gleichbedeutend ist) wenn sie die in 3. anzu- 
gebenden Transformationseigenschaften besitzen. Wichtige Beispiele für physi- 
kalische Größen, die einen Tensor bilden, sind die elastischen Deformationenn 
($ 62), die elastischen Spannungen (8 63) — woher auch der Name ‚‚Tensor“ 
stammt -—, die Trägheits- und Deviationsmomente ($ 51-52) usw. 

Zur Erläuterung des Tensorbegriffes erwähnen wir noch das folgende. Nach 
896,2 ist die Änderung eines Feldskalars U(t) beim Fortschreiten um 
dr (dx, dy, dz) durch einen Vektor, nämlich durch gradÜU bestimmt: dU 
= grad Udr. Fragt man nun nach der räumlichen Änderung eines Feldvektors 
b(r), so gelten für diese offenbar die Gleichungen dv, = gradv,dr, usw. oder 


dv, = © di x + Gay = ee dr, 
dv EL dv, = 2% dz + 5 
9x “er | 
(die man mit Hilfe des Nablaoperators in der Vektorgleichung 
dv = (dtV)p [oder dv = (dr, grad)] (5) 


zusammenfassen kann). Da nach dem oben Gesagten die 9 Größen 0v,/d%,... 
einen Tensor bilden, ersieht man folgendes. Während die räumliche Änderung 
eines Feldskalars durch einen Vektor gegeben wird, wird die räumliche Änderung 
eines Feldvektors von einem Tensor zweiter Stufe bestimmt. Als Funktion des 
Ortes betrachtet, bilden 0v,/dx,... eine tensorielle Feldgröße (ein Tensorfeld), 
für deren räumliche Änderung offenbar die 27 Größen 97, ./dz,... maßgebend 
sind. Ihre Gesamtheit heißt ein Tensor dritter Stufe, dessen Komponenten drei 
Indizes. haben: T,2x2>:: Tzzz- Allgemein besitzt ein Teensor I-ter Stufe — im 
dreidimensionalen Raum - 3! Komponenten (im n-dimensionalen Raum n}). 
Der Skalar kann als Tensor 0. Stufe, der Vektor als Tensor 1. Stufe aufgefaßt 
werden. Wir verstehen im folgenden unter Tensor stets einen Tensor 2. Stufe 
(im dreidimensionalen Raum), der auch als Dyade b bezeichnet wird. 


Deutet man 3 und v als Ortsvektoren OP — —r{xz, y,2} und 'oP' — 

v {x’, y', 2’), so ist nach Gl. (3) x’ = T,.% + T;yY + Tz.2, usw. Der Tensor T 
— mit konstanten Komponenten T;;z, deren Determinante nicht verschwinden 
soll - ordnet jedem Punkt P umkehrbar eindeutig einen Punkt P’ zu, d.h., T 
vermittelt eine „Abbildung“ des Raumes r auf den Raum r’, und zwar wegen 
der Linearität eine affine Abbildung, bei der Geraden in Geraden, Ebenen in 
Ebenen übergehen und die Parallelität erhalten bleibt. (Daher wird der Tensor 
mitunter auch Affinor genannt.) 
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Ein Tensor heißt symmetrisch, wenn 
Tk= Tri ,k=x.y,2) (6) 
ist, und antisymmetrisch (schiefsymmetrisch), wenn 
Te=-Tui k=zy.2) (7) 


gilt. Im letzteren Fall sind also die „Diagonalelemente“ T,,. Tyy- T;, gleich 
Null. Aus Gl.(6) und (7) folgt, daß der symmetrische Tensor 6, der antisymme- 
trische Tensor 3 unabhängige Komponenten besitzt. 

 Bildet man in Hinblick auf die Identität 


1 1 s 
T;k en (T;r + Ti) +5 (T;r ne Ty;) (, k = x Y, 2) (5) 


2 
zwei Tensoren derart, daß die Komponenten des einen Tj; = (T;r + T;,) 2: 
die des anderen 7}; = (Ti — Tr.)/2 sind, dann ist der erste Tensor offenbar 
symmetrisch, der zweite antisymmetrisch. Wir können daher, wenn wir unteı 
der Summe zweier Tensoren den aus den Summen der entsprechenden Kompo- 
nenten gebildeten Tensor verstehen, behaupten: Jeder Tensor kann in die 
Summe eines symmetrischen und eines antisymmetrischen Tensors zerlegt werden. 
(Bezüglich eines wichtigen physikalischen Beispiels siehe $ 62.) 


2. Orthogonale. Koordinatentransformationen. Um die Aufstellung der Trans- 
formationsformeln für die T,, vorzubereiten, betrachten wir die beiden in 
8 95,8. eingeführten Kartesischen Koordinatensysteme Oxyz (oder, anders be- 
zeichnet, Ox4%2%, mit den Grundvektoren i, j, I) und Ox’y’z’ (oder Ox1 25x, 
mit den Grundvektoren ti’, j, F) und wählen für die 9 Richtungskosinusse die 
Bezeichnungen der folgenden Tabellen: 


EHE Ian = 

(2 ’ 

x a P Yı | &ı a Qıg 

’ ‘ 

Y| & Pa Ya oder %o| Rı Rga Ras (9a-b) 
! ' j 

z a I) Ayı yo Ogg 


(Es ist also z.B. cos(x, y') = cos (i, f) =&, = @,,.) Dann lauten - nach Gl. 
(95,41) und mit den’ Bezeichnungen (9b) - die Formeln für die orthogonale 
Koordinatentransformation : 


= Ya, bw = du (=1323). (10a-b) 
ß k k 


Die Summation erstreckt sich hier und im folgenden immer über die Werte 1, 
2, 3 des beliebig zu bezeichnenden Summationsindex. Die Bezeichnung ‚ortho- 
gonal‘‘ steht mit den Relationen zwischen den Richtungskosinussen im Zusam- 
menhang. Es bestehen nämlich - unter Benutzung des üblichen Symbols 


nn 
6, = 


1l 
0 fürı #k SE 
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— die Gleichungen % 
2,0, 0 bzw. Ya = Or Gk=1,2,3). (12a-b) 
1 1 


Diese sind nichts anderes als die für die Grundvektoren t’, f, E bzw. i, j, £ 
gültigen Beziehungen (9,15) ?=1,'!f=0,...bwi?=1,1j=(,..., aus- 
gedrückt durch die Komponenten von ’t',... bzw. i,..., d.h. durch die Zeilen 
bzw. Spalten von (9b) (siehe auch $ 47,1). Die Gl. (12a-b) sind sowohl für 
Rechts- als auch für Linkssysteme gültig. 

Für die weiteren Zusammenhänge ist dagegen der Unterschied zwischen 
Rechts- und Linkssystemen wesentlich. So ist z.B., je nachdem, ob dast’, f, F- 
System rechts- oder linkshändig ist, [{F] = +t‘. Diese Gleichung lautet mit 
den Bezeichnungen (9b) inKomponentendarstellung, auf dasals rechtshändig a an- 
genommene i, |, F-System bezogen: 


Kgakgg — Agkge = Fkıı: Aggkgı — Igıdaz = ERıe: 
Kpılza — Rogfgı = ds: (13) 


‚Ähnlich könnte man auch die übrigen entsprechenden Gleichungsgruppen ge- 
winnen. Aus Gl. (13) folgt für die Determinante der «,, 


Det(«,,)= +1. (14) 


Wenn wir nämlich die Determinante naun der ersten Zeue von (9b) ent- 
wickeln, erhalten wir wegen Gl. (13) + (@, + «7, + @?;) = +1. Da man ein 
Rechts- und ein Linkssystem durch reine Drehung nicht ineinander überführen 
kann, sondern auch noch eine Spiegelung durchführen muß - entweder an einer 
der Koordinatenebenen oder am Anfangspunkt („Inversion‘“) —, schließt die 
orthogonale Koordinatentransformation (10) zwei wesentlich verschiedene 
Fälle in sich, die reine Drehung und die mit Spiegelung verbundene Drehung, je 
nachdem, ob in den Gleichungen (13) und (14) die oberen oder die unteren 
Vorzeichen gelten. 


3. Transformation der Tensorkomponenten. Polare und axiale Vektoren. Wir 
geben die lineare Vektorfunktion (3) - in der wir die Indizes x, y, z durch 1, 2, 3 
ersetzen — in den oben eingeführten zwei Koordinatensystemen K und K’an: 


= Tas, U= Ton (=123. (15a-b) 


Da sich die Vektorkomponenten wie die Koordinaten transformieren (siehe 
$ 95,8),erhält man nach Gl. (10a) 


Ü= Da. m= 2 ans (16a-b) 
: | 


Wir setzen nun einerseits den Ausdruck (15a) - mit n an Stelle von i - in Gl. 
(16a), andererseits den Ausdruck (16b) in (15b) ein. Dadurch erhalten wir für 
v, die beiden Ausdrücke 


ven Z%n T,, 5 und v=)% 2 Tinn 9, (17a-b) 
- = 
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die für jeden Vektor (s,, 8g, S;) nur dann gleich sein können, wenn die entspre- 
chenden Koeffizienten von s, gleich sind: 


Das Pi; == >: Fuss (3, l = 1, IR 3). (18) 
n n 


Zur Bestimmung der T;, multiplizieren wir diese Gleichung mit «&,, und sum- 


mieren dann über !: 
2 2 %ın%ı Tnı = 2 Sr nı Tin =. (2%) Tin 
— [wegen Gl. (12a)] > 6,, Tin = Tix- (19) 


Dies sind die gesuchten Transformationsformeln für die Tensorkomponenten: 
Tr = 3 Faıkın In Gk=1 2,3). (20) 


Die T,, transformieren sich ebenso wie die Produkte A,B, der enisprechenden 
Komponenten zweier Vektoren. Für diese gilt nämlich auf Grund der Gl. (16a) 


A; Br = (2A) j (2, %yn B,) = 2 Zarı%n(A B,): (21) 


Die Gln. (20) können auch zur Definition des Tensors dienen. Kin Tensor 2. Stufe 
ist die Gesamtheit von 9 Größen, die sich bei orthogonalen Transformationen des 
Koordinatensystems in der obigen Weise transtormieren. Wir betrachten nun zwei 
wichtige Sonderfälle. 


a) Bei dem symmetrischen Tensor — der nach Gl. (20) auch in X’ symmetrisch 
ist, wenn er esin K ist — entspricht der Gleichung T,„ = T,„, in (21) offenbar 
B„ = 4,, weil A,A„ = 4,4, ist. Man kann anstatt der A, auch die sich in 
derselben Weise transformierenden Koordinaten x, nehmen. Die Komponenten 
eines symmetrischen Tensors transformieren sich also wie die entsprechenden Pro- 
dukte der Koordinaten (T,,— %,%,). Auf Grund dieser Regel läßt sich die 
Transformation sehr einfach hinschreiben [wir verwenden dabei die ursprüng- 
lichen Bezeichnungen (9a)]. Die Gleichungen 


"= se + hy ty Y=Rt + Pey + Y32; 
!=a0 + PsYy + Ya? (22) 


werden quadriert bzw. paarweise miteinander multipliziert und dann die 
Quadrate und Produkte #?, xy,...,x’%,...durch T,.: Pause T,z, . . ersetzt. 
So ergeben sich für die Komponenten des symmetrischen Tensors die Transforma- 
tionsformeln ; 
Tzz = 7 Ta: 2% 2 Pı Ten r ß% Tyy az yi Tz. 


15 =%T,,.+ (A ße F &oßı) Tu + Pıß: Tyy +" + YıYalazı-..: (23) 


Die Umkehrformeln, die der Vertauschung der Zeilen und der Spalten von (9a) 
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entsprechen, lauten 
Ta= Tr: +20, TytTyyt+08Te, 
Tyy = aPßı Tzz + (Cie + &oßı) Tay + &oßs Toy te + Taz,.... (24) 


b) Der antisymmetrische Tensor hat nach Gl. (7) drei unabhängige Komponen- 
ten — wir wählen 73, Tj3; Tg} —, so daß sich Gl. (20) auf 


Tre = (&;3%,2 — %2%3) Tao + (Kı%r3 — %3%,ı) Ta + (&2&rı — %1%e2) Toı (25) 


reduziert. Gibt man dies speziell z.B. für : = 3, k = 2an, so folgt wegen Gl. (13) 


T3, = + (&ı Tg + &ı2Tıs + %3 Tai) (26) 
oder mit einfacherer Bezeichnung (T', an Stelle von T,, usw.) 
T, = +&ıT, +%aT, +8,73). (26a) 


Hier gilt, wie unter Gl.(14) erwähnt wurde, das Plus- oder Minuszeichen, je 
nachdem, ob das System K in K’ durch eine reine oder eine mit Spiegelung ver- 
bundene Drehung übergeführt werden kann. Bei einem Vektor gilt nun nach Gl. 
(16a): 

v = %yıdı + Ra + %1303> (27) 


und dies entspricht, abgesehen vom doppelten Vorzeichen, gerade der Gl. (26) 
(auch bei den beiden anderen Komponenten). Daher verhält sich der antisymme- 
trische Tensor bei reinen Drehungen des Koordinatensystems ebenso wie ein ge- 
wöhnlicher oder ‚‚polarer‘‘ Vektor, und deshalb wird der antisymmetrische Tensor 
oft auch axialer Vektor genannt. Polare Vektoren sind z.B. der Radiusvektor, 
die Geschwindigkeit, die Kraft und der ‚„Potentialvektor“ grad ®. Das Vektor- 
produkt [AB] zweier polarer Vektoren und folglich der „solenoidale Vektor“ 
rot W = [V WA] sind dagegen axiale Vektoren, da die drei Komponenten die 
Form 
[AB], = AB, — 4A,B, (-T,, = — T,,) usw. 

besitzen. 

Zwischen polaren und axialen Vektoren besteht nach dem oben Gesagten nur 
bei Spiegelung ein Unterschied. Bei der Inversion des Koordinatensystems 
(,9,2> —%—y —2, d.h. &% = &o = 0%yg = — |], die übrigen a,, = 0) 
z.B. ändert nach Gl.(27) beim polaren Vektor jede Komponente ihr Vor- 
zeichen, beim axialen Vektor dagegen nicht. Das bedeutet, daß der den polaren 
Vektor darstellende Pfeil im Raume unverändert bleibt — wie es der Vektor- 
begriff verlangt —, während sich beim axialen Vektor, wenn man ihn ebenfalls 
durch einen Pfeil kennzeichnet, die Richtung des Pfeiles umkehrt. Man erkennt 
also, daß der Natur des axialen Vektors nicht die Darstellung durch einen Pfeil, 
sondern die Darstellung durch eine Plangröße ($ 95,5) entspricht. Da aber ein 
Übergang von rechtshändigen zu linkshändigen Systemen bzw. eine Spiegelung 
des Systems im allgemeinen nicht nötig ist, braucht man gewöhnlich auch 
zwischen den polaren und axialen Vektoren keinen Unterschied zu machen. 
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Sehr wesentlich ist aber der Unterschied im vierdimensionalen Raum, in der 
Relativitätstheorie. Dort besitzt der polare Vektor 4, der axiale Vektor (anti- 
symmetrische Tensor) 6 Komponenten. 

Während das skalare Produkt zweier polarer Vektoren ein „wirklicher“, vom 
Koordinatensystem unabhängiger Skalar ist, ändert nach dem Obigen das 
skalare Produkt aus einem polaren und 
einem axialen Vektor (also z.B. das 
gemischte Produkt A [BE€]) bei einer 
Spiegelung des Koordinatensystems das 
Vorzeichen. Eine solche Größe wird 
Pseudoskalar genannt. 


Tangentialebe.'e 


4. Tensorfläche. Hauptachsentransfor- 
motion. Der symmetrische Tensor, den 
allein wir im folgenden betrachten wol- 
len, kann geometrisch veranschaulicht 
werden, wenn auch nicht so einfach 
‚wie der durch einen Pfeil bzw. eine Plan- 

Abb. 219 größe darstellbare Vektor bzw. anti- 

symmetrische Tensor. Wir bilden auf 

Grund der Gl.(3) das skalare Produkt v&S = v,s, + vys, + v,8, und erhalten 
unter Beachtung von T,, = Ty;: 


v5 = To. +2T,y82y +" + F:.82. (28) 
Deuten wir 3 als Ortsvektor, 3 = OP = r{x, y, z}, so stellt die Gleichung 
br=fln yo) =] 0% + Tyy? + 1,2 
| HT yay + 2Ty.y2 + 2T,,ex=cont (29) 


eine Fläche zweiter Ordnung dar (bei verschiedenen Werten der Konstante eine 
Flächenschar), deren Zentrum im Anfangspunkt O liegt. Diese Fläche wird 
Tensorfläche oder auch Tensorellipsoid genannt, obwohl sie ohne nähere An- 
gaben der T',, eine beliebige Fläche zweiter Ordnung sein kann. Die Konstante 
in Gl. (29) wird, da ihre absolute Größe nur die Abmessung der Fläche beein- 
flußt, gewöhnlich gleich +1 oder —1 gewählt, je nachdem, ob der eine oder der 
andere Wert eine reelle Fläche liefert. Sie ist z.B. im Falle einer positiv-defini- 
tiven quadratischen Form gleich -+1 zu wählen. 
Nach Gl. (3) und (29) ist. 


| 1 x 
v,—= T,:% + TıyY + Tax? = 3. usw. oder db = > grad f- (30) 
Da bekanntlich grad f auf der Fläche f = const senkrecht steht, erhalten wir 
das folgende Resultat. Der Vektor v, der dem Vektor ı durch den symmetrischen 
Tensor zugeordnet ist, hat die Richtung der Normalen der Tensorfläche im End- 
punkt P von r. Daher kann man für jedes r die Richtung von dv durch die in 
Abb. 219 dargestellte Pomnsotschen Konstruktion leicht finden, indem man 
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das Lot von O auf die Tangentialebene in P errichtet. Der Betrag v von v wird 
nach Gl. (29) durch vr = vr cosd® = const (z.B. = 1) festgelegt. 

Wir fragen jetzt nach einem Vektor r. dem der symmetrische Tensor T einen 
Vektor gleicher (oder entgegengesetzter) Richtung zuordnet, für den also die 
Beziehung | 

b= Tı = /r (31) 


gilt, wobei / einen skalaren Faktor bedeutet. Es ist auf Grund der obigen Kon- 
struktion klar, daß es solche Vektoren r gibt, diejenigen, die in die Hauptachsen 
der Tensorfläche fallen. Dementsprechend ist die gestellte Aufgabe identisch 
mit dem sogenannten Hauptachsenproblem der Flächen zweiter Ordnung. [Die 
Form (31) ist aber für alle „Eigenwertprobleme‘‘ charakteristisch, wenn man den 
Inhalt von (31) folgendermaßen deutet: Es wird nach Größen r gesucht, die 
durch einen ‚Operator‘ T bis auf einen konstanten Faktor / in sich selbst über- 
geführt werden. ] | | 
Für (31) erhält man nach Gl. (30) die. Komponentendarstellung 


T,2&% + TyY + Tır2 = AR 

Ty2% + Tyyy + Ty.z = Ay (oder ST, =Am (,k=1,2,3), (32a-b) 
| = 

7,2 + 7,3 y+# T,z=42 


wenn man die in 3. benutzten Bezeichnungen wählt. Dieses homogene lineare 
Gleichungssystem hat nur dann eine von Null verschiedene Lösung (x, y, 2), 
wenn die Determinante des Systems verschwindet: 


| ss —4 14 u | 
FÜ) = | Zu a -0 (Tu=T,). (33) 
| 1% T,y I, A | 


Die Wurzeln dieser „Säkulargleichung‘‘ dritten Grades, die nagh einem algebra- 
ischen Satz alle reell sind, seien A}, Ag, A,. Wir nehmen zunächst an, daß sie von- 
einander verschieden sind, daß also - wie man sagt - keine ‚„‚Entartung‘‘ vorliegt. 
Setzen wir dann etwa A, in das Gleichungssystem (32a) ein, so bestimmt die 
Lösung dieses Systems den. zu }, gehörigen Vektor 1, {x,, Yı, 2) bis auf einen 
konstanten Faktor, und zwar sind x,, %,; 2, den entsprechenden Unterdetermi- 
nanten von F(},) proportional. Daher wird die Richtung (bzw. der Einheits- 
vekior e,) der zu A, gehörenden Hauptachse durch 


Tyy = 4 Ty: i | Ty; Tyz 


’ =]: 
T,y pe — 4 | Th Dis 


Tyr Tyy /ı 
T T 


22 .2Y 


RE (34) 


bestimmt. Entsprechendes gilt für A, und A,. Die drei A, werden als Eigenwerte, 
die zugehörigen rt, als Eigenvektoren. bezeichnet. | 

Man sieht leicht ein, daß die zu den verschiedenen Eigenwerten (A), + A,) ge- 
hörenden Eigenvektoren (t, und ı,) senkrecht aufeinander stehen. Nach Gl. (32b) 
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gilt nämlich, wenn wir jetzt die Komponenten von r, bzw. 1, mit x; bzw. xx 
bezeichnen, 
DT, = Aw und DT,,% = Ati. (35a-b) 
k k. 


Subtrahieren wir von der mit x; multiplizierten ersten Gleichung die mit x; 
multiplizierte zweite und summieren über i, so erhalten wir 


=, - Au +, +33)=-(h—A)t Ta. (36) 


Wegen A, # A, ist also 1,1 =, d.h. in der Tat 1, 1 1.. - Im Entartungsfall. 
A) = A, + A, müssen nach dem letzten Satz r, und rt, in der auf rt, senkrechten 
Ebene liegen. Die Richtung von r, (der Einheitsvektor e,) läßt sich auch in die- 
sem Fall aus Gl. (34) (mit dem Index’ 3 an Stelle von 1) bestimmen. In der zu rt, 
senkrechten Ebene erweisen sich aber alle Richtungen als gleichwertig, und im 
Falle A, = A, = A, gilt dies für alle Raumrichtungen. Die Tensorfläche ist im 
ersteren Fall eine Rotationsfläche 2. Ordnung, im letzteren eine Kugel. 

Wir legen nun die Achsen des Koordinatensystems in die oben bestimmten, 
zueinander senkrechten Hauptachsenrichtungen e,, €, €, und bezeichnen die 


aa 
Komponenten von rt (=OP) und v in diesem Hauptachsensystem O£ 92 mit X 
bzw. vz usw. Dann ist 2.B. tr, = fe, ein Eigenvektor, dem im Sinne des Obigen 
v5, = A,Ze, zugeordnet wird. Man erkennt also folgendes: Im Hauptachsen- 
system 0&792 hat der durch den Tensor vermittelte Zusammenhang (3) zwischen 
den Vektoren ı und v die einfache Form 


wehb Wh W=/s (37a) 

oder v=T% %=T)Y w=T32, (37b) 
und die Tensorfläche (29) hat die Gleichung 

(pr=) T,%? + T,9 + T,7? = const. (38) 


Im Hauptachsensystem verschwinden also die nichtdiagonalen Elemente des Ten- 
sors, während die Diagonalelemente T,, Tz, T, — die „Hauptwerte‘‘ des Tensors - 
die Wurzeln der Säkulargleichung (33) sind. Der symmetrische Tensor ist auch 
jetzt durch 6 Angaben bestimmt. nämlich durch die drei Hauptwerte und durch 
die mit 3 Daten charakterisierbare Orientierung des Hauptachsensystems. 


‚5. Die Invarianten des symmetrischen Tensors. Die drei Hauptwerte T,=4, 
haben (ebenso wie der Tensor selbst, nicht aber seine gewöhnlichen Komponen- 
ten) einen vom Koordinatensystem unabhängigen Sinn, d.h.,.sie sind Invarian- 
ten. Nach der Deutung v, = T,t, legt nämlich z.B. 7, (= },) die Proportionalität 
zweier in die Hauptachse 1 fallenden Vektoren fest. Anschaulich erhellt sich die 
Invarianz der 7‘, aus ihrer geometrischen Bedeutung. Sind etwa alle 7‘, positiv 
und wählt man die Konstante in Gl. (38) gleich 1, so ist die Tensorfläche ein 
Ellipsoid, dessen Halbachsenlängen a, b, c mit den T, durch 


T, 


| Pr I,=—:; T=7z (39) 
zusammenhängen. 
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Statt der Hauptwerte selbst, die sich als die Wurzeln von Gl. (33) nur um- 
ständlich durch die ursprünglichen Komponenten T, , ausdrücken lassen, kann 
man andere drei Invarianten bilden. Das sind die Koeffizienten von 4°, A und 4° 
in der Säkulargleichung (33), da ja bekanntlich diese Koeffizienten in einfachen 
Beziehungen zu den Wurzeln stehen. Es gilt z. B.. für den Koeffizienten von 22: 
Ait+Ag+ As Tax + Tyy + Tız- Diese Diagonalsumme heißt der Spur des 
Tensors. Somit erhält man die folgenden drei (skalaren) Invarianten des symme- 
trischen Tensors: 


I, = T zz a0 Tyy r 15; (= T, + Ts + T,); 


I, = ER Tyy + Toy T,; Hr 1,, 13; 2 a, Zu 1: T Tz.) (40) 
EERBETT EEE); 
l; = Det (T,,) (= T, T, T3); 


mit deren Hilfe manche Überlegungen vereinfacht werden können (vgl. z.B. 
68). 

Wir haben nur diejenigen elementaren Eigenschaften der Tensoren behan- 
delt, die im Text gebraucht werden. Der eigentliche Tensorkalkül —- in dem man 
mit Hilfe geeigneter Symbole und Formalismen einerseits mit den Tensoren 
selbst operieren, andererseits aber auch in nichtkartesischen Koordinaten auf 
übersichtliche Weise rechnen kann - findet in der Mechanik wichtige Anwen- 
dungen und ist für manche Zweige der theoretischen Physik unentbehrlich, 
doch geht seine Darstellung über den Rahmen dieses Lehrbuches hinaus. 


NAMEN- UND SACHREGISTER 


Abbildung, affine 573 

-, konforme 478, 486 

Abgeschlossenes System 132 

Abklingkonstante 92 

Ableitung eines Vektors 547 

—, EULERSche, funktionale 159 

Ablösung 534 

Abplattung der Erde 79, 312, 316 

Abrollen 301 

Absolute Zeit 2, 40 

Absoluter Raum 2, 40, 126 

Absolutbewegung, -geschwindigkeit, 
-beschleunigung 71f. 

Absorption des Schalls 511 

Achse, freie 276, 306, 309, 318 

Addition von Vektoren 540 

Additivität der Masse 35 

Adhäsion 437 

Adiabatische Elastizitätskonstanten 356 

— Invarianz 237 

- Kompressibilität 425, 507 

— Veränderung 355, 424 

Aerodynamik, Aerostatik 425 

Affinor 573 

Ähnlichkeit, dynamische (mechanische) 525 

Ähnlichkeitsgesetz, hydrodynamisches 520, 
525 ff. 

Aıry 494 

Aktion und Reaktion 38 

Akustik 504ff. 

Algebraisches Integral 212 

Allgemeine Koordinaten, Geschwindig- 
keiten, Impulse, Kräfte 161 ff. 

— Mechanik 3 

Allgemeines Integral (allgemeine 
Lösung) 16, 17, 21 

„am“ 112 

Amplitude 20, 112, 392, 497 


Amplitude, komplexe 23, 392 

Amplitudenfunktion 209 

Amplitudengleichung 409 

Amplitudenmodulierte Schwingung 27 

Amplitudenphase 497 

Amplitudenresonanz 99 

AnalogiezwischenHydrodynamik undElek- 
trodynamik 470 

— — Mechanik und Optik 193, 204 

-- Rotation und geradliniger Transla- 
tion 275 | 

Analyse, harmonische 31, 406 

Anfahrwirbel 536 

Anfangsbedingungen 16, 41 

Anfangskoordinaten 337 

Anfangsphase 21 

Angriffslinie der Kraft 268 

Angriffspunkt 53, 268 

Anharmonische Schwingungen 99ff. 

Anisotroper Körper 351 

- Oszillator 87, 88 

Anomale Dispersion 496, 498 

Anomalie, exzentrische, mittlere 236 

Anregung der Saitenschwingungen 406 

AnscHürtz-Kiumpre 314 

Antisymmetrischer Tensor 574 

Aperiodische Kriechbewegung 94 

Aperiodischer Grenzfall 95 

Apogäum, -höhe 248 

Arpeı 204, 288 

Approximation, sukzessive 100 

Äquatoriales Trägheitsmoment 296 

Äquipotentialfläche 47 

Äquipotentiallinien 475 

Äquivalente Kräftesysteme 268 

Arbeit 43 

—, äußere und innere 142 

— bei infinitesimaler Rotation 275 


Namen- und Sachregister 


Arbeit der Zwangskräfte 58, 63, 144, 151 
-, elementare (infinitesimale) 43, 139 
-, virtuelle 62ff, 143ff. 

AÄRCHIMEDES 4, 132, 145, 272 
ARCHIMEDESsches Prinzip 429 
ARISTOTELES 272 

Arm der Kraft 54 

Assoziatives Gesetz 540 
Astronomische Nutation 313 

— Störungstheorie 212, 237 

Äther 40 

Atmende Kugel 509. 

Atmosphäre, Höhe 428 

-, physikalische 427 | 
Arwoopsche Fallmaschine 67, 146, 300 
Aufpunkt 296, 459, 551 

Auftrieb 85, 429 

-, (hydro)dynamischer 483, 535 
.Auftriebsfläche 430 | 
Auftriebszentrum 429 

Auftriebsziffer 536 
Ausbreitungsvektor 392 

Ausfluß 454 

Ausgleichspendel 299 

Auslenkung 20 

Ausschlag 20 

Äußere Arbeit 142: 

— kinetische und potentielle Energie 141,142 
- Kräfte 128, 342 

— Reibung 304, 516 

—- Spannungen 342, 350 

Äußeres Produkt 544 
Ausströmungsgesetz, Bunsensches 454 
Axialer Vektor 577 

Axialkräfte 53 

Axiom,. BoLTzMmAnNsches 350 

Axiome, NewTonsche 31ff., 130 
Axiomatische Methode 40 

Azimut 13 

Azimutale Quantenzahl 237 


Bahn 6 

Bahnbeschleunigung 11 
Bahnelemente, DELAUNAYsche 236 
Bahngeschwindigkeit 10 

Bahnkurven, -linien 200, 448, 450, 493 
Balken, einseitig eingespannter 378ff. 
— mit gleichmäßig verteilter Last 382 
-, zweiseitig unterstützter 382 
Ballistik, ballistische Kurve 85, 86 
Ballistische Rakete 244 
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Ballistisches Galvanometer 93 

Barometrische Höhenformel 428 

Bedingt periodische Bewegung 30, 118, 232 

Bedingungsgleichungen, holonome, nicht- 
holonome, skleronome, rheonome 58, 59, 
128, 148, 149, 159 | 

Begleitendes Dreikant (Dreibein) 10 

Beharrungsvermögen 32 

Benetzung, vollkommene 437 

BERNOULLI, DANIEL 451 

-, JAKOB 378 

-,.JOHANN 49, 145, 156 

BERNOULLI-EULERsches Biegungs- 
theorem 381 

BERNoULLische Gleichung (Strömung) 451, 
452 

— Lösung (Saitenschwingungen) 401, 404 

Berührungstransformation 180 

Beschleunigung 7, 339 

-, absolute 74 

— höherer Ordnung 8 

-—, Komponenten 9f. 

-, lokale 339 

-, Telative 74 

-, substantielle (totale) 339 

Beschleunigungsgesetz, NEwTonsches 34, 
342, 350 

Beschleunigungsvektor 7 

Besseusche Differentialgleichung 414 

- Funktionen 414, 494 

Betrag eines Vektors 539 

Beugung des Schalls 511 

Bewegung, absolute 71 

- auf vorgeschriebener Fläche (Kurve) 55, 
57, 68, 81 

-, beschleunigte 18 | 

-, ebene 11, 254, 256, 259, 277 | 

-, eingeschränkte (gebundene, unfreie) 55 ff., 
291 

-, fortschreitende 253 

-, freie 41, 54 

-, geradlinige 17, 79ff. 

-, gleichförmig geradlinige 17, 31 

-, periodische 20ff, 227 ff. 

-, Telative 71 

-, sphärische 254, 256, 258, 286 

Bewegungsamplitude 509 

Bewegungsbauch, -knoten 510 

Bewegungsenergie s. kinetische Energie 

Bewegungsgleichungen des Massen- 
punktes 41, 55, 56 
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Bewegungsgleichungen des starren Kör- 


pers 265, 277, 286, 290 
- elastischer Körper 363, 385 
-, HamıtTtonsche (kanonische) 172ff. 
-, Integrale 138, 143, 167, 178 
-, Integrationstheorie 172 
-, kinematische 6 
—, LAGRANGEsche, 1. Art 56, 149 
-, —, 2. Art 162ff., 225, 288 
-, Newroxsche 128 
-, reine 267, 291 
Bewegungsgröße 34 
Bewegungsreibung 304 
Bewegungsschraube 255 
Bewegungsstabilität 227 


Bezugspunkt, Wechsel 137, 254, 271, 304 


Bezugssystem (Bezugskörper) 5 

-, bewegtes 70 ff., rotierendes 78 

Biegung (s. auch Balken) 378 ff. 

-, gleichförmige 383 

Biegungslehre, technische 378 

Biegungsmoment 380 

Biegungspfeil 381 

Biegungsschwingungen 386, 416 ff. 

Biegungssteifigkeit 381 

Biegungstheorem, BERNOULLI-EULER- 
sches 381 

Biegungswellen 508 

Bilder, Methode der 561 

Bindung, einseitige 59, 65, 146, 149 

-, starre 253 

‚—, zweiseitige (s. auch Bedingungs- 
gleichungen) 59, 65 

Binnendruck 432 

Binormale 10 

BioT-SAvArtsches Gesetz 471 

BLasıus 519 

Brasıussche Formeln 485 

BLOCHINZEW 41 

BoHLın 237 

Bohrreibung 303 

Bonkzsche Quantentheorie 237 

BOLTZMANN 288 

BoLrtzmannsches Axiom 350 

BOoYLE-MARIOTTEsches Gesetz 424 

Brachistochrone 156 

Brechung des Schalls 511 

Breitenkreis 13 

BROGLIE. DE 209 

Bruns 212 

Bunsensches Ausströmungsgesetz 454 


CArDanısche Aufhängung 263, 304 

Carnortscher Energieverlust 240 

CARPENTER 251 

CASTIGLIANOsches Prinzip 368 

CAucHy 235, 352, 503 

CaucHY-RıiEMannsche Differential- 
gleichungen 474 

CAVENDISH 38, 48 

CGS-System 36 


- CHANDLERsche Nutation, — Periode 313, 


316 
Charakteristische Funktion 195 
CHasLEsscher Satz 255, 271 
CarLapnısche Klangfiguren 422 
CoMPTox-Effekt 241 


"CorIOoLIs 43 


Coriolisbeschleunigung 74 
Corioliskraft 75, 78, 119, 312 
COUVETTE-Strömung 519 
CouroMssches Kraftfeld 104, 237 
— Reibungsgesetz 59 
CUNNINGHAM 525 


D’ALEMBERT 132 

D’ALEMBERTsche Lösung (Saite) 398, 401 

- (Trägheits-)Kraft 66ff., 145 

D’ALEMBERTsches Paradoxon 481 

- Prinzip 63, 66, 143 ff., 266, 362, 443 

Dämpfung von Schwingungen 92 

— - Wellen 396 

Dämpfungskonstante, -verhältnis 92 

Deformation 326, 331 

-, eigentliche (reine) 332 

-, homogene 378 

-, lineare 330 

-, —, infinitesimale 331 

Deformationsarbeit 356 

Deformationsellipsoid 334 

Deformationsenergie 353 

Deformationsgeschwindigkeit 338, 513 

Deformationsgrößen 332 

Deformationstensor 332 

Deformierbarer Körper 3, 326 ff. 

Dehnung 335, 370 

Dehnungsfläche 332 

Dehnungsschwingungen 386, 416 

Dehnungs-Spannungs- Beziehung 352, 
360, 385 

Dehnungstensor 332 

Dekrement, logarithmisches 92 

DrLAUNAY 237 
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DerLAaunavsche Bahnelemente 236 

Descartes 1, 3, 32 

Determiniertheit 42 

Deviationsmoment 276, 279, 294 

Deviationswiderstand 312 

Dichte 130, 134, 340 

Dichteschwankung 505, 508 

Differential 8 

-, vollständiges (totales, exaktes) 46, 140 

Differentialgleichung 16, 42 

Differentialprinzip 155, 195, 201 

Differentialquotient eines Vektors 547 

- in einer Richtung 553 

Differenzton 103 

Dilatationsgeschwindigkeit 339 

Dilatationstensor 332 

Dilatationswelle 394 

Dimension 8 

Dipol, -moment 460 

Direktionskraft 87 

Direktionsmoment 299, 377 

DiriıcaLertscher Stabilitätssatz 226 

DiricHLETsches Paradoxon 481 

Diskontinuitätsfläche 473, 533 

Diskontinuumstheorie 326 

Diskusscheibe 313 

Dispersion 491, 508 

—, normale, anomale 496, 498. 

Dissipationsfunktion 225, 514 

Dissipative Kräfte 50 

Distributives Gesetz 543 

Divergenz (div) 554, 561, 570 

div grad 563 

div rot 562 

Div (Vektordivergenz) 348 

Doppelpendel 217 

Doppelquelle, -ebene 477 

—, Moment 460, 567 

Doppelschicht 461, 567 

DoPpPLer-Effekt 511 

Drall (s. auch Drehimpuls) 54, 134 

Drehachse, momentane (instantane) 256, 
305 

Drehgeschwindigkeit s. Winkelgeschwin- 
digkeit 

Drehimpuls 54, 134 

— des starren Körpers 284 

-, Erhaltung 54,.135, 137 

Drehimpulsachse 305 

Drehimpulssatz 54, 135, 266, 349 

Drehmoment 54, 135 


Drehpaar 256 

Drehschemelversuche 136 

Drehschwingung 299, 300 

Drehspiegelachse 357 

Drehstoß 238 

Drehung (s. auch Rotation) 254 

— des Koordinatensystems 550 

-, elementare (infinitesimale) 257 

-, endliche 258 

— um einen Punkt 254 

Drehvektor s. Winkelgeschwindigkeit 

Drehwaage von Eötvös 37 

Drehzahl 16 

Dreikant (Dreibein), begleitendes 10 

Dreikörperproblem 143, 212 

— ebenes, eingeschränktes, LAGRANGE- 
sches 212 

Drillung 374ff. 

Drillungsschwingung 300 

Druck 372, 423 

-, hydrodynamischer 444 

-, hydrostatischer 426 

-, isotroper (PascAusches Gesetz) 423 

-, statischer 452 

Druckamplitude 509 

Druckbauch, -knoten 510 

Druckenergie 452 

Druckfeld(-verteilung) 426 

Druckfunktion 426, 450 

Druckgleichung 450, 451, 458 

Druckhöhe 453 

Druckkraft 372, 423, 527 

Druckschwankung 505 

Druckspannungen 345° 

Drucktensor 423 

Druckwiderstand 535 
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Durchflußgeschwindigkeit, mittlere 518 


Düse 456 

Dyade 573 

dyn 36 

Dynamik 3 

— deformierbarer Körper 340ff. 
— der Punktsysteme 127. 

— des Massenpunktes 31ff. 

- des starren Körpers 265 ff. 

-, Grundgleichung 38, 74, 342 
Dynamische Ähnlichkeit 525 

— Kraftauffassung 67 

— Meteorologie 425 
Dynamischer Auftrieb 483, 535 
Dynamometer 36 
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Ebene, invariable 137, 211, 306 

-, schiefe 57, 60, 301 

Ebene Bewegung des starren Körpers254ff., 
277 

- Polarkoordinaten 11 

— Potentialströmung 473 ff. 

— Quellströmung 476 

— Wellen 390f. 

— Zirkulationsströmung 464, 477 

Ebenes Pendel 109ff., 171 

Effektivwerte des Schalldrucks 509 

EHRENFEST 237 

Eigenfrequenz, -kreisfrequenz 91, 95, 
217, 224 

Eigenfrequenzen der Membran 410, 415 

— (-töne) der Saite 402 

- einer Pfeife 510 

— eines Stabes 419, 421 

Eigenfunktionen 402, 409, 415, 419, 421 

Eigenschwingungen, Eigentöne s. Eigen- 
frequenzen 

Eigenschwung 324 

Eigenvektoren 579 

Eigenwerte 402, 409, 414, 579 

Eigenwertproblem 579 

Eikonal, -gleichung 206, 207 

Eindeutigkeitssatz (Elastizitätstheorie) 363 

—- (Potentialtheorie) 466 

Einfach zusammenhängendes Gebiet 462, 
559 | | 

Einfache Maschinen 145 

Eingeprägte Kraft.55, 129 

Eingeschränkte Bewegung 55ff., 291 

Einheitsvektor 541 

Einschienenbahn 313 

Einschwingvorgang 97 

Einseitige Bindung 59, 65, 146, 149 

EinSTeInsches Relativitätsprinzip 77 

Ekliptik 312 

Elastische Kraft 86 

- Linie 379 

— Nachwirkung 351 

— Wellen 393 ff. 

— Widerstandszahlen 352 

Elastischer Halbraum 396 

— Körper 351 

- Stoß 239 

Elastisches Gleichgewicht (Differential- 
gleichungen) 362 

— Potential 352, 355 

- - für isotrope Körper 359, 361 
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Elastizitätsgrenze 351 
Elastizitätskoeffizienten 352 


Elastizitätskonstanten 352 


-, adiabatische und isotherme 356 

-, Beziehungen zwischen den 385 

Elastizitätsmodul, linearer 371 

Elastizitätsmoduln 352 

— Lam&sche 360, 385 

Elastizitätstheorie, Hauptgleichungen 363 

Elastomechanik (-statik,-dynamik) 351f. 

Elektrodynamik, Analogien zur 470ff. 

llementare Rotation und Translation 257 

Elementararbeit 43, 139 

Elementarbewegung, -verschiebung 256 

Elementarwellen 396, 511 

Elliptische (elliptisch polarisierte) Schwin- 
gung 28, 88, 392 

llliptisches Integral 100, 111, 112 

Elongation 20 

Energie, Erhaltung 49, 50, 140 

-, freie 357 

-‚, innere 142, 356, 357 

-, kinetische 44, 139 ff., 282, 366 

-, mechanische 49, 140 

-, potentielle 45ff., 139 ff., 366 

Energiedichte 341 

— (bei Strömung) 456, 457 

Energiegleichung (bei Strömung) 457 

Energiehöheverlust 453 

Energieintegral 140, 168, 176 

Energiesatz 49, 58, 138ff. 

-, allgemeiner (Energierrinzip) 50 

— bei gebundenen Systemen 151 

— der Strömungslehre 457 

- für Flüssigkeiten 452 

Ennergiestromdichte 457 

Energieströmung, -svektor 456, 457 

Energieverlust, CARNoTscher 240 

Energiezerstreuung 225 

Enntartung 224, 233, 411, 579 

Entartungsgrad 233 

Entropie 357 


Entweichgeschwindigkeit 247 


Entwicklung von Funktionen nach Eigen- 
funktionen 403 

Entwicklungssatz 547 

Eörtvös 37, 122, 439 

Eörvös-Eiffekt 122 

Erdbebenwellen 395 

Erdbeschleunigung 18, 119, 299 

Erdrotation, dynamischeBeweise 79.121,126 
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Erdsatelliten, künstliche 249 

erg 44 

Ergänzungsarbeit 368 

Ergiebigkeit 459, 476, 562 

Erhaltung (Erhaltungssatz) 

- der Energie 49, 50, 140 

- der Masse 445 

- der Zirkulation 467, 468 

— des Drehimpulses 54, 135, 137 

— des Impulses (Schwerpunktes) 132 

Erstarrungsprinzip 346, 429 

Erstes Integral 42, 49 

Erzeugende der kanonischen Transfor- 
mation 181, 184 

Erzwungene Schwingung 95ff., 102, 217, 
225 | 

— - (der Saite) 407 

EULEr 9, 41, 49, 195, 255, 274, 306 

EULER-MAUPERTUISsches Prinzip 195, 198, 
199 

Evutersche Ableitung 159 

- (EuLER-LaGRangesche) Differentialglei- 
chungen eines Variationsproblems 156 ff., 
368 

- Geschwindigkeitsformel 258, 261, 262 

— Gleichungen der Hydrodynamik 443, 444 

- Kreiselgleichungen 286 ff. 

- Periode 316 

— Winkel 262 

— Zahl 527 

Evuerscher Satz über homogene Funk- 
tionen 169 

Explorer / 250 

Extremalen 158 

Exzentrische Anomalie 236 


Fadenspannung (beim Pendel) 114 
Fahrrad 313 

Fall, freier 18ff. 

- -, auf der rotierenden Erde 119 ff. 

— -, aus großer Entfernung 81 

- in widerstehendem Mittel 83E. 
Fallbeschleunigung 18, 36, 119 
Fallkörperviskosimeter 525 
Fallmaschine, Arwoonsche 67, 146, 300 
FaArADAY 45 

FArkas 146 

Faser, neutrale 380 
Federwaage(-dynamometer) 36 
Feinstruktur der Wasserstoffterme 237 
Feld (Skalar- und Vektorfeld) 45, 551 
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Feldfunktion 551 

Feldlinien 552 

Feldstärke 45, 341 

FERMATsches Prinzip 195, 201, 207 

Fernkräfte (fernwirkende Kräfte) 40, 342 

Festigkeitslehre 351 

Figurenachse 305 

Fiktive Kräfte 75 

Fixsternhimmelsystem 32 

Flächengeschwindigkeit 52 

Flächenkräfte 341, 342 

Flächennormale (Normalenvektor) 341 

Flächensatz 51, 135 

Flächenträgheitsmoment 380 

Flachwurf 19 

FLETTNERsches Rotorschiff 483 

Fliegerhorizont 313 

Fliehkraft 69 

Flügelprofil, Stukowskisches 488 

Fluß eines Vektors 559 

Flüssigkeit 422 

-, ideale (reibungslose, vollkommene) 423 

-, inkompressible, kompressible 424, 446, 
449, 454 

—, zähe 423, 513ff. 

Flüssigkeitslamellen 441 

Flüssigkeitsoberfläche, freie 427, 489 

Flüssigkeitsreibung 305 

Flüssigkeitsstrahl 454, 473, 479, 489, 533 

Flüssigkeitstachometer 431 

Formänderungsarbeit 356 

Formwiderstand 535 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit 391 

Fortschreitende Bewegung 253 

- Welle 390£f. 

Fovcaurt 314 

Foucauttscher Pendelversuch 122f. 

Fousier-Integral 500ff. 

— -Beihe 31, 401, 404 

— -, mehrfache 232, 411 

Freie Achsen 276, 306, 309, 318 

— Bewegung 41, 54 

— Energie 357 

- (Flüssigkeits-) Oberfläche 427, 489 

—- Schwingungen 88, 95 

— -—, anharmonische 100 

— - der Saite 396 ff. 

Freier Fall (s. auch Fall) 18#f. 

— Vektor 257, 270, 540 

Freies System 128 

Freiheitsgrade 59, 162, 253, 260 
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Frequenz 16, 20, 391 

Frequenzband (bei Wellengruppen) 500 

FRESNEL-Huvgenssches Prinzip 511 

Frontgeschwindigkeit 504 

FrouDesche Modellregel, — Zahl 528 

Führungsbeschleunigung 73 

Führungsgeschwindigkeit 72 

Führungskraft 75 

Fundamentalfrequenz, -schwingung 217, 
224 

Fundamentallemma der Variations- 
rechnung 158 

Fundamentalsätze der Mechanik der 
Systeme 128 

Fundamentalsystem 32 

Fundamentaltensor, metrischer 200 

Funktionale Ableitung 159 

Funktionentheorie 474 

Funktionssystem, orthogonales 393 


GAGARIN 251 

GALILEI l, T; 18, 32, 49, 57, 110 

GauiIteIsches Relativitätsprinzip 75ff. 

GALILEI-Transformation 76 

Gasdynamik 425, 456 

Gase 422, 424 

GAUss 433, 472 

(JAUSS-ÖSTROGRADSKIscher Integral- 
satz 346, 559ff. 

Gausssche Variation 202 

Gausssches Prinzip 201 ff. 


Gebiet, einfach und mehrfach zusammen- 


hängendes 462, 559 
Gebundene Bewegung 5öff., 291 
Gebundener Vektor 540 
Gebundenes System 128 
Gedämpfte Schwingungen 89ff., 225 
— - der Saite 406 
Gefälle 553 
Gegenwirkungsprinzip 38 | 
Gekoppelte Schwingungen 213ff. 
Gemischte Randbedingungen 350 
Gemischtes Produkt 546 
Generalisierte Koordinaten, Geschwindig- 
keiten, Impulse, Kräfte 161ff. 
Geodätische Linie 156, 201 
Geoid 119 
Geometrische Optik 205 
Geozentrisches Weltsystem 126 
Gerader Stoß 238, 239 
Geradeste Bahn, Prinzip 201 


Geradlaufapparat 313 

Geradliniengesetz 379 

Geradlinige Bewegungen 17, 79. 

— Translation 254 

Geräusch 507 

Gesamtdruck 452 

Gesamtwiderstand 535 

Geschoßknall 512 

Geschwindigkeit 6 

-, absolute 71, 72 

— eines Punktes des starren Körpers 258, 
261, 262 

-, Komponenten 9f. 

-, konjugiert komplexe 475 

—, kosmische 246f. 

-, kritische 106, 496, 519 

-, parabolische 247 

-, Telative 71, 72 

Geschwindigkeitsabhängige Kräfte 166 

Geschwindigkeitsamplitude 509 

Geschwindigkeitsfeld 338 

Geschwindigkeitsformel, EuLErsche 258, 
261, 262 | 

Geschwindigkeitshöhe 453 

Geschwindigkeitskomponenten (-koordi- 
naten), allgemeine 161, 162, 265 

-, holonome, nichtholonome 265 

Geschwindigkeitspotential 449, 457 ff., 
506, 508 

Geschwindigkeitsprofil 531 

-, parabolisches 518 


Geschwindigkeitsresonanz 99 
‘Gewicht 36, 119 


GıBBS-ArpeLsche Gleichungen 204, 288 

GıopaIsches Maßsystem 36, 472 

Gleichförmig geradlinige Bewegung 17, 31 

- rotierende Bezugssysteme 78 | 

Gleichförmige Biegung 383 

- Kreisbewegung 14ff. 

— Translationsbewegung 75 

Gleichgewicht 61, 145 

-, stabiles, labiles, indifferentes 226 

Gleichgewichtsbedingungen der Flüssig- 
keiten und Gase 426 

— des Massenpunktes 61 

— des Punktsystems 145, 150 

- des starren Körpers 267 

— elastischer Körper 362 

-, Teine 268 

Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssıg- 
keitsmassen 432 
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Gleichsinniger Parallelismus, Tendenz 
zum —n — 310 

Gleiten auf der schiefen Ebene 60 

Gleitmodul 374 

Gleitreibung, -skoeffizient 59, 303 

Gleitungen 335 

Gleitzahl 536 

GLENN 251 

Gradient (grad) 45, 552, 570 

Gramm 35 

Gravitationsfeld 48 | 

Gravitationsgesetz,NEwTonsches38, 48, 108 

Gravitationskonstante 38, 48 

Gravitationskraft 48, 119 

Gravitationspotential 48, 142. 

- einer Kugel (Kugelschale) 296, 297 

GREENsche Sätze 465, 563 

Grenzbedingungen (s. auch Randbedin- 
gungen) 436, 568 

Grenzflächenspannung 436 

Grenzschicht, -theorie 529 #. 

Grenzschichtdicke 531 

Grunddreieck 254 

Grundfunktion 155 

Grundgleichung der Dynamik 38 

Grundschwingung, -frequenz, -ton 31, 102, 
229, 231, 405, 411, 421 

Grundvektoren 542, 549 

Gruppengeschwindigkeit 209, 496 ff. 

GYLDEN 237 

Gyroskop 314 


Haftreibung, -skoeffizient 60, 304 

HAGEN-POISEUILLESsches Gesetz. 518, 525 

Halbwertsbreite 98 

HAMEL 288, 350 

Hamiıtton 7, 172, 186, 539 

HAMILToN-JAcoBische partielleDifferential- 
gleichung 185 ff. 

Hamıtrtonsche Analogie 193, 204 

— Funktion 174ff. 

— (kanonische) Gleichungen 172. 

— Quaternionen 258 

Hamiıtronsches Prinzip 151ff., 160 

-- in der Elastizitätstheorie 365 ff., 417 

— -, verallgemeinertes 153, 198 

Hantelmodell 253 

Harmonische Analyse 31, 406 

— Oberschwingungen (Obertöne) 31, 102, 
405, 411, 414 

- Schwingung 20ff., 86ff. 
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Harmonische Welle 391 
Harmonischer Oszillator, isotroper, 
anisotroper 87, 88 
— -, linearer 177, 182, 230 
—- -, räumlicher 233 
Hauptachsentransformation 578 
- zweier quadratischer Formen 222 
Hauptdilatationen (-dehnungen, 
-zusammenziehungen) 333, 334 
Hauptkoordinaten 223 
Hauptkrümmungsradien 434 
Hauptnormale 10 
Hauptquantenzahl 237 
Hauptsätze der Thermodynamik 356 
Hauptspannungen, -srichtungen 345 
Hauptträgheitsachsen 280 
Hauptträgheitsmomente 280 
Hauptwerte eines Tensors 580 
Hebel, -arm, -gesetz 145, 272 
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HEIsSENBERGsche Unschärferelationen 500 


Heliozentrisches Weltsystem 126 

HELMHOLTZ 50, 467, 533 _ 

HELmHoLTzsche Theorie der Kombi- 
nationstöne 103 

— Wirbelsätze 467 ff. 

HELMHoLTzscher Satz (in der Kine- 
matik) 333 

Herpolhodie, -kegel 259, 306 

HerTz 149, 201 

Hertz (Einheit) 20 

Herrzsches Prinzip 201 

Hess 325 

Hexagonales Kristallsystem 357 

Hiebtöne 535 

HILBERT 40 

Himmelskörper, künstliche 244 

Himmelsmechanik 128 

Hodograph 7 | 

Höhenformel, barometrische 428 

Hohlraumbildung 453 

Holonome Bedingung 59, 148, 159 

- Geschwindigkeitskomponenten 265 

- Koordinaten 265 

- Systeme 149 

Homogens Deformation 378 

— Differentialgleichung 21 

- Funktionen 169 

Homogener Körper 134, 361 

Homogenes Feld 48, 552 

Hookesches Gesetz, allgemeines 352 

— - für Dehnung 86, 371 
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Hookesches Gesetz für isotrope Körper 
360 

Horizont, künstlicher 313 

Horizontaler Wurf 19 

Hvcoxıor-Gleichung 456 

Hüllenintegral 559 

Huvoess 1, 11, 49, 114, 132, 240, 274, 298 

HuvGens-FResneusches Prinzip 511 

Hvysznssches Prinzip 396, 511 

Hydraulik 453 

Hydraulischer Reibungskoeffizient 527 

Hydrodynamik 425 

-, Grundgleichungen 443ff, 515ff. 

Hydrodynamischer Druck 444 

Hydrodynamisches Ähnlichkeitsgesetz 520, 
525ff. 

- Paradoxon 481 

Hydrostatik, Grundgleichungen 425 

Hydrostatischer Druck 426 

Hydrostatisches Paradoxon 427 


Ideale Flüssigkeit 423 

- Gase, Zustandsgleichung 424 

Ignorable Koordinaten 179 

Impuls 34, 238 

- des starren Körpers 284 

-, Erhaltung 132 

-, kanonisch konjugierter 174 

Impulse (Impulskomponenten, 
-koordinaten), allgemeine 167 

‚Impulsellipsoid, -kugel 309 

Impulsmoment s. Drehimpuls 

Impulsmomentensatz der Strömungs- 
lehre 457 

Impulsraum 174 

Impulssatz 34, 130ff., 349 

— der Strömungslehre 457 

Indifferentes Gleichgewicht. 226 

Induzierter Widerstand 538 

Inertialsystem 32, 75, 79, 126, 212 

Infinitesimale Deformationen, lineare 331 

— Größen 9 

—- Rotation und Translation 257 

— Transformationen, kanonische 183 

— - (Koordinaten-) 333 

Infraschall 506 

Inhomogene Differentialgleichung 96 

Inkompressibilitätsbedingung 446, 516 

Inkompressible Flüssigkeiten 424, 446, 
449, 454 

Innere Arbeit 142 
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Innere Energie 142, 356, 357 

- kinetische und potentielle Energie 141, 
142 

- Kräfte 128, 342 

— Reibung 304, 423, 513 

—- Spannungen 342 

Inneres Produkt 543 

Instantan s. Momentan 

Integrabilitätsbedingungen 170 

Integral, algebraisches 212 

—, allgemeines 16, 17, 21 

-, elliptisches 100, 111, 112 

-, erstes (intermediäres) 42, 49 

-, Fouriersches 500, 501 

-, partikuläres 21, 390, 458 

-, vollständiges 186 

Integrale der Bewegungsgleichungen 42, 
138, 143, 167, 178 

Integralgleichung 422 

Integralinvarianten 184 

Integralprinzip 155, 195 

Integralsatz, GAUSS-ÖSTROGRADSKIscher 
346, 559 ff. 

-, GREENscher 465, 563 

-, StoKkzsscher 462, 555, 558 

Integralsätze der Mechanik 143 

Integrationstheorie der Bewegungs- 
gleichungen 172 

Interferenz 23, 396, 497, 511 

Invariable Ebene 137, 211, 306 

Invarianten bei kanonischen Transfor- 
mationen 184 

— des symmetrischen Tensors 580 

Invarianz, adiabatische 237 

Inversion des Koordinatensystems 577 

Inversionszentrum 357 

Isobaren 427 

Isochronie (Isochronismus) 110, 114 

Isotherme Elastizitätskonstanten 356 

- Kompressibilität idealer Gase 425, 507 

— Veränderungen 356, 424 

Isotroper Körper 359 

- Oszillator 87 


Jacopgı 172, 186 

JacoBischer Satz 187, 191 
Jacopisches Prinzip 199 
JAHNKE-EmDe 111, 415, 421, 495 
JOULE 50. 

Joule (Einheit) 44 
JOoURDAINsches Prinzip 203 
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KAMERLINGH ONNES 126 

Kanonische Gleichungen 172f#. 

— Transformationen 179f. 

— -, infinitesimale 183 

- (kanonisch konjugierte) Variable 174 

Kapillaranstieg 437, 439. 

Kapillardruck 433, 434 

Kapillarität 432ff. 

Kapillarkonstante 433 

Kapillarkraft 433 

Kapillarrohr 439 

Kapillar-Schwerewellen 496 

Kapillarwellen 495 

KArMAN 534 

KArmäAnsche Wirbelstraße 535 

Kartesische (rechtwinklige) Komponenten, 
Koordinaten 5, 9, 542 

Katenoid 442 

Kausalität 42 

Kavitation 453 

Kepter 1 

Keplerbewegung, -problem 104, 212, 233 

KepLeesche Gesetze 52, 104, 106, 108, 211 

Kernschwingungen eines Moleküls 224 

Kettenlinie 442 

Kilogramm 35, 36 

Kilopond 36 

Kinematik 3 

- deformierbarer Körper 329ff. 

— des Massenpunktes 5ff. 

— des starren Körpers 253ff. 

Kinematische Zähigkeit 527 

Kinetik 3 

Kinetische Energie 44, 139 ff., 282, 366 

- -, äußere und innere 142 

—- - bei der Rotation 274 

— -— des starren Körpers 282 

— - eines elastischen Körpers 366 

- -, Satz von der.-n — 44, 139, 151 

Kinetisches Potential s. LAGRANGESsche 
Funktion 

Kinetostatik 171 

Kinetostatisch unbestimmtes System 292 

Kinetostatische Gleichungen 267 

Kipperscheinungen 104 

KiIRCHHOFF 396, 511, 533, 535 

Klammerausdrücke, LAGRAnGEsche 184 

-, Poıssonsche 184 

Klang, Klangfarbe 405, 507 

Klangfiguren, CuLapnısche 422 

Klassische Mechanik 1 
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KLeın, FeELIx 226, 227, 310 

Knall 507 

Knotenlinie (-achse) 262 

Knotenlinien, -punkte 405, 411ff., 422 

Kogredient 551 

Kohäsion, Kohäsionsdruck 432, 435 

Kolbenmembran 510 

Kollermühle 313 

Kombinationstöne 103 

Kommutatives Gesetz 540, 543 

Komplanare Vektoren 546 

Komplexe Amplitude 23, 392 

— Darstellung von Schwingungen und 
Wellen 23, 392 

— Geschwindigkeit 475 

Komplexes Potential 475 

Komponenten der Geschwindigkeit und 
der Beschleunigung 9ff. 

- eines Vektors 541ff., 551 

Kompressibilität 373, 423, 425, 507 

Kompression, gleichmäßige 372 

Kompressionsmodul 373 

Kompressionswellen 394, 506 

Konfigurationsraum 174 

Konforme Abbildung 478, 486 

Konjugierte Funktionen 475 

Konservatives Kraftfeld 45 

- System 139 

Kontinuitätsgleichung 445ff., 453 

Kontinuitätshypothese 130, 326, 350 

Kontinuumstheorie 326 

Kontragredient 551 

Kontraktion eines Flüssigkeitsstrahles 454, 
533 

Kontravariant 551 

Kontravariante Komponenten 541, 551 

Konvektionsbeschleunigung 340 

Koordinaten, allgemeine (generalisierte, 
verallgemeinerte) 161, 265 

-, augenblickliche 337 

-, holonome (wahre), nichtholonome 265 

-, ignorable 179 

-, krummlinige 569 ff. 

—, RAYLEiaHsche 223 

-, rechtwinklige (kartesische) 5, 9, 542 

—, zyklische 167, 178 

Koordinatenraum 174 

Koordinatensystem, natürliches (einer 
Kurve) 10 

—, rechtwinkliges, rechtshändiges 5, 542 

-, schiefwinkliges 541, 550 
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Koordinatentransformation, 
infinitesimale 333 

-, orthogonale 574 

KorErnıKvs 108 

Kopfwelle 512 

Koppelschwingungen 213f. 

Koppelung, feste und lose 214 

Koppelungskoeffizienten 214 

Korpuskulartheorie 326 

Korrespondierende Geschwindigkeiten, 
Punkte, Zeiten 526 

Kosinussatz der sphärischen Trigono- 
metrie 263 

Kosmische Geschwindigkeit, erste 246 

— -, zweite 247 

Kovariant, kovariante Komponenten 541, 
551 

KOWwWALEWSKAJaAscher Kreisel 326 

Kraft (Kräfte) 33ff., 40, 75 

—, allgemeine (generalisierte) 164 

-, äußere 128, 342 

—, D’ALEMBERTsche 66ff. 

-, dissipative 50 

-, eingeprägte 55, 129 

-, elastische 86 

—, fernwirkende 40, 342 

-, fiktive 75 

-, flächenhaft verteilte 341, 342 

-, geschwindigkeitsabhängige 166 

-, innere 128, 342 

—, konservative 45 

-, nahewirkende 40, 342 

—, nichtkonservative 50 

—, parallele 269 

-, quasielastische 86 

—, räumlich verteilte 342 

-, VAN DER WAaALSsche 432 

-, verlorene 66, 146 

Kraftauffassung, -wirkung, dynamische, 
statische 36, 67 

Kraftdichte 341, 343 

Kräftefunktion 45 

Krafteinheit 36 

Kräftepaar 270 | 

'Kräfteparallelogramm 39 

Kraftfeld 40, 45, 47 

-, CouLoMBsches 104, 237 

-, homogenes 48, 552 

—, konservatives 45. 

Kraftgesetz 37, 41 

-, lineares 86 


Kraftkomponenten (-koordinaten), 
allgemeine (generalisierte) 164 
Kraftlinien 48 


'Kraftmessung 35, 36 


Kraftmoment 54 

Kraftschraube 271 

Kraftstoß 238 

Kraftsystem (Kräftesystem), Gleich- 
gewicht 267 

-—, Reduktion 268 

Kraftsysteme, äquivalente 268 

Kräuselwellen 496 

Kreisbahngeschwindigkeit 246 

Kreisbewegung 14ff. 

Kreisel 304.ff. 

-, abgeplatteter 305 

-, geführter 313 | 

—, KowALEwSKAJAscher 325 


-, kräftefreier 304 ff. 


-, -— symmetrischer 306, 315 

—, Kugel- 305, 318 

-, nutationsfreier 308 

-, schneller 324 

—, schwerer 304 

-, - symmetrischer 310, 319. 

-, symmetrischer 305ff., 310, 315, 319 

—, unsymmetrischer 304, 306, 318 

- unter Einfluß von Kräften (Dreh- 
momenten) 319 

-, verlängerter 305 

Kreiselachsen 307 

Kreiselbewegung 254, 304 ff. 

Kreiselgleichungen, EuLxersche 286 ff. 

Kreiselhorizont 313 

Kreiselkompaß 314 

Kreiselkräfte 312 

Kreiselmoment 312 

Kreiselpendel 313 

Kreiselproblem 290 

Kreisfrequenz 16, 21, 91, 391, 491 

Kreispendel 109 | 

Kriechbewegung, aperiodische 94 

Kristallelastizität 357 ff. 

Kristallklassen, -systeme 357 

Kritische Geschwindigkeit 106, 496, 519 

KRoNEcKERsches Symbol 360 

Krummlinige Koordinaten 569. 

Krümmung, Krümmungsradius 10, 434 ff. 

Krümmungsdruck 434 | 

Kubisches Kristallsystem 357, 358 

KUDRJAWZEW 40 
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Kugel, atmende 509 
Kugelfunktionen 510 
Kugelkreisel 305, 318 
Kugelpendel 114ff. 
Kugelstrahler 510 | 
Kugelwelle 393, 395, 507 
Kuvunortsche Röhre 510 
Künstliche Erdsatelliten 249 ff. 
— Himmelskörper 244, Planetoiden 250 
Künstlicher Horizont 313 
Kurbelmechanismus 147 
Kurvenintegral 554 
KUTTA-SHVKowskische Auftriebs- 
formel 483 ff., 536. 


Labilität 226 

Lagekoordinaten s. Koordinaten 

Lagenbestimmung 5 

— beim starren Körper 253, 259 

Lagerreaktionen 276, 299 

LAGRANGE 45, 135, 145, 237 

LAGrAnGEsche Bewegungsgleichungen 
erster Art 56, 149 

— - zweiter Art 162ff., 225, 288 

— — bei Vorhandensein von Reibungs- 
kräften 225 

— - für Quasikoordinaten 288 

- - vom gemischten Typ 171 

- Funktion 154, 163, 166ff., 172, 366 

— Gleichungen der Hydrodynamik 447 

— Klammerausdrücke 184 

— Multiplikatoren 56, 159 

— Zentralgleichung 153, 196 

LaGRANGEscher Spezialfall des Drei- 
körperproblems 212 

Lam&sche Elastizitätsmoduln 360, 385 

Laminarströmung 516ff. 

Längenmessung 2 

Langgeschoß, rotierendes 314 

Längsschwingungen (Saite) 390 

- (Stab) 416, 419 | 

Längswellen 380ff., 398, 416, 506 

Lartaczsche Differentialgleichung 
(Potentialgleichung) 458ff., 465, 473, 
488, 566 

- Formel (Schallgeschwindigkeit) 508 

Larraiczscher Operator (Differential- 
ausdruck) 205, 362, 563, 571 

- Satz (Kapillarität), erster 434 

— -, zweiter 437 

Larmor-Präzession 237 


Lautstärke 509 

Lavar-Düse 456 | | 

Lebendige Kraft s. kinetische Energie 

LEGEnDrResche Normalform des ellip- 
tischen Integrals 112 

LEIBNIZ 44, 49. 

Leistung 44, 139 

LEONARDO DA Vıncı 272 

Libration 228 

Lichtstrahlen 206 


Lichtweg, Prinzip des kürzesten - s195, 207 


Limitationsbewegung 228 
LinDsTEor 237 


Linear polarisierte Schwingung 28 


— - Welle 392 

Lineare Deformationen 330, 331 

— Vektorfunktion 285, 572 

Linie, elastische 379 

-, geodätische 156, 201 

Linienelement in krummlinigen Koordi- 
naten 569, 571 

Linienflüchtiger Vektor 258, 268, 540 

Linienintegral 554 

- der Kraft 43 

Linienquelle 476 

Linienspektrum 502 

LiovviLvescher Satz 184 

LıssAasous-Figuren 30, 89, 233 

Lsapunow 227 

Logarithmisches Dekrement 92 

— Potential 476 

Lokale Beschleunigung 339 

Longitudinalschwingungen (Saite) 402 

- (Stab) 416, 419 

Longitudinalwellen 392ff., 398, 416, 506 

LorENnTz-Kraft 166 

— -Transformation 77 

Luftsäulen, Eigenschwingungen 510 


‚Lunik 1-3 250 


Macasche Zahl 455, 528 
Machascher Winkel 512 
Magnetische Quantenzahl 237 
Macnwvs-Effekt 483, 537 
MARINER 2 251 

MARIOTTE 424 

Mars I, Marsrakete 251 
Masse 34, 39, 40 

-, Additivität 35 


‘-, Erhaltung 445 


-, Konstanz 35 
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Masse, reduzierte 213, 240, 300 

-, schwere 37 

-, träge 34, 37 

-, veränderliche 35 

Massenanziehungsgesetz 48 

Masseneinheit 35 

Massenelement 329 

Massenkräfte 341 ff., 425 

Massenmessung 35, 36 

Massenmittelpunkt (s. auch Schwer- 
punkt) 131 

-, Satz vom 130ff. 

Massenpunkt 3, 131, 329, 350 

Massenverhältnis einer Rakete 243 ff. 

Maßsystem, CGS- 36 

-, GioRaIsches (MKS-) 36, 472 

Materialkonstanten 326 

Materieller Punkt 3, 131, 329, 350 

Materiewellen 209 

Mathematisches Pendel 109f#., 171 

MAUPERTUIS 195, 198 

MAYER, ROBERT 50°. 

Mechanik 1ff., (Aufbau) 350 

Mehrfach periodische Systeme 230ff. 

— zusammenhängendes Gebiet 462, 559 

Mehrkörperproblem 143 

Mehrkreiselkompaß 314 

Membran 408 

-, kreisförmige 413 

-, quadratische 412 

—, rechteckige 409 

Meniskus 440 

Meridiankreis 13 

Merkur, Perihelbewegung 212 

Metazentrum, metazentrische Höhe 429 

Meteorologie, dynamische 425 

Meter 2 

Metrik, metrischer Fundamentaltensor 200 

MILLIKAN 525 

Minimalfläche 441 

Minimalprinzipe der Elastizitätstheorie 368 

Minimumpendel 299 

Mitschwingen 97 

Mittelpunkt paralleler Kräfte 269 

Mittlere Anomalie 236 

MKS-Maßsystem 36, 472 

Modell 3 

Modellregel, FRouDEsche, REYNOLDssche 
528 

Modellversuche in Windkanälen 52‘ 

Modul (bei elliptischem Integral) 112 
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Modul, Younascher 371 
Modulationsgrad 27 
Modulierfrequenz 27 
Modulierte Schwingung 27 
Molekül, Kernschwingungen 224 
Molekulartheorie 326 
Moment (eines Vektors) 53 
- der Geschwindigkeit, der Kraft, 
des Impulses 54 
- des Kräftepaares 270 
— einer Doppelquelle (eines Dipols) 460, 477 
- erster und zweiter Ordnung 380 
-, statisches 272, 380 
Momentane Drehachse 256, 305 
Momentangeschwindigkeit 7 
Momentansystem 262 
Momente der Corioliskräfte 312 
— — Zentrifugalkräfte 276, 288 
Momentengleichung, -satz s. Drehimpuls- 
satz 
Mondrakete 250f. 
Monochromatische Welle 504 
Monoklines Kristallsystem 357 
Multiplikator, LaGRAngescher 56, 159 
Mündungsknall 512 


Nablaoperator 339, 553 

Nahkräfte (nahewirkende Kräfte) 40, 342 

Natürliches Koordinatensystem. 10 

NAVIER 352, 515 

NAVIER-SToKzssche Gleichungen 515, 
516, 529 

Nebenbedingungen (in der Variations- 
rechnung) 156, 159 

Nebenquantenzahl 237 

Neutrale Faser, — Schicht 378, 380 

Newrox 1, 32ff., 40, 108, 132, 514 

Newton (Einheit) 36 

NewTronsche Axiome 3lff., 130 

— Bewegungsgleichungen 128 

— Formel für die Schallgeschwindigkeit 507 

Newronxsches Beschleunigungsgesetz 34 

- Gravitationsgesetz 38, 48, 108 

- Potential 458, 477, 566 

Nichtholonome Bedingungen 59, 149, 159 

- Geschwindigkeitskomponenten 
(Koordinaten) 265 

- Systeme 149, 169 

NIKOLAJEW 251 

Niveauflächen 47, 551 

Niveaulinien 475 
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Nordpol, geometrischer, kinematischer 317 


Normalbeschleunigung 11 

Normale, Normaleneinheitsvektor 10, 341 
Normalfrequenzen 217, 224 | 
Normalkoordinaten 222 

Normalkraft 59, 69 
Normalschwingung 217, 224 
Normalspannung 345 
Normierungsfaktor 403, 421 
Nullvektor 540 

Nutation 308, 311, 316, 317, 324 

-, astronomische 313 

-, CHANDLERsche 313, 316 
Nutationskegel 308, 318 


Oberfläche, Differentialgleichung 436 

Oberflächenbedingungen 350 

Oberflächenelement, vektorielles 559 

Oberflächenenergie 432, 433 

Oberflächenintegral 558, 559 

Oberflächenspannung 432, 433 

Oberflächenwellen 396, 488ff. 

Oberschwingungen, Obertöne 31, 102, 
405, 411, 415, 419 

OHmsches Gesetz der Akustik 405 

Operator 567 

—, LapLAaczscher 205, 362, 563, 571 

Optik 205 

Optische Weglänge 207 

Orthogonale Koordinaten- 
transformation 574 

Orthogonales Funktionssystem 403, 410 

Orthogonalität der Eigenfunktionen 403, 
410, 421 

Orthogonalitätsbedingung für Vektoren 544 

Orthogonalitätsrelationen der 
Richtungskosinus 260, 574 

Orthogonalkoordinaten, krummlinige 569 

Orthogonaltrajektorien 47 

Ortshöhe 453 

Ortsvektor 5, 542 

Oszrnsche Formel 525 

Ostabweichung 121 

OSTROGRADSKI 172, 346, 559 

Oszillator s. harmonischer Oszillator 


Parabolische Geschwindigkeit 247 
Parallele Kräfte 269 

Parallelogramm der Kräfte 39 
Parallelströmung 458, 476 

Partikuläre Lösungen(Integrale) 21,390, 458 
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Pascau 423 
Pendel, ebenes 109 ff., 171 
-, mathematisches 109ff., 171 


—, physisches 298 


-, räumliches 114 

-, sphärisches 144, 164, 168 

-, sympathisches 217 

Pendellänge, reduzierte 298 

Pendelschwingungen, allgemeinere 114 

Pendelversuch, FouvcAuttscher 122ff. 

Perigäum, -höhe 248 

Perihelbewegung 237 

— des Merkurs 212 

Periode 20 

Periodische Bewegungen 20ff., 227 ff. 

- Systeme 227 ff. 

Periodizitätsmodul 464 

Permanente Wellen 504 

Prarrsche Ausdrücke 149 

Pfeife, Eigentöne 510 

Phänomenologische Theorie 326 

Phase 21, 205, 206, 390, 392 

Phasenbahn 174, 228 

Phasendifferenz, -verschiebung 23 

Phasengeschwindigkeit 209, 391, 504 

Phasenintegral 228 

Phasenkonstante 21, 229, 392 

Phasenpunkt 174 

Phasenraum 174 

Phasenwinkel 21 

Phon 509 

Phoronomie 3 

Physisches Pendel 298 

Pioneer £ 250 

Pranck 237 

Pranoxsche Konstante 209, 237 

Planetenbewegung 104 

Planetoiden, künstliche 250 

Plangröße 546, 577 

Planwellen 390ff.. 

Plastische Körper 351 

PrateAvusche Versuche 441 

Plattenschwingungen 421 

Poau 308 

PoINcARE 212, 227, 237 

PorusoT 270, 306 

Poıssotsche Konstruktion 286, 332, 345, 
578 

Porssortsches (Trägheits-)Ellipsoid 280, 306° 

Poise 314 

POISEUILLE-HAGENsches Gesetz 518, 525 
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Po1seviLLesche Strömung 519 

Poısson 352, 503 

Poıssongesetz 424 

Poıssoxsche Differentialgleichung 460, 565 

— Klammerausdrücke 184 

— Zahl 371, 384, 385, 395 

Polarer Vektor 577 

Polares Trägheitsmoment 296 

‘ Polarisierte Schwingung (Welle) 28, 392 

Polarkoordinaten, ebene 11 

-, Täumliche (sphärische) 13, 571 

Polbahn, Polhodie 306 

Polhodiekegel, Polkegel 259, 306 

_Polschwankungen der Erde 316 

Polytroper Vorgang 429 

PoncELET 43 

PorowıtscH 251 

Potential 45ff., 139, 555 

- einer Doppelqueile 460 

- einer Kugel(schale) 297 

-, elastisches 352, 355, 361 

-, kinetisches s. LAGRAnGEsche Funktion 

-, komplexes 475 

-, logarithmisches 476 

—, Newronsches 458, 477, 566 

-, skalares 788, 565 

-, vektorielles 388, 567 

-, verallgemeinertes 166 

- von Quellen 459, 461, 567 

-, zyklisches 464 

Potentialfeld 47 

Potentialfunktion 45 

Potentialgleichung, homogene 458ff., 465, 
473, 488, 566 

-, inhomogene 460, 565 

Potentialkraft 450 

Potentialströmung 449, 457 ff., 470 

-, ebene 473. | 

Potentialtheorie 457 ff., 466, 564 ff. 

Potentialvektor 568 

Potentialwirbel 466, 472, 477 

Potentielle Energie 45ff., 139 ff., 366 ; 

- -, äußere, innere, gesamte 141, 142 

- — des elastischen Körpers 366 

Poyntinsscher Vektor 457 

PRANDTLsche Grenzschichttheorie 529 ff. 

PrAnDrTrsches Staurohr 452 

Präzession 263, 308, 310ff., 321ff. 

- der Erdachse 312 

—, LARMORsche 237 

-, pseudoreguläre 311, 325 
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Präzession, reguläre 311, 316, 322 

Prinzip, CASTIGLIANOsches 368 

—, D’ALEMBERTsches 63, 66, 143 ff., 266. 
362, 443 

- der Erhaltung der Energie 50, 140 

— der Erhaltung der Masse 445 

- der kleinsten Wirkung 195#f. 

— der kürzesten Ankunft 201 

- der kürzesten Bahn 201 

- der virtuellen Arbeit 62ff., 143ff., 350 

- der virtuellen Verschiebungen 368 

-, EULER-MAUPERTUISsches 195, 198, 199 

—, FErMmATsches, des kürzesten Licht- 
weges 195, 201, 207 

-, Gausssches, des kleinsten Zwanges 201ff. 

—, HamırTonsches 151ff., 160, 198, 365, 417 

-, Hertzsches, der geradesten Bahn (der 
kleinsten Krümmung) 201 

—, Huysenssches, HuUYGENS-FRESNEL- 
sches 396, 511 

-, JacopBisches 199 

-, JOURDAINSches 203 

—, SAINT VENANTsches 377, 383 

— von der kleinsten potentiellen Energie 368 

Prinzipalfunktion 154, 193 

Prinzipien der Mechanik 130 


Produkt, gemischtes 546 


—, skalares (inneres) 543 

-, vektorielles (äußeres) 544, 577 
Produktansatz 401 

Propeller 313 
Proportionalitätsgrenze 352 
Pseudoreguläre Präzession 311, 325 
Pseudoskalar 578 | 
Punkt, materieller 3, 131, 329, 350 
Punktmechanik 127 j 
Punktsystem 3, 127 ff. 
Punkttransformation 179 


Quadratische Formen, Hauptachsen- 
transformation 222 
Quadratisches Kristallsystem 357 
Quantenbedingungen 237 
Quantenmechanik 2, 209 
Quantentheorie, BoHksche 237 
Quantenzahlen 237 
Quasielastische Kräfte 86 
Quasikoordinaten 265, 288 
Quaternionen, HAMILToNsche 258 
Quelldichte 447, 460 
Quellen 445, 446, 458ff., 561, 567 
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Quellenfeld 460 

Quellenfreies Vektorfeld 559, 562, 567 

Quellpunkt 459, 567 

Quellströmung, ebene 476 

Querkontraktion, -skoeffizient 371 

Querkraft, KUTTA-SHUKowsKIsche 483 ff., 
535 

Querschwingungen eines Stabes 416, 420 

Querwellen 392, 394, 398 


Rad, rollendes 170, 291 

Radialbeschleunigung, -geschwindigkeit 12 

Radiant 2 

Radiusvektor 5, 542 

Raketen 241 ff. 

-, interkontinentale ballistische 244 

Raketenzüge 244 

Randbedingungen (Elastizitätstheorie) 
350, 363 

- (Hydrodynamik, Potentialtheorie) 447, 
461, 480, 489, 516, 520, 529, 530, 568 

- (Kapillarität) 436 

- (Saite, Membran, Stab) 402, 409, 413, 
418: 

— (Variationsrechnung) 155 

Randintegral 555 | 

Randwertproblem (Elastizitätstheorie) 
351 

- (Potentialtheorie) 466, 568 

Randwiderstand 538 

Randwinkel 437 

Raum, absoluter 2, 40, 126 

-, euklidischer, nichteuklidischer 200, 201 

Raumintegral 560 

Räumliche Polarkoordinaten 13, 571 

Räumlicher (anisotroper) Oszillator 87, 
88, 233 

Raumpendel 114 

Raumwellen 396 

RaAYLEIGH 225 

Rayteiaasche Gleichung 498 

— Koordinaten 223 

— Scheibe 533 

— Wellen 396 

Reaktion 38 

Reaktionskraft 55, 129 

Reaktionsprinzip 38, 128, 341, 343 

Rechtshändiges Koordinatensystem 

(Rechtssystem) 542 

Rechtwinklige Komponenten 

(Koordinaten) 5, 9, 542 


Reduktion eines Kraftsystems 268 
Reduzierbare Kurven 462 
Reduzierte Masse 213, 240, 300 


— Pendellänge 298 


Reduzierung eines dynamischen 
"Problems 169, 179 

Reflexion 396, 401, 511 

Regelflächen 259 

Reguläre Präzession 311, 316, 322 

Reguläres Kristallsystem 357 


‚Reibung 59#f., 301 ff. 


-, Arten 303, 304 

-, innere 304, 423, 513 

Reibungsgesetz, CovLoMBsches 59 

—, STOKEssches 83, 520, 524, 527 

Reibungskoeffizienten 60, 304, 527 

Reibungskonstante 92 

Reibungskräfte 60, 89, 225, 516, 527 

Reibungslose Flüssigkeit 423 

Reibungstensor 513 

Reibungswiderstand 519, 535 

Reibungswinkel 60 

Reine Bewegungsgleichung 267, 291 

— Deformation 332 

- Gleichgewichtsbedingungen 268 

— Mechanik 59 | 

Relativbewegung, -geschwindigkeit, 
-beschleunigung 70f. 

Relativitätsmechanik 2, 35 

Relativitätsprinzip, GALILEISches 75ff. 

—, spezielles (EinstEinsches) 77 

Relativitätstheorie, allgemeine 77; 79 

Residuensatz 485 

Resonanz 97, 407 

Resonanzbreite 98 

Resonanzkatastrophe 98 

Resonanz(kreis)frequenz 98, 224 

Resonanzkurve 98, 103 . 

Resonanzschärfe 98 

Restitutionskoeffizient 239 

Resultante, Resultierende 540 

Rertay 146 | 

Reversionspendel 299 

ReEynorps 526 

Reynouossche Zahl 520, 526 

Revnorossches Turbulenzkriterium 520, 
527 

Reziproke Basis 551 

Reziprozitätsformeln 502 

Rheonome Bedingungen 59, 148 

- Systeme 149 
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Rhombisches, rhomboedrisches Kristall- 
system 357, 358 

Richtkraft 87 

Richtmoment 299, 377 

Richtungskosinus 259ff., 542, 574 

RıemAannsche Geometrie 200°. 

Ringwellen 494 

Rırtzsche Variationsmethode 422 

Rolle, auf den Umfang reduzierte Masse 
300 

Rollen 170, 301, 430 

Rollreibung, -szahl 303 

Rollschwingung 313, 430 

Rosettenbewegung 237 

Rotation (Rotor, rot) 554ff., 570 

rot grad 562 

rot rot 551 

Rotation (s. auch Drehung) 228, 254 


— des starren Körpers um eine feste Achse 


2738. 
- einer Flüssigkeit 430, 432 
-, elementare (infinitesimale) 257 
-, sphärische (um einen Punkt) 254ff., 
236 ff. ' 
Rotationsachse 254 
-, momentane 256, 305 
Rotationsenergie 282 ff. 
Rotationszentrum 254, 258 
Rotierende Bezugssysteme 78 
Rotor (rot) s. Rotation 
Rotorschiff, FLETTNERsches 483 
RovTH 227 
Rovrasche Gleichungen 204 
Rückstoßerscheinungen 132. 
Rückströmung 532 
Ruhmasse 35 


SAINT VENANT 382 

SAINT VENANTsches Prinzip 377, 383 
Saite 396 
Saitenschwingungen, Anregung 406 
-, erzwungene 407 

-, freie 396 ff. 

-, gedämpfte 406 

Säkulargleichung 215, 223, 579 
Sattelfläche 441 

Saugwirkung 535 

SAVART 472 

Schalen 422 

Schall 506 

-, Beugung, Brechung, Reflexion 511 


Schallabsorption, -skoeffizient 511 
Schallabstrahlung 509 
Schallausbreitung 511 
Schallausschlag 509 
Schalldichte 509 
Schalldruck 506, 508 
Schalleistung 509 
Schallerzeugung 510 
Schallfeld, -größen 506, 508 
Schallgeber (Schallquellen, Schallsender) 
510 
Schallgeschwindigkeit 455, 506 ff. 
Schallschnelle 506, 508 
Schallstärke (-intensität) 509. 
Schallstrahlungsdruck 508 
Schallwechseldruck 506 
Schallwellen 504 ff. 
-, stehende 510 
Schall(wellen)widerstand 509 
Scheinkräfte 75 | 
Scheitelwert 20 
Scherspannungen 345 
Scherung 335, 373 5 
Scherungsmodul 374 
Scherungswellen 394 
Schicht, neutrale 378, 380 
Schichtenströmung 517 
Schiebungen 335 
Schiefe Ebene 57, 60, 301 
Schiefer Stoß 238, 240 
Schiefsymmetrischer Tensor 562 


Schiefwinklige Komponenten 264, 541, 550 
Schiefwinkliges Koordinatensystem 541,550 


Schiffswellen 503 

SCHIRRA 251 

Schleichende Strömung 527 
ScHLickscher Schiffskreisel 313 
Schlingern 430 
Schmiegungsebene 7 
Schmiermittelreibung 304, 519 
Schneide 170 
Schraubenbewegung 255 
SCHRÖDINGER-Gleichung 209 
Schrotung 259 


Schubmodul 374 


Schubspannungen 345 
SCHULER 313 

Schwebung 26, 216, 220, 497 
Schwebungsdauer, -frequenz 26 
Schwere Masse 37 

Schwerer Kreisel 304, 310, 319 
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Schwere 36, 48, 119 

Schwerebeschleunigung 119 

Schwerefeld der Erde 48 

Schwerelosigkeit 252 

Schwerewellen 489 tt. 

Schwerkraft 36, 48, 119 

Schwerpunkt 131, 269 

- eines Kreisbogens, Kreissektors, Kreis- 
kegels 292, 293 

-, Erhaltung 132 

-, Konstruktion 133 

—- von Wirbelfäden 472 

Schwerpunktachse 277 

Schwerpunktsatz 130 ff., 266 

Schwimmen 429 

Schwimmlage, Stabilität 429, 430 

SCHWINGER 194 | 

Schwingung(en) 20 

-, anharmonische 99f. 

--, elastische 385 ff. 

-, elliptische (elliptisch polarisierte) 28, 
88, 392 

-, entartete 224 

-, erzwungene 95ff., 102, 217, 225, 407 

-, freie 95, 100, 396 

-, gedämpfte 89ff., 225, 406 

-, gekoppelte 213f. 

-, harmonische 20ff., S6f. 

-, kleine, um eine Gleichgewichtslage 221 ff. 

-, komplexe (symbolische) Darstellung 23, 
24 


-, lineare (linear polarisierte, gerad- 
linige) 28 

-, Methode der kleinen -en 227 

-, modulierte 27 | 

-, Superposition (Überlagerung) 22 

-, symmetrische, unsymmetrische 99 

- von Luftsäulen (Pfeifen) 510 

— -— Membranen 408 

— — Platten 421 

— - Saiten 396 

— - Schalen 422 

— - Stäben 416 

-, zirkulare (zirkular polarisierte) 28 

-, Zusammensetzung und Zerlegung 22f. 

Schwingungsbauch, -knoten 405 

Schwingungsbewegung, harmonische 20 

Schwingungsdauer (-zeit) 20, 91, 391 

- des Pendels 110ff., 298£f. | 

Schwingungsform der Saite 401, 405 

Schwingungsgleichung 22, 389 
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Schwingungslehre 89 
Schwingungsmittelpunkt 298 
Schwingungsweite 20 
Schwingungszahl 20, 391 
SEGNER 306 

Seifenblase 441 

Seitenbänder 27 


: Sekunde 2 


Senke 447, 459 | 

Separation der Variablen 188, 230, 401 

Separationskoordinaten 232 

Separierbare mehrfach periodische 
Systeme 230f. 


SHUKOWSKI 326, 484 


SHUTKOWwSKısches Flügelprofil 488 

Signal, -geschwindigkeit 504 

Sinussatz der sphärischen Trigonometrie 263 

Sinusschwingung 22 

Sinuswelle 391 

Skalar 539. 

Skalares Potential 388, 565. 

- Produkt 543 

Skalarfeld 45, 551 

Skleronome Bedingungen 59, 148 

- Systeme 149 

Solenoidaler Vektor 568 

SOMMERFELD 227, 237, 310 

Spannung(en) 341, 343 

-, äußere und innere 342, 350 

Spannungs-Dehnungs-Beziehungen 349, 
352, 359 ff., 385 

Spannungsfläche 345 

Spannungstensor 345 

-, Symmetrie 348, 350 

Spannungsvektor 341 

Spatprodukt 546 

Spektraldarstellung, Spektrum 502 

Spezielles Relativitätsprinzip 77 

Sphärische Bewegung (Rotation) 254ff., 
286 ff. | 

- Polarkoordinaten 13, 571 

— Trigonometrie 263 

Sphärisches Pendel 114, 164, 168 

Spiegelung des Koordinatensystems 550 

Spielkreisel 314 

Spur eines Tensors 336, 581 

Spurbahn, Spurkegel 259, 306 

Sputnik 1-3 2491. 

Stab, ausgleitender 272 

Stabilisierung durch Kreisel 313 

Stabilität der freien Achsen 309, 318 
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Stabilität des Gleichgewichts 226 

- einer Schwimmlage 429 

- eines Bewegungszustandes 227 

Stabilitätssatz von DIRICHLET 226 

Stabschwingungen 416ff. 

Starre Bindung 253 

Starrer Körper 3, 253ff., 350 

Starres System 3, 291 

Statik 3 

- deformierbarer Körper 346ff., 369 ff. 

- der Punktsysteme 143 ff. 

— des Massenpunktes 61ff. 

- des starren Körpers 267 ff. 

Stationäre Strömung 449 

Stationärer Wert 154 

Statisch unbestimmtes System 268, 272 

Statische Kraftauffassung 67 

Statischer Druck 452 

Statisches Moment 272, 380 

Statistische Mechanik 174 

STAUDE 322 

Staudruck 452 

Staupunkt 480, 482 

Staurohr, PRAnDTLsches 452 

Stehende Wellen 396, 404, 411, 497, 510 

Steighöhe (kapillare) an einer Wand 438 

-in Kapillarröhren 440 

Steigzeit (bei Wurf) 19 

Steilwurf 19 

STEINERscher Satz.278, 298 

STEKLOW 325 

Stereomechanik 253£f. 

STEVIN 39 

STOKES 498, 515 

— -Naviersche Gleichungen 515, 516, 529 

Stokzsscher Integralsatz 462, 555, 558 

Stokzssches Widerstandsgesetz 
(Reibungsgesetz) 83, 520, 524, 527 

Störung 100, 109, 226, 237 

Störungskraft 95 

Störungstheorie, astronomische 212, 237 

Stoß 238 ff. 

-, elastischer 239 

-, gerader 238, 239 

—, normaler 238 

—, schiefer 238, 240 

-, unelastischer 239 

-, zentraler 238 

Stoßkoeffizient 239 

Stoßkräfte 238 

Stoßnormale 238 


Strahl (Flüssigkeitsstrahl) 454, 473, 479, 
489, 533 

Strahlenoptik 205 

Strahlungswiderstand (einer Schall- 
quelle) 510 

Stromfaden 448 

Stromfunktion 475 

Stromlinien 448, 450, 492 

Stromlinienkörper 535 

Stromröhre 448 

Stromstärke 453, 518 

Strömung (Linienintegral) 463 

-, ebene (zweidimensionale) 464, 473 ff., 
a79f. 

-, inkompressible, kompressible 449 

—- in Kreisrohren 516, 527 

-, laminare 516 

— mit Überschallgeschwindigkeit 456 

—, schleichende 527 

-, stationäre, nichtstationäre 449 

-, turbulente 519 

— um eine Kugel 461, 462, 520ff. 

- um eine Platte 533 

- um einen Zylinder 478, 479ff., 533 ff. 

-, wirbelfreie 449, 457 ff., 470, 473ff. 

Strömungsfeld 338, 443 | 

Strömungswiderstand 532ff. 

Strudel 466 

Stufenrakete 244 

Substantielle Beschleunigung 339 

Sukzessive Approximation 100 

Summationston 103 

Superposition von Potentialströmungen 478 

— -— Schwingungen und Wellen 22, 496 

Superpositionsprinzip 39, 444 

Symmetrieachse, n-zählige 357 

Symmetrieelemente, -klassen 357 

Symmetrischer Kreisel 305ff., 310, 315, 319 

- Tensor 574ff. | 

Sympathisches Pendel 217 

System, abgeschlossenes 132 

-, freies 128 

-, gebundenes (unfreies) 128 

-, holonomes 149 

-, kinetostatisch unbestimmtes 292 

-, konservatives 139 

-, nichtholonomes 149, 169 

-, Theonomes 149 | 

-, separierbares mehrfach periodisches 230 ff. 

-, skleronomes 149 

—, starres 3, 291 
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System, statisch unbestimmtes 268, 272 
— von endlichem Freiheitsgrad 127 
—- von unendlichem Freiheitsgrad 329 


Tangente, Tangenteneinheitsvektor 10 

Tangentialbeschleunigung 11 

Tangentialspannungen 345 

Tautochrone 114 

Technische Mechanik 4, 292 

Temperaturverteilung in der 
Atmosphäre 428 

Tendenz zum gleichsinnigen 
Parallelismus 310 

Tensor 572f. 

-, anti- oder schiefsymmetrischer 574 

-, Hauptwerte 580 

—, Invarianten des symmetrischen - s 580° 

-, symmetrischer 574 ff. 

Tensorellipsoid, -fläche 578 

Tensorfeld 573 

Tensorkalkül 581 | | 

Tensorkomponenten, Transformation 575 

Tetragonales Kristallsystem 357, 358 

Thermodynamik, 1. und 2. Hauptsatz 356 

'Tromsonscher Zirkulationssatz 468 

Tırow 251 

Ton, einfacher 507 

Tonhöhe 405° 

TORRICELLI, Satz von 454 

Torsion 374 

Torsionsmodul 374, 385, 423 

Torsionsschwingungen 299, 387, 416, 419 

Torsionswellen 394, 416 

Totwasser 473, 533 

Träge Masse 34, 37 

Trägerfrequenz 27 

Tragflügel 536 #. 

Trägheit, -sgesetz 32 

Trägheitsarm, -radius 282 

Trägheitsellipsoid (-fläche) 280, 306 

Trägheitskräfte 75, 516, 527 

—, D’ALEMBERTsche 66ff., 145 

Trägheitsmoment 136, 274, 277ff., 279, 292 

—, äquatoriales, polares 296 

- einer Kugel 296 | 

— eines Kreiszylinders 295 

- - Parallelepipeds 294: 

— - Querschnitts 380 

-, experimentelle Bestimmung 300 

Trägheitsprodukte 276 

‘Trägheitstensor 281, 285 
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Trägheitswiderstand 67 

Transformation, infinitesimale 183, 333 

-, kanonische 179. 

-, orthogonale, der Koordinaten 574 

Transformationsformeln für die Grund- 
vektoren 549 

— -— - Tensorkomponenten 576 

- — - Vektorkomponenten 550 

Translation 253 

-, elementare 257 

-, geradlinige 254 

-, gleichförmige 75 

Translationsbeschleunigung 73 

Translationsenergie 282 

Translationsgeschwindigkeit 72, 257, 338 

Translationsströmung 458, 476 

-, mit Zirkulation kombinierte 481 

Transversalgeschwindigkeit, -beschleu- 
nigung 12 

Transversalschwingungen (Membran) 408ff. 

- (Saite) 396. 

- (Stab) 416ff. 

Transversalwellen 392, 394, 398 

Trennungsflächen 473, 533 

Triklines Kristallsystem 357 

Trockene Reibung 304 

Tropfenbildung 441 

TScHAPLIGIN 325 

Turbulenz 519 

Turbulenzkriterium 520, 527 


Übergangsbahnen 153 


Überlagerung von Schwingungen 22 

Überschallgeschwindigkeit 456 

Ultraschall 506, 508 

Umlaufzeit 16 

Unabhängigkeitsprinzip (der Kraft- 
wirkungen) 39 

Unbeschleunigte Bezugssysteme 75 

Unelastischer Stoß 239 

Unendlich kleine Größen 9 


'Unfreie Bewegungen 55ff., 291 


- Systeme 128 

Ungedämpfte Schwingung 88 
Ungleichungen als Nebenbedingungen 59 
Unschärferelationen 500, 504 
Unstetigkeitsflächen 533 


. Urmeter 2 


VAN DER Waäirssche Kräfte 432 


Variable, kanonische 174 
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Variable, zyklische. 167, 178 

Variation 152° | 

-, allgemeinere (- der Zeit) 195 

— einer Funktion 153 

- eines Integrals 158 

-, Gausssche 202 

Variationsaufgaben 155 

-, allgemeinere 161 

-, EuLersche Gleichungen 156ff., 368 

Variationsmethode, Rırzsche 422 

Variationsprinzip 155, 195 

Variationsrechnung 155ff. 

Variierte Bahn (Bewegung) 152, 365 

Vektor (Begriff) 539 

-, Ableitung (Differentialquotient) 547 

-, allgemeinere Definition 548 

-, axialer 577 

-, Betrag 539 

-, freier 257, 270, 540 

-, gebundener 540 

-, Komponenten 541 ff., 551 

-, linienflüchtiger 258, 268, 540 

-, Linienintegral 554 

—, Moment 53 

-, Oberflächenintegral 558, 559 

-, polarer 577 

-, solenoidaler 568 

-, zeitliche Änderung 72, 73 

Vektoraddition 540 

Vektoralgebra 539 ff. 

Vektoranalysis 5ö1f. 

Vektordiagramm 24 

Vektordivergenz 348 

Vektorfeld 45, 551 

-, Berechnung aus seinem Quellen- und 
Wirbelfeld 564. 

-, quellenfreies 559, 562, 567 

—, wirbelfreies 46, 555, 559, 565 

Vektorfluß 559 

Vektorfunktion, lineare 285, 572 

Vektorgleichung 543 

Vektorkomponenten, Transformation 548 ff. 

Vektorlinien 552 | 

Vektorpotential 388, 567 

Vektorprodukt 544, 577 

-, doppeltes 547 

Vektorsumme 540 

Venusrakete 261 

Veränderliche Masse 242 

Verlorene Kraft 66, 146 

Verrückung s. Verschiebung 
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Verschiebung 6, 254, 539 

-, virtuelle 62, 144, 566 
Verschiebungsfeld 336 | 
Verschiebungspotentiale 389 
Verschiebungstensor 331 
Verschiebungsvektor 329 
Verstimmung 98 
Vertauschungssatz 546 
Vertikaler Wurf 18, 19 
Verzerrungstensor 332 

Virtuelle Arbeit 62ff, 143ff. 

— - der Zwangskräfte 63, 144 

- -, Prinzip 62ff., 143ff., 350 

- Verschiebung 62, 144, 366, 368 
Viskosität (s. auch Zähigkeit) 514 
Vollständige Lösung (-es Integral) 186 
Vollständiges Differential 46, 140 
Volumelastizität 373 
Volumelement 328 
-inkrummlinigen Koordinaten 295,296, 569 
Volumendilatation 336 
Volumkräfte 341 


Waage 36 

Wasserstoffatom, Energiewerte 237 
Wasserwellen 488ff. 

Watt, Wattsekunde 44 
WAawıILow 40 
WEBER-FECHNERsches Gesetz 509 
Wechselwirkungsgesetz 38 

Weg 6 

Weglänge, mittlere freie 525 

-, optische 207 

Welle, Wellenbewegung 193, 389 
-, ebene 390ff. 

-, elastische 393 ff. 

-, fortschreitende 390 


—, harmonische (sinusförmige) 391 


-, komplexe Darstellung 392 

-, longitudinale 392ff., 398, 416, 506 
-, monochromatische 504 

-, permanente 504 

-, polarisierte 392 

—, stehende 396, 404, 411, 497, 510. 
-, transversale 392, 394, 398 
Wellenberg, -tal 392 

Wellenflächen 193, 205,.391 
Wellengeschwindigkeit 504 
Wellengleichung 205, 387 ff., 505 

-, ein- und zweidimensionale 388, 408 
Wellengruppe 497, 500, 504 
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Wellenlänge 205, 392, 491 

Wellenlehre 390 

Wellenmechanik 209 

Wellennormale 392 

Wellenoptik 205 

Wellenpaket 504 

Wellenphase 497 

Wellenwiderstand von Schiffen 528 

Wellenzahl 392, 491 

Wellenzahlvektor 392 

Wellenzug 504 

Weltraumrakete 250 

Wendezeiger 313 

Widerstand (hydrodynamischer) 83, 481, 
519, 528, 532ff. 

-, induzierter 538 

Widerstandsgesetz, lineares 83 

-, quadratisches 84, 528, 533 

-, Srokzssches 83, 520, 524, 527 

Widerstandsziffer 527, 528, 535 

Wırson 237 

Winkel, EvtLersche 262 

—, Machscher 512 

Winkelbeschleunigung 16 

Winkelgeschwindigkeit 14, 16 

-.als Vektor 70, 257, 338 

-, Komponenten 264 

Winkelmessung 2 

Winkelvariable 229, 231 

—, eigentliche, uneigentliche 236 

Wirbel (Wirbelbewegung) 449, 467 ff. 

-, Geschwindigkeitsfeld 470 

Wirbelablösung 532 

Wirbelbildung 534 

Wirbelfäden 449, 469, 472 

-, parallele 472 | 

Wirbelfeld 449 

Wirbelfluß 469 

Wirbelfreie Strömung 449, 457 ff., 470, 473£f. 

Wirbelfreies Vektorfeld 46, 555, 559, 565 

Wirbelgebilde, singuläre 568 

Wirbellinie 449, 450, 468 

-, isolierte 466, 477 

Wirbelmoment 469 

Wirbelpaar 472 

Wirbelpunkt 472, 534 

Wirbelraum 529 

Wirbelring 473 

Wirbelröhre 449, 468 

Wirbelsätze, HELMHoLTzsche 467 ff. 

Wirbelschicht 473, 533 
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Wirbelstärke 469 

Wirbelstraße, KArmänsche 535 

Wirbelvektor 338, 448, 468 

Wirkung 38, 155 

-, Prinzip der kleinsten 195, 198 ff. 

Wirkungsfunktion 154, 190, 193 

Wirkungslinie der Kraft 268 

Wirkungsvariable 229, 231 

-, eigentliche, uneigentliche 236 

Wirkungswellen 193, 204, 208 

Wostok 1-4 251 

Wurf 18, 19, 42 

— mit Luftwiderstand 85 

Wurfdauer, Wurfhöhe, Wurfparabel, 
Wurfweite 19 


Younsscher Modul 371 


Zähe Flüssigkeiten 423, 513 ff. 
Zähigkeit, dynamische 514 

-, kinematische 527 
Zähigkeitsmessung 518 
Zähigkeitstensor 513 
Zähigkeitswiderstand 535 
Zapfenreibung 304 
ZEEMAN-Aufspaltung 237 
Zeigerdiagramm 24 

Zeit, absolute 2, 40 

Zeiteinheit, Zeitmessung 2 
Zeitintegral der Kraft 35, 238 
Zeitliche Änderung eines Vektors 72, 73 
Zentraler Stoß 238 

Zentralachse 271 

Zentralbewegung 5l 
Zentralellipsoid 280 
Zentralgleichung, Lacrangesche 153, 196 
Zentralkräfte 51, 52, 128 
Zentralkraftfeld 52 
Zentrifugalbeschleunigung 74 
Zentrifugalkraft 69, 70, 75, 78, 119 


Zentrifugalmomente 276 


Zentrifuge 432 

Zentripetalbeschleunigung 11 

Zentripetalkraft 69, 70 

Zerlegung eines Vektors 541 

- von Schwingungen 30 

Zerstreuungsfunktion 225, 514 

ZIOLKOWSEI 243 

Zirkulare (zirkular polarisierte) 
Schwingung 28 

Zirkulation 462 
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Zirkulation, Entstehung 482, 535 ff. Zwangskräfte 55ff., 129, 150, 171 
-, Erhaltung 467, 468 Zweikörperproblem 209 ff. 
Zirkulationssatz, Tauomsonscher 468 Zweiseitige Bindung oY, 65 
Zirkulationsströmung, ebene 464, 477 Zyklische Konstante 464 

Zug, einseitiger 370 » — Koordinate (Variable) 167, 178. 
Zugspannungen 345 Zyklisches Potential 464 | 
Zusammensetzung von Schwingungen 22ff. Zykloidenpendel 114 
Zustandsgleichung 424, 435 Zylinderfunktionen 1. Art 414 
Zwang 202 Zylinderkoordinaten 12, 571 


Zwangsbedingungen 55 Zylinderwellen 393 


